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РЕЗЮМЕ

Рассмотрены возможности применения энтропийных подходов для решения задач кластеризации многомерных данных. Предложены математические зависимости, позволяющие свести задачу кластеризации совокупности элементов системы (строк матрицы данных) к оптимизации специально построенных энтропийных дискриминантных функций. На конкретных примерах показана эффективность разработанного метода.
1.  ВВЕДЕНИЕ
Дискриминантный анализ (ДА) применяется для выявления в выборке однородных групп (классов, кластеров). В классической математической статистике методы ДА основаны, в той или иной мере, на байесовской схеме принятия решения о принадлежности объектов диагностическим классам [1,2]. Байесовский подход базируется на предположении, что задача сформулирована в терминах теории вероятностей и известны все представляющие интерес величины: априорные вероятности P((i) для классов 

 и условные плотности распределения значений вектора признаков Р(х/(i). Правило Байеса заключается в нахождении апостериорной вероятности:



,


.


Решение о принадлежности объекта хk к классу wj принимается при выполнении условия, обеспечивающего минимум средней вероятности ошибки классификации:



. 







(1)

Если рассматриваются два класса (1 и (2, то, в соответствии с правилом (1), принимается решение (1 при 

 и (2 при 

. Величину P((j/x) в правиле Байеса часто называют правдоподобием и принятие решения осуществляется по значению отношения правдоподобия (или его логарифма):


.

На практике, когда число исходных признаков xi велико, определение условных вероятностей встречает значительные трудности, а зачастую не может быть осуществлено из-за принципиально неслучайного характера исследуемого явления. к тому же, используемые предположения о независимости признаков делают задачу кластеризации в приведенной постановке мало пригодной для решения реальных задач. 

В связи с отмеченным возникает необходимость в разработке методов кластеризации, свободных от указанных недостатков. Одним из них может быть метод, основанный на применении энтропийного подхода к анализу многомерных данных [3-6]. 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КЛАСТЕРИЗАЦИИ

В работах [3,4] энтропийный подход использовался для изучения свойств матриц "объект-признак". Результатом решения задачи являлось нахождение обобщенных характеристик (ОХ) элементов системы (строк матрицы данных). 

В результате транспонирования исходной матрицы аналогичным путем могут быть получены ОХ признаков (частных характеристик) исходной матрицы. Именно эти значения предлагается использовать для построения дискриминантных функций [1,2]. Однако, в отличие от применяемых в указанных работах зависимостей, подход, изложенный ниже, имеет следующие основные преимущества:

· не требует предварительной нормировки исходных данных, что нарушает их структуру из-за необходимости преобразования информации исследователем в соответствии с его субъективным представлением о критериях нормирования;

· принципиально не оперирует понятиями о случайной природе рассматриваемой системы (процесса), что снимает вопрос о выборе законов распределения случайных величин, нахождении значений их моментов, обосновании не соответствующих реальности допущений (в частности, о независимости случайных величин);

· не возникает формальных и вычислительных сложностей при кластеризации, поскольку энтропия, являясь мерой неопределенности, обладает той особенностью, что ее максимальное значение одновременно представляет собой своеобразную меру близости, которой присущи основные свойства метрики. Именно благодаря этому энтропию совершенно естественно использовать как интегральный критерий при решении задач кластеризации.
В [3] для исследования информационных свойств положительной матрицы Х была предложена квазиэнтропия H(p), реализующая идею сопоставления средних арифметических и средних гармонических величин:


,








(2)



, 

где n, m - число строк и столбцов матрицы X, соответственно; p - вектор-столбец размерности n; Xj - j-ый вектор- столбец размерности n матрицы X; 

 - вектор-столбец размерности n, построенный путем транспонирования обратных значений Xj; (2n - множество допустимых значений вектора p.

Максимизация квазиэнтропии (2) по вектору 

:













(2а)

есть решение задачи выбора обобщенных характеристик элементов системы 

.

теперь на основе свойств соотношений (2) можно ввести в рассмотрение энтропию от вектора 

:
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(3а)



,

где 

 - пространство вектор-столбцов размерности n; символ ( обозначает покомпонентное умножение векторов.

Компоненты вектора w - некоторые характеристики системы (размерности n), ограничения на которые, например, в виде функциональных соотношений














(4)
позволяют учитывать системообразующие связи при проведении исследований сложных процессов и явлений. С точки зрения изменения средних значений характеристик Xj условие (4) можно трактовать как направление развития системы.

В частности, решение оптимизационной задачи








(5)

с условием (3а) позволяет находить вектор 

, характеризующий степень структурированности исходной матрицы. Кроме того, решение задачи (5) можно использовать при оценке средних значений характеристик 

 системы:



.

Для задач кластеризации важно построить такой критерий, который, с одной стороны, учитывал бы структурные особенности системы, а, с другой, являлся бы устойчивым к возмущениям ее характеристик. Как показано в работе [6], таким свойством в большей степени обладает даже не максимум, а максимин квазиэнтропии:




,
(2б)


 .

Обобщение идеи дискриминантного анализа на решение задач кластеризации строк 

 матрицы X в условиях неопределенности заключается в использовании функций (называемых дискриминантными) следующего вида:




,


(6)




,
(7) 
где 

- диагональная матрица с нулевыми элементами (кроме диагонали, элементы которой совпадают с элементами диагонали матрицы 

); 

 - вектора размерности n, являющиеся решением задач (2а), (2б).

Дискриминантные функции (6), (7) определяют вклады каждой строки в максимальное и максиминное значения квазиэнтропий (2а), (2б), соответственно, для получаемых кластеров.

Предложенный подход реализован на ПЭВМ, показал быструю сходимость и высокое качество распознавания структурных особенностей большеразмерных матриц.

3.  ПРИМЕРЫ КЛАСТЕРИЗАЦИИ ДВУМЕРНЫХ МАССИВОВ

Проиллюстрируем возможности предложенного подхода на примерах выявления степени структурированности систем и группирования их элементов.

В качестве тестового примера, позволяющего оценить степень достоверности получаемых результатов, используется совокупность химических элементов. Высокий уровень структурированности этой системы служит идеальным образцом для версификации любой модели. 

В качестве исходных данных (матрицы X) использованы количественные характеристики электронных оболочек атомов: число электронов по электронным слоям и орбиталям (электронные слои - K,L,M,N,O,P,Q; электронные оболочки - 1s,2s,3s,4s,5s,6s,7s,2p,3p,4p,5p,6p,3d,4d,5d,6d,4f,5f ).

Матрица исходных данных имеет размерность 105х18 (105 - количество химических элементов-строк; 18 - количество орбиталей-столбцов). В клетках матрицы записывается число электронов. Вся исходная информация - по данным [7,8]. Для наглядности результаты расчетов представлены в графическом виде. На рис.1 приведен результат выявления степени структурной однородности всей совокупности первых 105 химических элементов по двум обобщенным характеристикам.

Как видно из рис.1, предложенный подход достаточно хорошо выявил тот факт, что таблица химических элементов является хорошо структурированной системой (в данном случае, по свойствам электронной оболочки) - все химические элементы расположены практически на одной прямой. Тем самым, можно считать, что метод дискриминантного анализа, построенный с учетом энтропийных свойств системы, содержательно является непротиворечивым.
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Рис.1.
Структурная кластеризация химических элементов по двум обобщенным характеристикам.
На рис.2 приведен пример условного разбиения химических элементов на два класса (с целью выявления их однородности по заполненности электронной оболочки). Результаты кластеризации говорят о том, что модель способна выявлять качественно различные совокупности химических элементов. 




Рис.2.
Кластеризация химических элементов на две группы использованием средней арифметической.

На рис.3 показана кластеризация химических элементов на основе дискриминантных функций, построенных по (6), (7). Для сокращения времени расчетов решалась задача разбиения системы на четыре класса. Как следует из анализа расположения точек на рис.3, модель даже в таком случае способна практически безошибочно выявить полную периодизацию химических элементов (фактически не имеется отличий от приведенной в [7]).
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Рис.3.
Кластеризация химических элементов с использованием двух видов средних величин.

Проиллюстрируем возможности метода на примере кластеризации волокнистых композиционных материалов с углеродной матрицей по характеристикам их физико-механических свойств. Исходные данные приведены в табл.1, а результаты расчетов - в табл.2 и на рис. 4,5.

Таблица 1.
Характеристики физико-механических свойств волокнистых 

композиционных материалов с углеродной матрицей [9, табл.146]

Характеристики

Материалы
( , 

т/м3
(в ,

Гпа
(сж ,

Гпа
(и ,

Гпа
( ,

Гпа
Е ,

Гпа
Еи ,

Гпа
(-1 ,

Гпа
KCU,

кДж/м2

Карбоволокниты

КМУ-1л
1,47
0,65
0,35
0,80
0,02
120
100
0,30
50

КМУ-1у
1,47
1,02
0,40
1,10
0,03
180
145
0,50
44

КМУ-1в
1,55
1,0
0,54
1,20
0,04
180
160
0,35
84

Карбоволокнит КУП - ВМ 
1,35
0,20
0,26
0,64
0,04
165
160
0,24
12

Бороволокниты

КБМ-1м
2,1
1,3
1,16
1,75
0,06
270
250
0,40
90

КБМ-1к
2,0
0,9
0,92
1,25
0,04
214
223
0,35
78

КБМ-2к
2,0
1,0
1,25
1,55
0,06
260
215
0,40
110

КБМ-3к
2,0
1,3
1,50
1,45
0,07
260
238
0,42
110

Таблица 2.

Результаты разбиения композитов на группы однородности

по совокупности их физико-химических свойств
Тип материала
Материал
№

п/п
Количество групп




2
3
4




Состав кластеров




I
II
I
II
III
I
II
III
IV

Карбоволок-ниты

КМУ-1л
1
+

+


+





I
КМУ-1у
2
+

+



+





КМУ-1в
3

+
+



+




II
КУП-ВМ
4
+


+

+




Бороволокниты
КМБ-1м
5

+


+



+


КМБ-1к
6

+


+


+



КМБ-2к
7

+


+



+


КМБ-3к
8

+


+



+

Расположение точек, соответствующих типам композитов, практически на выпуклой оболочке (рис.4) является признаком хорошей структурированности данных табл.1 и, следовательно, обоснованности выбора их для проведения анализа.




Рис.4.
Структурная кластеризация композитов по двум обобщенным характеристикам. 
Результаты разбиения на классы (рис.5) свидетельствуют о практической работоспособности энтропийного метода. Особенно эффективным (по быстродействию и результативности), как показали расчеты, метод оказывается при обработке крупных массивов (сотни и тысячи строк и столбцов) информации. 
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Рис.5.
Графическое представление разбиения исходного набора композитов по совокупности их физико-химических свойств на две (а), три (б) и четыре (в) группы.

На рис.6 приведен пример разбиения на два класса совокупности пластмасс по их механическим свойствам. 
Предварительные исследования показали, что метод достаточно эффективен при обработке результатов неразрушающего контроля, поскольку способен обрабатывать оцифрованные выходные сигналы генераторов акустических, ультразвуковых, инфракрасных сигналов и, тем самым, кластеризовать исследуемые объекты на дефектные и бездефектные.


[image: image6.wmf]   

3

    

4

     

5

   

3

     

4

   

5

1

 

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

   

ОХ

А

   

ОХ

Г


Рис.6. Результаты разбиения типов пластмасс на две группы [4].

4.  ВЫВОДЫ
Разработан новый метод кластеризации элементов двумерных массивов, не требующий предварительной нормировки данных и введения вероятностной меры. Предложены математические зависимости, позволяющие свести задачу кластеризации совокупности элементов системы (строк матрицы данных) к оптимизации специально построенных энтропийных дискриминантных функций. Метод реализован на ПЭВМ, показал быструю сходимость и высокое качество распознавания структурных особенностей большеразмерных матриц. 
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