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РЕЗЮМЕ

В работах [1-6] с помощью метода склейки в сочетании с методом начальных параметров построены строгие замкнутые линейные теории для ряда плоских упругих регулярных и квазирегулярных ферм ортогональной и циклически симметричной структуры. 

В настоящей статье та же методология применяется к одной регулярной пространственной ферме ортогональной структуры. Ее элементарная ячейка имеет форму прямоугольного параллелепипеда с одним диагональным стержнем на каждой его грани. Для этой структуры построена строгая замкнутая теория — дискретный аналог пространственной теории упругости, в рамках которой даны альтернативные постановки задач в узловых смещениях и в начальных усилиях стержней. Применение теории проиллюстрировано на примере составного стержня без внутренних узлов конечной, бесконечной и полубесконечной протяженности. Для всех этих случаев получены точные аналитические решения и приведены результаты вычислений по ним для некоторых конкретных задач.

1. ВВЕДЕНИЕ

Среди методов анализа напряженно-деформированного состояния регулярных упругих систем [7] следует выделить группу дискретно-континуальных методов. К ним относятся классические метод сил, метод перемещений, смешанный метод и метод склейки. Все эти методы опираются на дискретно-континуальную природу упругой системы и рассчитаны на совместное использование континуального и дискретного математических аппаратов. Они не требуют дополнительных предположений в отношении моделей деформирования и характера взаимодействия элементов системы и поэтому позволяют учитывать ее структуру в полной мере.

В основе классических дискретно-континуальных методов, чаще всего используемых при расчете упругих статически неопределимых стержневых систем, лежит сведение расчета исходной упругой системы к расчету основной системы. При выборе последней приходится нарушать регулярность исходной системы, что ведет к сужению возможностей использования аналитических средств.

Метод склейки лишен этого недостатка. Согласно этому методу упругая система расчленяется на элементы и проводится поэлементный анализ с учетом геометрических условий сопряжения (условий склейки) смежных элементов. Упругий поэлементный анализ позволяет избавиться от локальной континуальности и тем самым свести исходную дискретно-континуальную проблему к дискретной. Более того, для регулярных упругих систем оказывается возможным введение обобщенных смещений, деформаций и внутренних сил и построение в этих терминах, по аналогии с механикой упругого тела, строгой дискретной теории. Определяющие уравнения этой теории относятся к категории разностных уравнений. Как и в механике упругих тел, они представляются геометрическими, физическими и статическими соотношениями, включая уравнения совместности обобщенных деформаций. В рамках этих уравнений осуществимы аналитически альтернативные постановки задач в обобщенных смещениях и внутренних силах. Вид всех этих уравнений существенным образом зависит от структуры упругой системы. Поэтому упомянутую дискретную теорию уместно называть структурной аналитической теорией. Для построения такой теории достаточно того, чтобы упругая система была топологически регулярной. Другими словами, ее структура должна быть образована путем периодического воспроизведения в одном, двух или трех направлениях некоторой простейшей, вообще говоря, пространственной совокупности элементов с сохранением упругих моделей последних, но возможным изменением их ориентации, геометрических и упругих параметров, а также характера их взаимодействия.

В силу изложенного в данном исследовании отдано предпочтение именно методу склейки. При его использовании применяются линейные операторы сдвига 
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Здесь и далее латинские индексы принимают значения 1,2,3, а 
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 ( символ Кронекера. Суммирование по повторяющимся индексам не предполагается.

С помощью операторов сдвига образуются разностные операторы первого порядка
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посредством которых могут быть сформированы и разностные операторы более высокого порядка. Так, например, для разностных операторов второго порядка, определяемых равенствами
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справедливы тождества (см. (1.1), (1.2))
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Введенные операторы позволяют записывать формулы и уравнения в переменных с несмещенными текущими значениями дискретных аргументов, отказываясь ради краткости от явного указания этих аргументов при символах самих переменных.

2. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ ТЕОРИИ

Рассмотрим свободную пространственную упругую ферму, образованную путем периодического повторения вдоль осей 
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 декартовой системы отсчета элементарной ячейки, показанной на рис. 1. Как видно, ферма состоит из узлов и шести семейств 
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) располагаются в плоскостях, параллельных координатным плоскостям 
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 и ориентированы в положительную сторону осей 
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. По предположению стержни упругие, однородные и соединены между собой в узлах шарнирно. Геометрические и физические свойства рассматриваемой фермы описываются длинами 
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 и жесткостями 
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 на растяжение–сжатие 
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стержней. В общем случае внешние силы слагаются из погонных осевых сил стержней и сосредоточенных сил в узлах.
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В силу дискретной трехмерности структуры для нумерации ее элементов (узлов и 
[image: image24.wmf]-

ij

стержней в пределах одного семейства) требуются три целочисленных параметра, играющие для вводимых ниже переменных величин роль дискретных аргументов. Обозначим их символами 
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 и будем считать, что они изменяются (растут) в направлении осей 
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 соответственно. Условимся текущему узлу и исходящим из него 
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стержням, простирающимся в сторону роста соответствующих осей, присваивать один и тот же номер (
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) (на рис. 1 указана сокращенная нумерация узлов). В таком случае 
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Области изменения параметров 
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 для элементов фермы зависят от ее внешней формы. Ограничимся детальным рассмотрением таких ферм, граница которых принадлежит граням прямоугольного параллелепипеда с ребрами, параллельными осям 
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[image: image48.wmf]j
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). При иных конфигурациях границы фермы начальные и конечные значения каждого параметра 
[image: image49.wmf]k

m

 для элементов фермы будут, вообще говоря, другими. Более того, они могут оказаться функциями других дискретных аргументов.

Следуя методу склейки, расчленим стержневую систему на изолированные элементы (узлы и 
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стержни) и проведем их анализ (упругий для стержней, статический для узлов) с учетом сил взаимодействия и геометрических условий сопряжения с соседними элементами.

Примем за основной геометрический параметр длину пространственной диагонали ячейки 
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 превращены в безразмерные величины.

Пусть 
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 ( смещение узла и действующая на него внешняя сосредоточенная сила в направлении оси 
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. Однако, в соответствии с принятым выше соглашением эти аргументы там, где это не может привести к недоразумению, явно не указываются.

Растяжение–сжатие изолированного 
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стержня описывается уравнениями
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общее решение которых дается формулами
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Геометрические условия сопряжения стержней и узлов имеют вид
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Из формул (2.1), (2.2) вытекают зависимости
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Ради краткости из шести формул (2.4) приведены лишь два типовых их представителя, на что указывает символ (123) круговой перестановки индексов. Смысл этой перестановки в том, что последующие родственные уравнения получаются из предыдущих путем круговой перестановки в индексах цифр 1,2,3 с упорядочиванием пар разноименных индексов по нарастанию при величинах, напрямую связанных с диагональными стержнями. Этого правила будем в дальнейшем придерживаться и для других соотношений.

Уравнения равновесия внутренних узлов в проекциях на оси 
[image: image74.wmf]i
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, имеющие изначальный вид
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после подстановки в них третьей формулы (2.1) записываются следующим образом
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	(2.5)


Здесь
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Три уравнения равновесия (2.5) содержат шесть искомых начальных усилий 
[image: image78.wmf]ij

N

. Это означает, что рассматриваемая задача статически неопределима, и, следовательно, должны существовать уравнения совместности деформаций. Получим эти уравнения путем исключения смещений из геометрических соотношений (2.4).

С этой целью введем вспомогательные переменные
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с помощью которых уравнения (2.4) записываются более просто
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Одновременно упрощается и процедура исключения из этих соотношений переменных 
[image: image81.wmf]i

U

~

. Итогом ее являются две группы уравнений
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по три уравнения в каждой. Они подчиняются указанному выше правилу круговой перестановки индексов. В них без труда усматривается дискретная аналогия с уравнениями совместности деформаций пространственной теории упругости [8]. В исходных деформациях удлинения 
[image: image83.wmf]ij

E

 уравнения (2.8) имеют более сложный вид
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При их выводе было учтено, что (см. (1.1) – (1.3))

	
[image: image86.wmf]

EMBED Equation.3[image: image87.wmf])

(

)

(

)

(

2

)

(

,

)

(

)

(

]

[

2

)

(

2

k

j

i

j

i

ij

k

ik

j

i

k

j

i

k

j

ij

i

j

i

i

ij

i

j

i

i

¹

¹

D

D

+

D

D

Ñ

=

D

+

D

D

+

D

D

¹

D

D

=

D

D

-

D

D

D

=

D

D

+

D

±

±

±

±

±

±

±

±

±

±

±

±

±

m

m

m

m

m
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Зависимости (2.3)((2.5) играют в изучаемой теории роль соответственно физических, геометрических и статических соотношений. Вместе с уравнениями совместности деформаций (2.9) они образуют полную замкнутую систему определяющих соотношений теории. Эти соотношения всесторонне описывают деформирование структуры в терминах узловых смещений 
[image: image88.wmf]i

U

, полных удлинений 
[image: image89.wmf]ij
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 и начальных усилий 
[image: image90.wmf]ij

N

 
[image: image91.wmf]-
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стержней — функций только дискретных аргументов 
[image: image92.wmf]k

m

.

Области изменения параметров 
[image: image93.wmf]k

m

 в уравнениях (2.3)((2.5), (2.9) зависят от внешней формы структуры. Общее правило определения этих областей таково. Формулы (2.3), (2.4) имеют место при тех значениях 
[image: image94.wmf]k

m

, которые указывают на реально существующие 
[image: image95.wmf]-
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стержни. Уравнения (2.5) выглядят так, как они записаны, для внутренних узлов. Что же касается уравнений совместности деформаций (2.9), то они справедливы для таких значений 
[image: image96.wmf]k

m

, при которых содержащиеся в них разностные операторы не порождают полные удлинения
[image: image97.wmf]ij

E

 несуществующих стержней.

Если ферма имеет внешнюю форму в виде прямоугольного параллелепипеда, то формулы (2.3), (2.4) справедливы при указанных выше для 
[image: image98.wmf]-
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стержней значениях 
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, уравнения (2.5) — при 
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	(2.11)


Для свободной фермы имеют место только статические граничные условия. Они получаются из уравнений (2.5), записанных для граничных узлов, путем отбрасывания в них после раскрытия разностных операторов величин, указывающих на несуществующие стержневые элементы фермы. Геометрические граничные условия имеют, очевидно, вид 
[image: image102.wmf]*
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, где 
[image: image103.wmf]*
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 — смещения граничных узлов, предписанные наложенными на узлы геометрическими связями.

3. АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧИ

Примем сначала за основные (определяемые в первую очередь) неизвестные узловые смещения 
[image: image104.wmf]i
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 (или 
[image: image105.wmf]i
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~

, см. (2.7)). Подставляя соотношения (2.4) в (2.3), а полученный результат — в уравнения (2.5), приходим к системе уравнений в частных разностях (см. (1.3), (2.6))
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	(3.1)
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Эти уравнения в том виде, как они выписаны, справедливы для внутренних узлов. Они играют роль разрешающих уравнений и должны быть дополнены краевыми условиями. Постановка геометрических граничных условий очевидна, и о ней говорилось выше. Что же касается статических граничных условий, то для записи их в узловых смещениях достаточно применить к ним схему, использованную при выводе системы (3.1). Однако более предпочтительным выглядит другой путь.

Нетрудно видеть, что в случае переменных жесткостей стержней в пределах семейств, когда 
[image: image108.wmf]]
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 уравнения (3.1) примут вид
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[image: image111.wmf])
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Теперь чтобы получить статические граничные условия в узловых смещениях, достаточно записать эти уравнения для граничных узлов, раскрыть разностные операторы и положить равными нулю жесткости несуществующих стержней.

Сложнее обстоит дело с постановкой задачи в усилиях, определяемых уравнениями равновесия (2.5) и уравнениями совместности деформаций (2.9), которые после исключения из них 
[image: image112.wmf]ij

E

 с помощью физических зависимостей (2.3) принимают вид

	
[image: image113.wmf]12

12

2

1

12

1

12

22

1

22

1

22

11

2

11

1

11

)

12

(

)

(

f

N

N

N

=

D

D

-

D

+

D

D

-

-

-

+

-

+

-

-

k

l

k

l

k

l



[image: image114.wmf])
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где
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[image: image116.wmf]1
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	(3.3)


Обращает на себя внимание, прежде всего, тот факт, что число уравнений совместности деформаций (3.2), равное шести, превосходит число недостающих для нахождения начальных усилий 
[image: image117.wmf]ij

N

 соотношений на три. Подобная ситуация имеет место и в пространственной теории упругости [8], где для отыскания шести искомых напряжений имеются три уравнения равновесия, в то время как число дополнительных уравнений в виде уравнений совместности деформаций равно шести. Разрешить это противоречие удается путем надлежащего введения силовых функций — дискретных аналогов функций напряжений. Воспользуемся для этой цели началом наименьшей работы. Не теряя в общности, можно считать, что ферма свободная и неограниченная.

Представим общее решение уравнений равновесия (2.5) в виде суммы
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общего решения 
[image: image119.wmf]0
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 соответствующих однородных уравнений и какого-либо частного решения 
[image: image120.wmf]*
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 неоднородных уравнений. Пусть далее 
[image: image121.wmf]Π
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 и 
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 — отнесенные к 
[image: image123.wmf]l

 потенциальные энергии соответственно всей фермы и 
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стержня, а 
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 и 
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 — их первые вариации. Заметим теперь, что
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Здесь и далее многоточие говорит о наличии еще двух слагаемых, получаемых из предшествующего ему выражения круговой перестановкой индексов, а сумма с индексом суммирования 
[image: image128.wmf]k

m

 указывает на суммирование по каждому из индексов 
[image: image129.wmf]k

m

, распространяемое на все стержни.

С учетом очевидного выражения (
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основное вариационное уравнение начала наименьшей работы можно записать следующим образом (см. (2.7))
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	(3.5)


где введены вспомогательные силовые факторы
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Если бы были известны формулы, выражающие усилия 
[image: image134.wmf]0
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 (а, следовательно, и 
[image: image135.wmf]0
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) через силовые функции, то с их помощью вариационное равенство (3.5) можно было бы преобразовать путем суммирования по частям к виду, где под знаком тройной суммы стояла бы сумма произведений из двух сомножителей. В качестве первого сомножителя выступала бы левая часть одного из уравнений совместности деформаций, а роль другого сомножителя играла бы вариация соответствующей силовой функции. Такой ход рассуждения рассчитан на получение уравнений совместности деформаций, число которых должно, очевидно, совпадать с числом силовых функций.

Воспользуемся, однако, обратным ходом рассуждения, позволяющим, исходя из уравнений совместности деформаций, ввести силовые функции и выразить через них усилия. В соответствии со сказанным равенству (3.5) придадим вид (см. (2.8))
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 — силовые функции. Проводя в последнем равенстве суммирование по частям, получаем
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Сравнивая этот результат с равенством (3.5), приходим к формулам
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	(3.7)


являющимся дискретным аналогом общего решения Бельтрами-Финци-Вебера уравнений равновесия пространственной теории упругости [8]. Из формул (3.4), (3.6), (3.7) с помощью (2.10) находим общее решение уравнений равновесия (2.5)
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	(3.8)


Нетрудно убедиться в том, что формулы (3.8) обращают уравнения равновесия (2.5) в тождества, а их подстановка в уравнения (3.2) приводит к системе уравнений в частных разностях
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	(3.9)


служащей для отыскания силовых функций 
[image: image143.wmf]ij

j

. Здесь введены обозначения (см. (3.3))
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	(3.10)


Краевые условия, которым должны удовлетворять силовые функции, вытекают из уравнений равновесия граничных узлов после подстановки в них формул (3.8). В случае фермы с границей в виде прямоугольного параллелепипеда они имеют вид
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	(3.11)


Нетрудно видеть на примере этого случая, что число нетривиальных значений функций 
[image: image147.wmf]]
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 совпадает с числом уравнений, содержащихся в системе (3.9) (см. (2.11)).

Полученные выше результаты допускают обобщения на случаи термостатики, динамики и дискретной неоднородности структуры (когда 
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 — функции 
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; уравнения равновесия в узловых смещениях при 
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 были представлены выше). 

Остановимся подробнее на обобщении, связанном с заменой геометрических условий сопряжения (2.2) условиями
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допускающими взаимные смещения 
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 соответственно начал и концов 
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стержней и прилегающих к ним узлов. Воспроизводя знакомые рассуждения, убеждаемся, что теперь (срав. с (2.3)) 
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Включение в определяющие соотношения несовместностей 
[image: image157.wmf]ij
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 в явном виде дает возможность влиять на взаимодействие элементов системы на любом этапе решения задачи. Однако наибольший эффект достигается тогда, когда из уже построенного аналитического решения одной общей задачи удается извлечь, по существу, готовые решения других частных задач. Так, например, если в определяющих соотношениях сохранить единственную несовместность 
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, то в итоге придем к задаче о деформировании структуры с исключенным (поврежденным в начале) 
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стержнем с номером 
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. Подобные исключения не должны приводить к геометрической изменяемости самой структуры.

4. НЕКОТОРЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Проиллюстрируем постановку задачи в усилиях на примере свободного составного стержня ферменного строения, не имеющего внутренних узлов (
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; см. рис. 2), считая внешние силы, действующие на него, произвольными, но самоуравновешенными. Согласно краевым условиям (3.11) из шести силовых функций отличной от тождественного нуля оказывается только функция 
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, а из шести уравнений (3.9) остается только второе (выписанное) уравнение. После очевидных преобразований оно порождает дискретную краевую задачу (см. (1.3), (2.10), (2.11), (3.10), (3.11); 
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	(4.1)



[image: image168.wmf]0

]

1

[

]

[

]

0

[

]

1

[

=

+

=

=

=

-

M

M

j

j

j

j


	где
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	(4.2)


Ее решение, описывающее напряженное состояние конечного составного стержня, дается формулами [9]
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Покажем, как с помощью этого результата можно построить решение той же задачи для структуры с поврежденным в начале, например, 11–стержнем под номером 
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 — искусственно вводимая для поврежденного стержня несовместность. Выкладки показывают, что (см. (3.10), (4.4); 
[image: image183.wmf]h

m

=

1

 при 
[image: image184.wmf]m

³

0

 и 
[image: image185.wmf]h

m

=

0

 при 
[image: image186.wmf]m

<

0

)


[image: image187.wmf]])

[

(

2

]

[

]

[

1

3

1

23

11

m

S

h

d

m

m

s

m

s

m

-

+

=

-

-

-

-

-

s

k

l

j

j



[image: image188.wmf]]

1

[

4

]

0

,

0

,

[

]

0

,

0

,

[

1

23

2

11

11

11

+

+

=

-

s

S

d

s

N

s

N

k

l



[image: image189.wmf]2

2

1

1

1

2

1

1

1

)

(

)

(

]

[

+

+

+

+

-

+

+

+

-

-

-

-

+

-

=

M

M

M

m

M

m

M

s

M

m

M

m

M

s

M

m

S

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s


Отыскивая из условия 
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Для нахождения усилий 
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 следует обратиться к формулам (4.4), заменив в них 
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бесконечных последовательностей 
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 — комплексная переменная, регулярны хотя бы на единичной окружности 
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где под 
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Отсюда с помощью обратного преобразования Лорана и теоремы о вычетах устанавливаем (
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Подчеркнем, что построенное решение справедливо и при более общих, чем было принято ранее, предпосылках в отношении характера внешних воздействий. В самом деле, если, например, 
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Примечательно, что в данном случае 
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регулярны внутри и на единичной окружности 
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, что вновь оправдывается построенным ниже решением и классом рассматриваемых внешних воздействий. Посредством обратных преобразований Тейлора
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уравнение (4.1) сводится к равенству
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Ему удовлетворяет кусочно-голоморфная функция
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причем в силу (4.8) 
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И это решение справедливо при более общих, чем было сделано выше, предпосылках. Например, если 
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в то время как образ Тейлора 
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Подчеркнем, что решения (4.3), (4.5), (4.6), (4.9) построены с точностью до величин 
[image: image246.wmf]*

ij

E

, 
[image: image247.wmf]*

ij

N

, которые зависят от вида действующей внешней нагрузки, считавшейся произвольной.

5. ЧИСЛОВЫЕ ПРИМЕРЫ
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С помощью очевидных соотношений
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из формулы (4.3) для 
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Здесь была использована рекуррентная зависимость
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легко устанавливаемая с помощью рекуррентной зависимости для полиномов Чебышева, а функцией 
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 имеем: для бесконечной структуры (см. (5.1), (4.7), (4.4))
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а для полубесконечной структуры (см. (4.10))
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Результаты конкретных вычислений по формулам (5.2), (4.3), (4.4), (4.5), отвечающие 
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Решения (5.3) и (5.4) при тех же значениях параметров фактически реализуются соответственно в средней части и у левого края составного стержня.
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