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РЕЗЮМЕ
В развитие (1,2( построена уточненная двумерная математическая модель динамического деформирования трехслойных пластин и оболочек с трансверсально-мягким заполнителем, основанная на использовании классической модели Кирхгофа-Лява для внешних слоев и сформулированной в статье гипотезы о подобии законов изменения перемещений по толщине заполнителя как при статических, так и динамических процессах нагружения. Исходя из этой гипотезы, для трансверсально-мягкого заполнителя составлены упрощенные квазистатические уравнения теории упругости, допускающие интегрирование по поперечной координате. При их интегрировании для описания напряженно-деформированного состояния (НДС) введены в рассмотрение, как и в статических задачах, две двумерные неизвестные функции, представляющие собой поперечные касательные напряжения, постоянные по толщине. Исходя из обобщенного вариационного принципа Остроградского-Гамильтона для описания динамических процессов деформирования с большими показателями изменяемости параметров НДС построены двумерные уравнения движения общего вида, в которых инерционные составляющие имеют одинаковую степень точности в сравнении с другими. Проведено упрощение построенных уравнений для случая малой изменяемости параметров НДС.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЙ ЕЕ АНАЛИЗ

1.1. Введение.

В области механики многослойных пластин и оболочек к настоящему времени опубликовано огромное количество работ, посвященных как теоретическим, так и экспериментальным исследованиям. В этой области задачи, связанные с выделением и классификацией возможных форм потери устойчивости (ФПУ) и колебаний, а также построением для их описания соответствующих математических моделей и разрешающих уравнений, составляют одно из главных направлений научных исследований.

Общее состояние исследований в механике слоистых пластин и оболочек в 1996 году было освещено в обзорной статье [3], а современное состояние теории устойчивости трехслойных пластин и оболочек с анализом этапов ее развития и направлений дальнейших исследований отражено в работе [2]. В соответствии с составленной в (2( классификацией форм потери устойчивости в трехслойных пластинах и оболочках при статическом нагружении в зависимости от вида НДС в несущих слоях и заполнителе следует различать:

1) кососимметричную (синфазную) и симметричную (антифазную) ФПУ, реализующиеся в конструкциях при одинаковых значениях докритических усилий в несущих слоях и нулевых значениях докритических поперечных касательных напряжений в заполнителе;

2) смешанную изгибную ФПУ, реализующуюся при неравных значениях докритических усилий в несущих слоях и нулевых докритических поперечных касательных напряжениях в заполнителе;

3) чисто сдвиговую ФПУ, реализующуюся при нулевых значениях докритических усилий в несущих слоях и ненулевых докритических поперечных касательных напряжениях в заполнителе (в чистом виде она не реализуется);

4) изгибно-сдвиговую ФПУ, реализующуюся при ненулевых значениях докритических тангенциальных усилий в несущих слоях и поперечных касательных напряжений в заполнителе;

5)сдвиговую ФПУ в тангенциальных направлениях, реализующуюся при малых значениях модуля сдвига материала несущих слоев в тангенциальной плоскости в условиях чистого сдвига;

6) произвольную ФПУ, представляющую собой комбинацию указанных форм при докритическом НДС произвольного вида.

Теоретическое изучение описанных выше ФПУ потребовало постановки соответствующих задач на базе уточненных уравнений устойчивости (5,7 и др.(, отличающихся от известных в литературе учетом ряда принципиальных особенностей в механическом поведении трехслойных конструкций. Эти особенности в той или иной степени могут проявиться и при динамических процессах деформирования, которые к настоящему времени исследованы лишь в начальной и недостаточной степени приближения.

Классифицируя динамические задачи слоистых элементов конструкций, ограничимся составлением следующей их последовательности по степени их усложнения в математическом плане и в которой будет проводиться их дальнейшее исследование в уточненной постановке:

1) задачи о свободных колебаниях;

2) задачи о собственных колебаниях конструкций, находящихся в условиях предварительного (начального) статического нагружения;

3) задачи о параметрических колебаниях конструкций под действием внешней нагрузки, имеющей переменную во времени составляющую.

Из перечисленных задач в механике трехслойных элементов конструкций наиболее исследованными являются задачи о свободных колебаниях. Для пластин симметричного строения они разделяются на две несвязанные между собой задачи о синфазных и антифазных формах колебаний. Было установлено, что для реальных элементов конструкций наибольший практический интерес представляют задачи о синфазных формах колебаний, частоты которых намного ниже, чем частоты антифазных форм колебаний. Так как в первом приближении на первые из них влияют лишь деформации поперечных сдвигов в заполнителе, а на вторые - лишь деформация поперечного обжатия, то при построении уточненных математических моделей для описания процессов динамического деформирования исследователи в большинстве случаев ограничивались лишь учетом поперечных сдвигов, формулируя тем самым вывод о нецелесообразности учета поперечного обжатия заполнителя при постановке динамических задач.

Более сложная картина имеет место в перечисленных динамических задачах при наличии предварительного статического нагружения конструкции. Если такое нагружение вызывает в ней безмоментное НДС (равные в несущих слоях начальные тангенциальные усилия), то задача об их собственных колебаниях принципиально не отличается от задачи о свободных колебаниях. Если же начальное состояние моментное (как и в задачах статической устойчивости), то от вида и уровня этого НДС принципиально должны зависеть как частоты, так и формы собственных колебаний. К настоящему времени эти вопросы в механике многослойных конструкций практически не изучены.

При наличии динамической составляющей начального НДС конструкции, являющейся моментной, соответствующие задачи о параметрических колебаниях еще более усложняются и требуют постановки на базе уравнений, построенных с учетом ряда специфических особенностей. В механике слоистых элементов конструкций эти вопросы также требуют детального изучения.

1.2. Основные геометрические обозначения.
В трехслойных оболочках, как правило, заданной в некоторой параметризации 
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 (здесь и в дальнейшем латинские индексы принимают значения 1, 2) считается срединная поверхность заполнителя 
[image: image2.wmf].
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 Отнесем пространство заполнителя к полуортогональной криволинейной системе координат 
[image: image3.wmf],
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, нормально связанной с поверхностью 
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, через 
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 обозначим основные базисные векторы на 
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 и вектор единичной нормали. В данной системе координат уравнения срединных поверхностей 
[image: image8.wmf](
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 несущих слоев будут выражаться равенствами 
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. В дальнейшем будем считать, что изменением метрики в направлении 
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 можно пренебречь, отождествляя с точностью 
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 базисные векторы 
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. Здесь и в дальнейшем 
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 - ковариантные компоненты второго метрического тензора на 
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; 
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 - символы Кронекера.

Предполагаем, что граничный срез оболочки представляет собой линейчатую поверхность, образованную движением вектора 
[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

12

22

zmhhzhh

--££+

 вдоль некоторой гладкой кривой 
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, а через 
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 и 
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 обозначим единичные векторы нормали и касательной к с, составляющие вместе с вектором 

 правосторонний триэдр в каждой точке с.
1.3. Классификация заполнителей.
Известные в литературе варианты теории трехслойных пластин и оболочек главным образом отличаются друг от друга принятыми в них моделями заполнителя. В них внешние слои конструкции, выполняющие функции несущих слоев, как правило, описываются классической моделью Кирхгофа-Лява, допускающей вычисление плотности их потенциальной энергии деформации по формуле
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где 
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 - контравариантные компоненты тензора напряжений; 
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 - ковариантные компоненты тензора деформаций на уровне 
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 k-го внешнего слоя. Для деформации поперечных сдвигов 
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 и поперечного обжатия 
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 в этих слоях справедливы оценки (8( (
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 - физические компоненты тензора)
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где 
[image: image33.wmf]e
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 - характерная тангенциальная деформация, т.е. 
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[image: image35.wmf]h

 - некоторое положительное число, в общем случае зависящее от геометрических и других параметров оболочки, вида опорных закреплений и характера внешней нагрузки, за которую в соответствии с (8( можно взять число исходя из неравенств
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Здесь 
[image: image38.wmf] 
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- один из характерных геометрических размеров оболочки (например, длина, ширина или радиус) или масштаб изменения НДС в направлениях 
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Характерные модули упругости Е при деформации в направлениях 
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, Е3 в направлении z и поперечного сдвига G в заполнителе с характерным модулем упругости внешнего слоя 
[image: image42.wmf]E
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 свяжем зависимостями (8(
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где 
[image: image44.wmf]3
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 - некоторые параметры.

Как установлено в (8(, в зависимости от условий, которым удовлетворяют параметры 
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, заполнитель может быть отнесен к тому или иному типу.

1. Если (
[image: image46.wmf]e

 - некоторая малая величина, пренебрежимо малая в сравнении с единицей)


[image: image47.wmf]24

3

~1, , 

hh

jee

yj

££

,








(1.5)

то заполнитель назовем абсолютно жестким, для вычисления плотности его потенциальной энергии возможно использование формулы


[image: image48.wmf]2,

ijz

ij

U

se

=











(1.6)

что равносильно допущению 
[image: image49.wmf]333
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При выполнении условий (1.5) для описания НДС трехслойной оболочки возможно использование классической модели Кирхгофа-Лява для всего пакета слоев в целом.

2. Если 
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то заполнитель назовем мягким, для вычисления U применима формула
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что равносильно допущению
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3. Если


[image: image53.wmf]24

3

, 1, 1

hh

je

yj

£³³

,








(1.9)

то заполнитель назовем трансверсально-мягким и в нем U вычисляется по формуле
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что равносильно допущению 
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4. Если
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то заполнитель назовем жестким и в нем U вычисляется по формуле
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что равносильно допущению 
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5. Если
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то заполнитель назовем трансверсально-жестким и в нем U вычисляется по формуле
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Следует заметить, что при статическом нагружении в линейной области деформирования ввиду фиксированного значения 
[image: image61.wmf]h

 при заданном характере внешней нагрузки составленные условия остаются в силе при любом уровне нагрузки. Процесс же потери устойчивости трехслойных конструкций при некоторых условиях закрепления внешних слоев и в зависимости от характера и вида докритического НДС может сопровождаться переходом заполнителя от одного типа к другому ввиду изменения 
[image: image62.wmf].
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Например, синфазные формы потери устойчивости (ФПУ), реализующиеся в условиях безмоментного докритического НДС пакета слоев в целом, как правило, характеризуются малым значением параметра 
[image: image63.wmf]h

. Так как при этом для реальных трехслойных элементов конструкций выполняются условия (7), то постановка соответствующих задач возможна на базе уравнений, построенных с использованием модели мягкого заполнителя. При реализации в таких конструкциях смешанных ФПУ в зонах моментного докритического НДС параметр 
[image: image64.wmf]h

 может достигать величины порядка 
[image: image65.wmf]h

~1. Для их выявления соответствующие уравнения должны базироваться на использовании модели трансверсально-мягкого заполнителя, которые по сравнению с указанными выше являются более сложными.

Аналогичная ситуация имеет место в динамических задачах трехслойных пластин и оболочек. Она более проста и предсказуема в задачах о свободных колебаниях, когда более низким частотам, наиболее необходимых для практических приложений, отвечают формы колебаний с более низкими значениями параметра 
[image: image66.wmf]h

, а следовательно, для их определения требуется привлечение уравнений более меньшей точности и содержательности. Более сложная ситуация может иметь место в задачах о собственных колебаниях трехслойных конструкций с начальными статическими напряжениями в несущих слоях, близкими к критическим и отвечающим смешанным формам потери устойчивости с большим параметром 
[image: image67.wmf]h

. Для исследования даже низких форм таких собственных колебаний может потребоваться привлечение соответствующих уравнений повышенной точности. В научной литературе такие вопросы, имеющие важное практическое значение, до настоящего времени практически не изучались.

1.4. Классификация напряженных состояний в заполнителе
при статическом и динамическом деформировании.
В современных конструкциях наибольшее применение находят такие трехслойные элементы, у которых значения упругих параметров, как правило, удовлетворяют условиям 
[image: image68.wmf]3
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 В силу этих условий с принятой степенью точности возможно использование известных(8( допущений
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что позволяет при статическом нагружении для заполнителя записать уравнения равновесия трехмерной теории упругости без учета массовых сил в виде
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Здесь через 
[image: image71.wmf]i
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 обозначен символ ковариантного дифференцирования на метрике 
[image: image72.wmf].
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Если в соответствии с (8( принять
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то из первых двух уравнений равновесия следует 
[image: image74.wmf]33
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 Так как для рассматриваемого класса оболочек 
[image: image75.wmf]~,
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 то они допускают упрощенную запись 
[image: image76.wmf]3
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 следовательно, для принятой модели заполнителя 
[image: image77.wmf](
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 При этом третье уравнение равновесия принимает вид
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Полагая, как и прежде, 
[image: image79.wmf]~1, ~1
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, получим
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Так как в заполнителе 
[image: image81.wmf]333
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 то в зависимости от величины 
[image: image82.wmf]l

 возможно рассмотрение двух основных видов НДС.

Вид А - случай малой изменяемости касательных напряжений вдоль координат xi , когда имеет место оценка


[image: image83.wmf]~1.
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При выполнении (1.18) в третьем уравнении равновесия из (1.15) можно пренебречь вторым слагаемым, и поэтому 
[image: image84.wmf]33
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Заметим, что при выполнении (1.18) возможно и более сильное упрощение задачи, т.к. при этом согласно (1.17) 
[image: image86.wmf]333
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 откуда следует


[image: image87.wmf]33
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Таким образом, в рамках допущения (1.20) с учетом исходных допущений (1.14) мы приходим к модели мягкого заполнителя, а в рамках допущений (1.14) с учетом (1.19) - к модели трансверсально-мягкого заполнителя.

Вид В - случай большой изменяемости касательных напряжений вдоль 
[image: image88.wmf]i
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При реализации в заполнителе НДС с масштабом изменения (1.21) в уравнении равновесия
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оба слагаемых являются равнозначными, и оно не допускает упрощений видов (1.19) и (1.20).

При динамических процессах деформирования с учетом сил инерции вместо составленных уравнений равновесия должны быть записаны уравнения движения
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где 
[image: image92.wmf]3
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 - компоненты вектора перемещений произвольной точки заполнителя; 
[image: image93.wmf] 
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- плотность; точка над буквой обозначает частную производную по времени (.

1.5. Перемещения и деформации внешних слоев.
Для описания механики деформирования внешних слоев, как при статическом, так и при динамическом нагружении будем использовать гипотезы классической теории Кирхгофа-Лява. При слабом и среднем изгибах оболочки в рамках этой модели векторы перемещений во внешних слоях определяются по формулам:
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где 
[image: image95.wmf](
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- вектор перемещений точек поверхности 
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- тангенциальные перемещения, 
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- прогибы), 
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- векторы поворотов волокон, нормальных к 
[image: image100.wmf](
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В рамках представления (1.24) при среднем изгибе оболочки для определения компонентов тензоров тангенциальных деформаций используются формулы
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где 
[image: image102.wmf](
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 - ковариантные компоненты тензоров тангенциальных деформаций и искривлений поверхностей 
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2.УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ПРИ БОЛЬШОЙ ИЗМЕНЯЕМОСТИ ПАРАМЕТРОВ НДС
2.1. Перемещения в заполнителе.
Двумерные кинематические соотношения для описания перемещений 
[image: image105.wmf]3

, 

i

UU

 при статическом нагружении в работах (5,6( устанавливаются путем последовательного интегрирования по z статических уравнений равновесия
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и физических соотношений, записанных в виде


[image: image107.wmf]333

33

3

U

zE

¶s

e

¶

==

,









(2.2)
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где 
[image: image109.wmf]3
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 - модуль упругости заполнителя в направлении z, а 
[image: image110.wmf] 
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- его двухвалентный тензор податливости на поперечный сдвиг. При интегрировании первых двух уравнений равновесия из (2.1) вводятся в рассмотрение две двумерные искомые неизвестные 
[image: image111.wmf] 
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(поперечные касательные напряжения в заполнителе, постоянные по толщине) в дополнение к шести 
[image: image112.wmf](
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, введенным в (1.24). Последовательное интегрирование по z третьего уравнения из (2.1), уравнения (2.2) и удовлетворение условиям сопряжения заполнителя с внешними слоями по прогибам
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для 
[image: image114.wmf]3
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приводит к формуле
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где


[image: image116.wmf](
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- прогиб срединной поверхности заполнителя. Аналогичное интегрирование уравнения (2.3) с использованием (2.5) позволяет для 
[image: image117.wmf] 
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установить формулу
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где 
[image: image119.wmf](
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- тангенциальные перемещения точек поверхности 
[image: image120.wmf].
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Если подчинить (1.24), (2.7) условиям сопряжения заполнителя с внешними слоями по тангенциальным перемещениям, то получим
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   (2.8)

Путем сложения данных уравнений устанавливается выражение для 
[image: image123.wmf]i
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а при вычитании получаются уравнения


[image: image125.wmf]



         (2.10)

выведенные в работах (5,6( исходя из обобщенного вариационного принципа (7(.

Точность двумерных уравнений, базирующихся на представленных выше соотношениях, при исследовании НДС и процессов потери устойчивости трехслойных элементов конструкций при их статическом нагружении, как показали исследования (10,11(, практически приближается к точности уравнений, основанных на использовании для заполнителя соотношений трехмерной теории упругости. Строгое математическое обоснование правомерности использования уравнений (2.1) вместо уравнений движения (1.23) с целью построения кинематических соотношений для заполнителя, предназначенных для исследования динамических процессов деформирования трехслойных конструкций, представляет собой весьма сложную проблему. В связи с этим для дальнейших построений введем в рассмотрение гипотезу о подобии законов изменения полей перемещений заполнителя по его толщине, как при статических, так и при динамических процессах деформирования, ставя тем самым задачу ее обоснования на основе тех или иных приближенных подходов в каждом конкретном случае.

Таким образом, в дальнейшем будем считать, что при постановке и решении динамических задач механики трехслойных оболочек допустимо использование квазистатических уравнений (2.1)-(2.3) и вытекающих из них соотношений (2.5)-(2.10).

2.2. Обобщенное вариационное уравнение принципа Остроградского-Гамильтона.
В рамках принятой математической модели трансверсально-мягкого заполнителя вариация его удельной потенциальной энергии деформации в соответствии с (1.10)при использовании формул (2.2), (2.3), (2.5) равна
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В этой формуле, необходимой в дальнейшем для вывода уравнений движения оболочки в целом, построенные выражения для тангенциальных перемещений в заполнителе (2.7) и условия (2.8), которые должны быть выполнены для оболочки в целом, никак не используются. Следовательно, при использовании для вывода уравнений движения вариационного принципа Остроградского-Гамильтона в формулировке (K - кинетическая энергия, U - потенциальная энергия, A - работа внешних сил)
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не могут быть удовлетворены кинематические условия сопряжения заполнителя с внешними слоями по тангенциальным перемещениям. Для их построения и вывода уравнений движения должен быть применен обобщенный вариационный принцип Остроградского-Гамильтона (2( в формулировке 
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где 
[image: image129.wmf] 
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- работа напряжений 
[image: image130.wmf],
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 действующих на площадках 
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[image: image132.wmf](
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), на соответствующих тангенциальных перемещениях, которая в соответствии с (5,6( определяется по формуле


[image: image133.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

(

)

}

1212

12

,

i

qiiii

IuuhhUUqa

s

ddwws

+-

é

ù

=---+-

û

ë

òò


         (2.14)

где 
[image: image134.wmf](), ()
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, причем, как следует из (2.7)
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Как и в работах (5,6(, основанных на использовании описанной в 2.6 модели для заполнителя, будем считать нагруженными внешними силами лишь несущие слои трехслойной оболочки, введя в рассмотрение векторы заданных усилий и моментов
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приложенных к граничным срезам 
[image: image137.wmf](
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 срединных поверхностей внешних слоев 
[image: image138.wmf](
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 а также векторы внешних поверхностных усилий и моментов
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приложенных к поверхностям 
[image: image140.wmf](
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[image: image141.wmf], 
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 - единичные орты нормали и касательной к контурной линии С поверхности 
[image: image142.wmf],
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 связанные с базисными векторами 
[image: image143.wmf], 
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 разложениями 
[image: image144.wmf], 
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Вариация работы указанных внешних сил на соответствующих перемещениях будет равна
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где 
[image: image146.wmf] 
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- элемент длины контурной линии С, 
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Для вариации потенциальной энергии деформации оболочки в рамках принятых моделей для ее слоев имеет место выражение (5,6(
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где 
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Входящая в (1.39) кинетическая энергия оболочки определяется формулой
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где 
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где принята во внимание формула (1.24), а точками над буквами обозначены производные по времени. Полученное выражение после подстановки (2.5), (2.7) и проведения ряда преобразований с использованием (2.9) может быть приведено к виду


[image: image161.wmf]

         (2.22)

где введены обозначения
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2.2.1. Качественный анализ слагаемых в выражении для кинетической энергии оболочки.
Как видно из выведенных соотношений (2.22)-(2.27), входящие в них слагаемые вносят разный вклад в кинетическую энергию оболочки. Чтобы оценить их порядки, введем в рассмотрение, как и в 1.4, параметр изменяемости искомых функций 
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 характерную толщину слоев 
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и безразмерное характерное перемещение, полагая 
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а также характерную безразмерную плотность материалов слоев, полагая
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Заметим, что в реальных трехслойных элементах конструкций с трансверсально-мягким заполнителем всегда имеет место оценка
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что позволяет произвести ряд весьма существенных упрощений выражений (2.22)-(2.27) с использованием очевидных оценок
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где 
[image: image176.wmf]3
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 - характерная деформация поперечного сдвига.

Используя принятые оценки (2.28), (2.30), (2.31), для входящих в (2.22) слагаемых в соответствии с (2.23)-(2.27) можно установить следующие оценки:
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Установленные оценки (2.32) показывают, что в силу (2.30) в выражении (2.22) главными слагаемыми являются первые три, связанные с вариациями 
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, а возможность отбрасывания в (2.22)-(2.27) тех или иных слагаемых, кроме (2.30), зависит от значения параметра 
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В зависимости от значений указанных параметров в дальнейшем целесообразно рассмотреть два предельных случая:
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В: 
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Второй из этих случаев отвечает трехслойной конструкции с параметрами 
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При выполнении (2.33) оценки (2.32) с принятой степенью точности принимают вид
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в соответствии с которыми выражения (2.23)-(2.27) допускают упрощенное представление
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При параметрах (2.34) оценки (2.32) представимы в виде
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а выражения (2.23)-(2.27) примут упрощенный вид 
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Заметим, что составленные выражения допускают более сильные упрощения 
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погрешность использования которых, как легко показать, не превосходит 10%. Тем не менее, при выводе уравнений движения в (2.40) сохраним все слагаемые, поставив для дальнейшего задачу исследования возможности введения упрощений (2.41) на конкретных примерах.

2.2.2. Вывод уравнений движения. Граничные и начальные условия.

Внося в (2.13) составленные выражения (2.18), (2.19), (2.22) (полагая здесь 
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), а также (2.14), преобразованное с учетом (2.15) к виду


[image: image206.wmf]{

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

}

121

1

3

2

2

3

2

      ,

3

ii

qiiii

ss

iisis

Iqquuhh

h

hhCqqd

E

s

dmddddw

dwdds

é

=+--+-

ë

ù

-++-ÑÑ

û

òò




         (2.42)

используя (1.26) и введя в ходе преобразований обозначения
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получим вариационное уравнение 
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Из (2.44) в силу произвольности вариаций 
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следует система из шести уравнений движения оболочки
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и двух уравнений вида
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Последние назовем динамическими условиями сопряжения внешних слоев с заполнителем по тангенциальным перемещениям, которые отличаются от (2.10) наличием инерционных слагаемых 
[image: image214.wmf].
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 Данное отличие связано с отбрасыванием в исходных уравнениях (1.23) инерционных слагаемых при построении выражений (2.5) и (2.7) для перемещений, а, следовательно, и при построении уравнений сопряжения (2.10). Более корректными из (2.10) и (2.46) следует считать уравнения (2.46), построенные с удовлетворением общих энергетических уравнений для оболочки. При решении корректных задач с использованием уравнений (2.46), очевидно, не будут выполнены условия (2.10). Поэтому задача определения степени точности их выполнения при использовании (2.46) является самостоятельной задачей для дальнейших исследований.

Для уравнений движения (2.45) следующие из (2.44) граничные условия имеют вид
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которые в свободных угловых точках для каждого внешнего слоя при 
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должны быть дополнены условиями 
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Как следует из (2.44), для уравнений (2.46) на незакрепленном торцевом срезе заполнителя должно быть сформулировано граничное условие
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а на закрепленном торцевом срезе - граничное условие вида
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Механический смысл условия (2.48) состоит в отсутствии поперечных касательных напряжений на граничном срезе заполнителя, свободного от внешнего нагружения, а условия (2.49) - в равенстве нулю прогиба заполнителя во всех его точках по толщине, если на прогибы внешних слоев наложены условия 
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, что следует из анализа (2.5).

Для интегрирования уравнений движения, кроме статических и кинематических граничных условий, необходимо формулировать начальные условия в виде (при t=0)
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где 
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 - начальные перемещения; 
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 - начальные импульсы.

2.2.3. Соотношения упругости.
Для внешних слоев в пределах их линейно-упругих деформаций в рамках гипотез Кирхгофа-Лява имеют место соотношения обобщенного закона Гука 
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подстановка которых в формулы
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приводит к соотношениям упругости вида
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Здесь
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- тензоры, характеризующие жесткости внешних слоев на растяжение - сжатие, сдвиги в тангенциальной плоскости, изгиб и кручение.

3. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ПРИ МАЛОЙ ИЗМЕНЯЕМОСТИ ПАРАМЕТРОВ НДС
Предположим, что в заполнителе реализуется НДС с масштабом изменения касательных напряжений вдоль координат xi, удовлетворяющим условию
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что позволяет вместо (2.1) записать уравнения равновесия
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(3.1)

а вместо (2.5) и (2.7) придти к выражениям
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(3.3)

В рассматриваемом случае подчинение (3.3) и (1.24) кинематическим условиям сопряжения внешних слоев с заполнителем по тангенциальным перемещениям позволяет исключить из числа искомых неизвестных функции 
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 по формулам (2.9) (как и в п. 2) и функции 
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(3.4)

Подстановка (2.9) и (3.4) в (3.3) приводит к выражению
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где
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(3.6)

Так как при построении соотношений (3.2), (3.5) были выполнены кинематические условия сопряжения внешних слоев с заполнителем, то в (2.13) 
[image: image241.wmf]0.
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 Поэтому для вывода уравнений движения в рассматриваемом случае необходимо использовать вариационное уравнение (2.12), в котором 
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 по- прежнему определяется по формуле (2.18), а 
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 с учетом кинематических соотношений (3.4) и 
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в отличие от (2.19), принимает вид
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(3.8)

где (
[image: image246.wmf]is
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 - двухвалентный тензор сдвиговых упругих характеристик заполнителя)
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Для вычисления вариации кинетической энергии в (2.21) необходимо внести выражения (3.2) и (3.6). В результате вместо (2.22) получим
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где
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Для упрощения формул (3.11), в отличие от (2.33), (2.34), целесообразно рассмотреть случай, когда
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При выполнении этих оценок формулы (3.11), как нетрудно показать, допускают упрощенное представление
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Использование (2.18), (3.8) и (3.10) в соответствии с (2.12) приводит в рассматриваемом случае к вариационному уравнению
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где
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Из (3.14) в силу произвольности вариаций 
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 следует система шести дифференциальных уравнений движения
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и граничные условия вида (2.47).

Из начальных условий (2.50) исключаются условия, накладываемые на функции 
[image: image261.wmf].
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4. ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ПРИ БОЛЬШОЙ
И МАЛОЙ ИЗМЕНЯЕМОСТИ ПАРАМЕТРОВ НДС
Исследования собственных колебаний конструкций, находящихся в условиях начального статического НДС, а также параметрических колебаний при вибрационном нагружении, приводящем к параметрическому резонансу, в расчетной практике, как правило, проводят исходя из линеаризованных уравнений движения. Для построения таких уравнений предполагаем, что полные перемещения 
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 складываются из начальных перемещений 
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, переводящих оболочку из недеформированного состояния в невозмущенное состояние, и  бесконечно малых добавочных перемещений 
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, определяющих переход оболочки в возмущенное состояние. Линеаризованные в окрестности невозмущенного состояния уравнения движения (2.45), (2.46), неизвестными в которых являются указанные добавочные функции 
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(4.2)

в которых от формул п.2 будут отличными лишь формулы для определения усилий 
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При постановке соответствующих задач на краях оболочки для уравнений (4.2) формулируются граничные условия видов (2.48), (2.49), а для уравнений (4.1) - однородные условия исходя из 
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Выведенные уравнения при 
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 служат для определения частот и форм свободных колебаний трехслойных оболочек при больших параметрах возмущенного динамического НДС, а при 
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 - для исследования собственных колебаний оболочек, предварительно нагруженных статическими усилиями. На их основе формулируются также и задачи о линейных параметрических колебаниях и определения областей динамической неустойчивости, если функции начального невозмущенного состояния 
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 складываются из статических и динамических составляющих.

Для постановки задача указанных выше классов при малой изменяемости параметров возмущенного НДС уравнения движения получаются линеаризацией уравнений (3.16), принимающие вид 
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в которых усилия 
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(4.7)

Граничные условия для (4.6), (4.7) совпадают с условиями (4.3).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Данная статья освещает результаты очередного этапа исследований по разработке уточненной тории трехслойных пластин и оболочек для описания динамических процессов деформирования в дополнение к результатам, изложенным в предыдущих статьях авторов.

С целью обоснования и установления пределов применимости принятых здесь предположений, как и в случае статических задач (10(, необходимо, в первую очередь, построить решения задач о свободных, собственных и параметрических колебаниях типовых элементов трехслойных конструкций как на основе выведенных уравнений, так и на основе более точных уравнений, базирующихся на использовании для заполнителей соотношений трехмерной теории упругости. Результаты таких исследований будут представлены в последующих статьях авторов.
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