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РЕЗЮМЕ
Рассматриваются математические модели волновых процессов в сдвиговых смесях твердых деформируемых тел, с учетом нелинейности - конечности парциальных тензоров деформации каждой компоненты смеси. Получены уравнения второго приближения, позволяющие рассмотреть нелинейные взаимодействия волн различной частоты. Проанализированы особенности распространения нелинейных стационарных волн деформации (периодических и солитонов) в смеси и получены зависимости между их основными параметрами (амплитудой волны, длинной волны, скоростью ее распространения, коэффициентом нелинейных искажений формы волны). Показано, что наряду с классическим поведением солитонов, когда волна большей амплитуды имеет меньшую ширину и распространяется с большей скоростью, может наблюдаться и их аномальное поведение (уединенная волна большей амплитуды имеет большую ширину и распространяется с меньшей скоростью). 

1. КРАТКИЙ ОБЗОР РАБОТ ПО МЕХАНИКЕ СМЕСЕЙ

Идея применения математических моделей взаимопроникающих континуумов для описания механических процессов имеет полуторавековую историю. Первые работы по теории смеси, включающие в себя балансовые уравнения и соответствующие термодинамические ограничения, принадлежат А.Фику (1855г.) [1] и Дж.Стефану (1871г.) [2].

Работы по смесям газов и жидкостей, содержащие концепцию многих взаимодействующих континуумов, принадлежат Р.Глейзбруку (1885г.) [3], Н.Е.Жуковскому (1899г.) [4], О.Рейнольдсу (1903г.) [5], Д.Гильберту (1907г.) [6].

Обзор результатов, полученных тогда и в последующие годы, можно найти в [7-10].

В обзорах отмечается, что в 1930-х - 50-х г.г. наиболее выдающимися работами отечественных ученых по многокомпонентным континуумам являются следующие: В.М.Маккавеев, М.А.Великанов (движение наносов, 1931г.); Л.С.Лейбензон (механика жидкости в пористых средах, 1936г.); Л.Д.Ландау (гидродинамика жидкого гелия, 1941г.); Я.И.Френкель (сейсмические волны в водонасыщенных грунтах, 1944г.); С.Г.Телетов (движение парожидкостных потоков, 1945г.); Н.А.Слезкин (движение пульпы, 1952г.); Г.И.Баренблат (движение взвешенных частиц в турбулизованном потоке, 1953г.); Ф.И.Франк (методы усреднения, 1953г.).

Начало современного этапа развития механики многофазных сред принято отсчитывать от времени появления работ Х.А.Рахматулина (1956г.) [11] и К.Трусделла (1957г.) [12], имевших широкий резонанс.

Близкая идейно к механике многофазных сред, теория водонасыщенных твердых пористых материалов развивалась, в основном, независимо от работ [11,12], ее основоположниками признаны М.Био [13] и Х.Дересевич [14].

Основные гипотезы теории двухкомпонентных твердых смесей были сформулированы А.Грином и Т.Стилом [15]. Согласно этим гипотезам смесь представляет собой два взаимопроникающих континуума. Каждая точка области, заполненной смесью, одновременно занята обеими компонентами, между которыми происходит взаимное относительное движение. Деформированное состояние каждого континуума определяется парциальными тензорами деформаций и вращений. Однако при движении смеси происходит не только деформирование отдельных континуумов, но и их взаимное смещение. Кинематически такое смещение может однозначно определяться компонентами вектора относительных перемещений (сдвиговая модель смеси), относительных скоростей (диффузионная модель смеси) или компонентами вектора относительных ускорений (инерционная модель смеси).

Первые работы, касающиеся смесей твердых тел [16-22] использовали гипотезы, принятые в теории газожидкостных смесей и в теории флюидонасыщенных твердых тел, т.е. это были работы по диффузионным смесям.

Сдвиговая модель смеси была обоснована Б.Лемпрайером [23,24], связавшим математический аппарат смесей с реальными материалами – слоистыми композитами. Лемпрайер показал, что при движении упругого импульса вдоль слоев композита между слоями возникает силовое взаимодействие, являющееся следствием различия сдвиговых свойств слоев. Сила такого взаимодействия прямо пропорциональна разности средних перемещений в контактирующих слоях. 

Дальнейшее развитие эта теория получила в работах А.Бедфорда, М.Стерна, Г.Хегемиера и других исследователей [25-33]. 

Информация о динамических и прочностных свойствах сдвиговых и диффузионных смесей содержится в работах [15,16,25-39].

Теория сдвиговых смесей была обобщена Т.Ф.Тирстеном, М.Яханмиром [39,40] и Я.Я.Рущицким [37,38] на случай учета геометрической и физической нелинейностей.

Инерционная модель смеси была предложена И.Г.Филипповым [18], в дальнейшем развивалась и использовалась в работах [7,16,19,42-45]. 

2. Сдвиговые смеси. основные гипотезы
и математическая модель

Согласно гипотезам, которые были впервые сформулированы А.Грином и Т.Стилом [15], определим двухфазный материал как материал, составленный из двух твердых взаимно нерастворимых фаз и содержащий в представительном элементе достаточно много частиц обеих фаз. Между частицами происходит относительное смещение и в случае модели сдвиговой смеси такое смещение определяется вектором относительных перемещений 

. В теории двухкомпонентной смеси будем полагать вслед за Я.Я.Рущицким [36], что внутренняя энергия 
[image: image1.wmf]U

 зависит от парциальных тензоров деформаций Грина



,






(2.1)

и описывается потенциалом Мурнагана в виде
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Здесь приняты следующие обозначения 

 - относительное перемещение; 

 

 

 - инварианты тензоров деформаций; греческие индексы принимают значения 1,2, латинские - 1, 2, 3, 
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Заметим, что в потенциале отсутствуют члены, характеризующие взаимодействие компонентов, обусловленное модулями третьего порядка. В [37] показано, что, хотя потенциал характеризуют только 14 физических постоянных 
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, он содержит в себе основные качества и нелинейного деформирования, и деформирования смеси как среды с микроструктурой.

Зная потенциал и плотность кинетической энергии Т, можно составить лагранжиан 

 и воспользоваться процедурой вариационного вывода уравнений динамики.

Уравнения динамики двухкомпонентной сдвиговой смеси во втором приближении запишутся в виде 
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(2.3)

или в векторной форме:
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(2.4)

где через 

 обозначены нелинейные слагаемые:
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Далее проведем анализ динамических свойств изотропной сдвиговой смеси в случае отсутствия объемных сил, т.е. 
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. Тогда уравнения (2.4) перепишутся в следующем виде
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(2.5)

Представим векторы перемещений в виде суммы



,
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где
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Применяя к (3.5) операцию 

, получим
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(2.8)

Условие (2.7) показывает, что система уравнений (2.8) описывает волновые движения, связанные с изменением объема. Применяя к (2.5) операцию 

,получим вторую систему уравнений
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(2.9)

Если вновь обратиться к условиям (2.7), то легко установить, что система (2.9) описывает волновые движения, связанные только с изменением формы. Таким образом, в двухкомпонентной сдвиговой смеси могут распространяться те же типы упругих волн - продольные и сдвиговые, что и в классическом изотропном твердом теле. Уравнения (2.8) и (2.9) одинаковые по структуре и поэтому удобно рассмотреть систему:
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        (2.10)

Система (2.10) описывает продольные волны в смеси, если 
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 и сдвиговые волны, если 
[image: image21.wmf]()()

33

, , .

aa

aa

aa

mm

===

ff


3. Дисперсионные свойства

Рассмотрим плоскую волну, распространяющуюся в смеси в направлении 0х1. Дисперсионные свойства продольных и сдвиговых волн в смеси идентичны и описываются уравнениями
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(3.1)
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(3.2)

На рис.3.1 представлены качественные зависимости частоты от волнового числа (а) и фазовой скорости от частоты (б). Из рисунка видно, что продольные и сдвиговые волны характеризуются двумя дисперсионными ветвями и обладают дисперсией. Следует отметить, что на частоте 
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 и ниже вторая мода преобразуется в экспоненциально-затухающую. Другими словами, для второй моды смесь является фильтром высоких частот, частота 
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 определяет начало полосы непропускания.



а)
б)

Рис.3.1. Зависимость волнового числа (а) и фазовой скорости (б) от частоты.

4. Нелинейные стационарные волны
Будем считать, что в нелинейно-упругой смеси вдоль оси x1=x распространяется плоская продольная волна. Уравнения динамики (2.3) перепишутся в следующем виде:
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(4.1)

где N1(1)  - коэффициент нелинейности, 
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На распространения плоских продольных волн, описываемых уравнениями (4.1), влияют два фактора: дисперсия и нелинейность. Нелинейность приводит к зарождению в волне новых гармоник, в которые непрерывно перекачивается энергия из основного возмущения. Это способствует появлению в движущемся профиле волны резких перепадов. Дисперсия же, наоборот, сглаживает перепады из-за различия в фазовых скоростях гармонических составляющих волны. Совместное действие этих двух факторов, их «конкуренция», может привести к формированию стационарных волн. Такие волны распространяются с постоянной скоростью без изменения своей формы.

Рассмотрим частный случай нашей модели смеси, когда 
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 и взаимодействие между компонентами характеризуется только коэффициентом 
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. При этом система (4.1) сводится к одному уравнению и компонента перемещения одной фазы выражается через компоненту перемещения другой
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(4.2)

Определяя 

 из соотношения (4.2) и подставляя во второе уравнение (4.1), получим уравнения распространения волн в смеси, согласно нашему частному случаю
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(4.3)

Перейдем к безразмерным переменным, тогда (4.3) имеет следующий вид
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(4.4)

где x, t  - размерные координата и время; - характерная длина волны; u0 - максимальная амплитуда продольной волны; 

; 
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- скорости распространения продольных волн в материалах, составляющих смесь
Решения уравнения (4.4) будем искать в виде стационарных волн деформаций 
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, которые описываются дифференциальным уравнением  в обыкновенных производных:
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(4.5)

где V=const -скорость распространения стационарных волн, 
[image: image43.wmf]x

 - «бегущая» координата, 
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Ограниченные решения уравнения (4.5), описывающего колебания осциллятора с квадратичной нелинейностью были исследованы в [46]. Здесь используются некоторые из полученных результатов.

Умножая (4.5) на 
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 и интегрируя, получим
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Здесь функция 
[image: image48.wmf]23
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 - потенциальная энергия системы; Е - константа интегрирования, имеющая смысл начальной энергии системы. Поэтому уравнение (4.6) можно интерпретировать как закон сохранения энергии для ангармонического осциллятора. Полученное уравнение допускает разделение переменных:












(4.7)

и имеет ограниченные решения при E-f(U)>0. Решения будут периодическими, если функция E-f(U) принимает положительные значения между двумя своими вещественными нулями. Пусть кубический полином E-f(U) имеет три действительных корня U3U2U1. (Наличие одного действительного корня не рассматривается, т.к. решения уравнения (4.7) в этом случае будут неограниченными). Выразим полином E-f(U) через корни U1,2,3:







(4.8)

Корни полинома связаны между собой следующими соотношениями:











(4.9)

Перепишем уравнение (4.7) в виде:
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        (4.10)

О возможности существования нелинейных стационарных волн уравнения (4.6) можно судить по знакам коэффициентов a и b и значения константы Е. Заметим, что физически реализуемыми являются лишь те случаи, когда в волне деформации отсутствует постоянная составляющая (для периодических волн: a>0, b>0 и a>0, b<0; для солитонов: a<0, b>0 и a<0, b<0).

4.1. Пусть a>0, b>0. Скорости распространения стационарных волн удовлетворяют условию 

. В этом случае функция потенциальной энергии f(U) имеет локальный минимум fmin(U=0)=0 и локальный максимум fmax(

)=

, т.е. точка (0,0) на фазовой плоскости (U,U) является устойчивым положением равновесия типа «центр», а точка 

 - неустойчивым положением равновесия типа «узел». Ограниченные решения уравнения (4.7) существуют, если константа Е изменяется в пределах EminEEmax (Emax=

Emin=0), тогда полином E-f(U) будет иметь три действительных корня), причем разным значениям Е отвечают различные типы стационарных волн.

4.1.1. При 0E=Е2<

стационарные волны являются периодическими кноидальными волнами, соответствующими движениям по замкнутым траекториям вблизи сепаратрисы. В этом случае корни U1,2,3 различны, причем
E-f(U)>0 при U1<U<U2. Тогда с помощью замены переменных










        (4.11)

и интегрирования уравнение (4.10) сводится к неполному эллиптическому интегралу первого рода
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        (4.12)

где 

. Обращая эллиптический интеграл при y=0, 
[image: image51.wmf]0
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=0 получаем решение, описывающее периодические нелинейные волны, в виде:
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        (4.13)

В выражении (5.13) введем следующие обозначения:



,  
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        (4.14)
где A -амплитуда колебаний; s - модуль эллиптической функции, определяющий степень искажения формы колебаний U( по сравнению с синусоидальной;  - аналог частоты. Период колебаний равен:
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где K(s) - полный эллиптический интеграл первого рода.

Решение (4.13) содержит восемь параметров А, V, s, U1,2,3, E, которые связаны между собой шестью соотношениями (4.9) и (4.14). Через два независимых параметра: амплитуду колебаний A и коэффициент нелинейных искажений s, а также коэффициенты уравнения решение (4.13) можно представить в виде:
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        (4.16)

Качественный вид периодического решения (4.13) представлен на рис.4.1.

[image: image56.wmf]U

1

2

3

U

U

K

2

K

3

K

4

K

U

(

x

)

w

x


Рис.4.1.
Корни U1,2,3 имеют следующий вид:
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где 
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  Подставляя найденные корни в соотношения (4.14), получаем зависимости:
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        (4.18)

Исключая из этих соотношений , получим связи между параметрами периодической нелинейной волны (4.16):
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Тогда (4.16) можно записать в виде:
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Качественные зависимости амплитуды периодической волны A от ее скорости V для различных значений коэффициента нелинейных искажений s при скоростях 

, соответствующих случаю 4.1 (a>0, b>0), приведены на рис.4.2a. 
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Рис.4.2.

Здесь выделенная кривая s*=1 отвечает солитонному решению; отношение плотностей компонентов смеси: 
[image: image66.wmf]12
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, а отношение скоростей продольных волн: 

. В диапазоне скоростей 

 при увеличении s амплитуда волны убывает быстрее с ростом скорости.

На рис.4.2б показаны качественные зависимости амплитуды волны от коэффициента нелинейных искажений при фиксированной скорости (для с=0.7, . При 

 с ростом скорости амплитуда волны нарастает медленнее с увеличением s.

4.1.2. При Е=

 стационарные волны вырождаются в нелинейные квазигармонические волны с малыми амплитудами, что соответствует колебаниям вблизи состояния равновесия типа «центр». В этом случае большие корни полинома E-f(U) сближаются между собой, т.е. U1U2, и решения, существующие в малой области U2UU1 являются предельным случаем нелинейной периодической волны при А0и s0 и sn(s)sin(:
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При s0 


[image: image68.wmf]2
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, тогда решение (4.21) имеет вид:
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4.1.3. При EEmax=

 (фазовая траектория, являющаяся сепаратрисой) стационарные волны уравнения (4.15) являются уединенными. В этом случае два меньших корня U2 иU3 полинома E-f(U) совпадают и ограниченные решения существуют в области U3=U2UU1. Уравнение (4.10) примет вид
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        (4.23)

которое после замены переменных (4.11) и интегрирования дает решение:
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        (4.24)

описывающее уединенную волну, максимум которой U1 определяется условием =0 и перемещается со скоростью V, а при ее профиль приближается к постоянной составляющей 
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. Качественный вид решения представлен на рис.4.3.
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Рис.4.3.
Введем обозначения:
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где A*- амплитуда солитона;  - ширина солитона; U2 - постоянная составляющая. Решение (4.24) можно переписать в виде: 
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        (4.26)

Решение (4.26) - предельный случай нелинейных периодических решений при s=1. Параметры солитона A*, U2, V связаны между собой следующими соотношениями:
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        (4.29)

На рис.4.4 показаны зависимости между параметрами солитона для различных отношений скоростей продольных волн: 

при постоянном отношении плотностей материалов 
[image: image79.wmf]12
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(рис.4.4а,с), а также для различных отношений плотностей материалов 

при постоянном отношении скоростей 

(рис.4.4б,д). 
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Рис.4.4.

Из рис.4.4, где показаны зависимости амплитуды и ширины солитона от скорости, очевидно, что при скоростях 

 поведение солитонов отличается от классического: волна меньшей амплитуды имеет меньшую ширину.

4.2. При a<0, b>0 скорость распространения стационарных волн находится в интервалах V>1. В этом случае функция потенциальной энергии f(U) имеет локальный максимум fmax(U=0)=0 и локальный минимум fmin(

)=

,т.е. точка 

 на фазовой плоскости (U,U) является устойчивым положением равновесия типа «центр», а точка (0,0)-неустойчивым положением равновесия типа «узел». Ограниченные решения существуют, если начальная энергия системы изменяется в пределах 

=EminEEmax=0. Различным значениям Е соответствуют различные типы решений. При 

<E0 стационарные волны являются периодическими кноидальными волнами, при ЕEmin будут наблюдаться квазигармонические колебания, соответствующие движениям по замкнутым фазовым траекториям  вблизи положения равновесия типа «центр», а при Е=Emax колебания на фазовой плоскости соответствуют движениям по сепаратрисе. Во всех этих случаях соответственно полином E-f(U) имеет либо три различных действительных корня, либо (при Е=Emin) два совпадающих больших корня U1 и U2, либо (при Е=Emax) два совпадающих меньших корня U2 и U3. Положительные значения полинома находятся в области U2<U<U1.. Поэтому, как и в случае 4.1., решения уравнения (4.10) находятся с помощью замены (4.11).

4.2.1. При 

периодическими волны описываются выражениями (4.13) или (4.16), амплитуда, коэффициент нелинейных искажений формы колебаний и частота колебаний связаны соотношениями (4.14). В этом случае корни 

 кубического полинома имеют вид:
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        (4.30)

где 
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E0, причем при Е=0 , а при Е=
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 0. Подставляя корни (4.30) в соотношения (4.14), получаем зависимости:
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Исключая из (4.31) величину , получим новые связи между параметрами
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Решение можно записать в виде:
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Качественный вид периодического решения представлен на рис.4.5.

Качественные зависимости амплитуды периодической волны от ее скорости при различных значениях коэффициента нелинейных искажений приведены на рис.4.6а. Здесь кривая s*=1 отвечает солитонному решению. В диапазоне скоростей V>1, соответствующем случаю 4.2.(a<0, b>0) при увеличении s амплитуда волны возрастает быстрее с ростом скорости. Из зависимостей амплитуды волны от коэффициента нелинейных искажений при различных значениях скорости (рис.4.6б) видно, что с ростом скорости амплитуда волны при увеличении s нарастает быстрее.
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Рис.4.5.
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Рис.4.6.
4.2.2. При Е=Е1Emin в системе происходят квазигармонические колебания с малыми амплитудами вблизи состояния равновесия типа «центр». В этом случае большие корни полинома E-f(U) сближаются между собой, т.е. U1U2, и решения, существующие в малой области U2UU1 являются предельным случаем нелинейной периодической волны при А0и s0 и sn(s)sin(:
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Это решение можно представить в виде:


[image: image91.wmf]()(cos(2)1)

2

aA

U

b

xwx

»-+-







        (4.35)

где величина 

 на фазовой плоскости соответствует «центру».

4.2.3. При Е=Emax=0 два меньших корня полинома E-f(U) совпадают: U2=U3. В солитоне постоянная составляющая отсутствует: U2=0. Тогда из (4.24) получаем решение:
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Вводя обозначения для амплитуды и ширины солитона
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решение (4.36) можно переписать в виде: 
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Качественный вид солитонного решения представлен на рис.4.7.
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Рис.4.7.
Параметры солитонного решения связаны между собой соотношениями:
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        (4.40)

На рис.4.8 показаны зависимости амплитуды и ширины солитона от его скорости для различных отношений скоростей продольных волн: 

 при постоянном отношении плотностей материалов 
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0.9

const

rrr

===

 (рис.4.8а,с), а также для различных отношений плотностей материалов 
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 при постоянном отношении скоростей 

 (рис.4.8б,д). При скоростях V>1 поведение уединенной волны является аномальным: волна большей амплитуды имеет большую ширину и распространяется с большей скоростью. 
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Рис.4.8.
4.3. Пусть a>0, b< 0. Стационарные волны в этом случае распространяются со скоростями 
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. Смена знака перед нелинейным слагаемым в уравнении (4.5) приводит к тому, что на фазовой плоскости (U,U) происходит поворот фазовых портретов, рассмотренных в предыдущих случаях, в противоположную сторону, т.е. стационарные волны имеют в этом случае отрицательную амплитуду. Изменение знака перед линейным слагаемым сдвигает начало координат в одно из положений равновесия: либо в «центр», либо в «узел». Функция потенциальной энергии f(U) имеет локальный максимум fmax(

)=

и локальный минимум fmin(U=0)=0. На фазовой плоскости (U,U) точка 

 является неустойчивым положением равновесия типа «узел», а точка (0,0) - устойчивым положением равновесия типа «центр». Начальная энергия системы изменяется в пределах 0EminEEmax=

.

4.3.1. При 0E=Е2

 в системе происходят периодические колебания, соответствующие на фазовой плоскости движениям по замкнутым траекториям вблизи сепаратрисы. В этом случае корни 
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 различны, причем E-f(U)>0 при U3UU2, поэтому ограниченные решения уравнения (4.10) существуют в области U3UU2. В этом случае с помощью замены:
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и интегрирования уравнение (4.10) приводится к неполному эллиптическому интегралу первого рода
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где 

 Обращая эллиптический интеграл при y=0, 
[image: image106.wmf]0

x

=0, получим решение, описывающее периодические нелинейные волны:
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Введем обозначения:
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        (4.44)

где A - амплитуда колебаний; s - коэффициент нелинейных искажения формы колебаний U(;  - аналог частоты. Период колебаний равен:
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где K(s) - полный эллиптический интеграл первого рода.

Решение (4.43) содержит параметры А, V, s, E, U1,2,3, которые связаны между собой соотношениями (4.9) и (4.44). В качестве двух независимых переменных выберем амплитуду колебаний A и коэффициент нелинейных искажений s. Тогда решение можно представить в виде:
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        (4.46)

Качественный вид периодического решения представлен на рис.4.9.
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Рис.4.9.

Корни кубического полинома 

 имеют следующий вид:
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где 
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. При Е=0, 0, а при Е=

,  Из (4.47), (4.44) получаем зависимости:
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Исключая из этих соотношений , получим:
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Тогда решение (4.46) можно записать в виде:
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На рис.4.10 приведены качественные зависимости амплитуды периодической волны от ее скорости при различных значениях коэффициента нелинейных искажений (рис.4.10а).
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Рис.4.10.
Кроме того, на этом же рисунке представлены зависимости амплитуды волны А от коэффициента нелинейных искажений s при различных значениях скорости (рис.4.10б) в диапазоне скоростей
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, соответствующем случаю 4.3.(a>0, b<0).

4.3.2. При Е=Е1Eminуравнение (4.7) описывает квазигармонические колебания с малыми амплитудами вблизи состояния равновесия типа «центр».В этом случае меньшие корни полинома E-f(U) сближаются между собой (U2U3) и решения, существующие в малой области U3U<U2 являются предельным случаем нелинейных периодических решений (4.50) при А0и s0:
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или
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4.3.3. При EEmax=

 (фазовая траектория, являющаяся сепаратрисой) стационарные волны уравнения (4.5) являются уединенными. В этом случае два больших корня U1 иU2 полинома E-f(U) совпадают и ограниченные решения существуют в области U3<UU2 = U1. Уравнение (4.10) примет вид
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которое после замены переменных (4.41) и интегрирования дает решение:
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описывающее уединенную волну, максимум которой U3 определяется условием =0 и перемещается со скоростью V, а при ее профиль приближается к постоянной составляющей 
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. Солитон имеет отрицательную амплитуду. Качественный вид решения представлен на рис.4.11.
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Рис.4.11.

Это решение является предельным случаем нелинейных периодических решений при U1=U2 и s=1. Введем обозначения:



,
        (4.55)

где A* - амплитуда солитона;  - ширина солитона; U2 - постоянная составляющая. Тогда решение (4.54) можно переписать в виде: 
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Здесь:
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На рис.4.12 показаны зависимости амплитуды и ширины солитона от его скорости для различных отношений скоростей продольных волн: 

 при постоянном отношении плотностей материалов 
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 (рис.4.12а,с), 
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а также для различных отношений плотностей материалов 
[image: image132.wmf]12
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 при постоянном отношении скоростей 

 (рис.4.12б,д).
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Рис.4.12.
Заметим, что при 

 случаи 4.3. (a>0, b<0) и 4.4. (a<0, b<0) не реализуются (т.к. коэффициент b всегда положителен). В случае, когда скорости удовлетворяют 
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 поведение солитона является классическим для солитонов: чем выше и уже солитон, тем быстрее он движется.

4.4. При a<0, b<0 cкорости волн удовлетворяют условию 
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. Функция потенциальной энергии f(U) имеет локальный максимум fmax(U=0)=0 и локальный минимум fmin(

)=

, т.е. на фазовой плоскости (U,U) точка

 является устойчивым положением равновесия типа «центр», а точка (0,0) - неустойчивым положением равновесия типа «узел». Ограниченные решения существуют, если начальная энергия системы изменяется в пределах 

=EminEEmax=0, причем при ЕEmin будут наблюдаться квазигармонические колебания вблизи положения равновесия типа «центр», а при Е=Emax колебания на фазовой плоскости соответствуют движениям по сепаратрисе. Во всех этих случаях соответственно полином E-f(U) имеет либо три действительных корня, либо два совпадающих меньших корня U2 и U3, либо два совпадающих больших корня U1 и U2. Положительные значения полинома E-f(U) находятся в области U3<U<U2, поэтому, как и в случае 4.3. решения уравнения (4.10) находятся с помощью замены (4.41). 

4.4.1. При 

 нелинейные периодические волны описываются, как и в случае 4.3, выражениями (4.43) или (4.46), амплитуда, коэффициент нелинейных искажений формы колебаний и частота колебаний связаны соотношениями (4.44). Качественный вид периодического решения представлен на рис.4.13.
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Рис.4.13.
Корни 

 имеют вид:
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где 
[image: image138.wmf]2

3

12

arccos1

b

E

a

j

æö

=-+

ç÷

èø

, 

E0, причем при Е=0, а при Е=Emin=

 0 Подставляя корни (4.60) в соотношения (4.44), получаем зависимости:
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Исключая из этих соотношений , получим:
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Тогда решение можно записать в виде:
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На рис.4.14 в диапазоне скоростей 
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, соответствующем случаю 4.4. (a<0, b<0), показаны зависимости амплитуды периодической волны от ее скорости при различных значениях коэффициента нелинейных искажений (рис.4.14а), а также зависимости амплитуды волны от коэффициента нелинейных искажений при различных значениях скорости (рис.4.14б).
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Рис.4.14.
При скоростях из данного интервала амплитуда периодической волны отрицательна. При увеличении s амплитуда убывает быстрее с ростом скорости, а при увеличении скорости нарастание ее с ростом s происходит медленнее. 

4.4.2. При Е=Е1Emin периодические колебания вырождаются в квазигармонические колебания с малыми амплитудами вблизи состояния равновесия 

 типа «центр». В этом случае меньшие корни полинома сближаются между собой: U2U3, и решения, существующие в малой области U3U<U2 являются предельным случаем нелинейных периодических решений (4.63) при А0и s0:


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Это решение также можно записать в виде:
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4.4.3. При Е=Е3=0 два больших корня полинома E-f(U) совпадают: U1=U2. В солитоне постоянная составляющая отсутствует: U2=0. Тогда из (4.54) получаем решение:
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Качественный вид солитонного решения представлен на рис.4.15.
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Рис.4.15.
Вводя следующие обозначения для амплитуды A* и  ширины солитона:
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решение (4.66) можно переписать в виде:
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где
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На рис.4.16 показаны зависимости амплитуды и ширины солитона от его скорости для различных отношений скоростей продольных волн: 

 при постоянном отношении плотностей материалов 
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 (рис.4.16а,с), а также для различных отношений плотностей материалов 
[image: image155.wmf]12

rrr

=
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 (рис.4.16б,д). В диапазоне скоростей 
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 поведение солитонов является неклассическим: волна меньшей амплитуды имеет большую ширину и распространяется с большей скоростью (рис.4.16а,б).
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Рис.4.16.
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