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РЕЗЮМЕ

Рассмотрена задача определения неравномерно распределенных статических остаточных напряжений по значениям характеристик упругих процессов малой амплитуды, измеренным на границе слоистого полуограниченного тела. Предложен подход (основанный на применении метода малого параметра) к решению задачи в рамках предположений о слабой зависимости упругих модулей от величин остаточных напряжений и слабой криволинейности внешней и контактных поверхностей слоев. В качестве примера рассмотрен случай предполагаемой зависимости распределения остаточных напряжений только от одной пространственной переменной (расстояния от внешней поверхности тела).

Начальные (остаточные напряжения) возникают на этапе изготовления материалов (при кристаллизации, стеклообразовании, полимеризации), на этапе изготовления и технологической обработки элементов конструкций (при обработке давлением, радиационном облучении, термообработке и т.д.), а также на этапе сборки изделия (при сварке, спайке, склеивании и т.д.). Особая актуальность данной проблемы для композитных материалов слоистого типа связана с дополнительной возможностью появления остаточных напряжений за счет различия температур плавления, коэффициентов температурного линейного расширения, коэффициентов усадки при высыхании и других (в зависимости от технологии изготовления) физических свойств материалов армирующих слоев (компонентов композитного материала) [1]. Все перечисленные факторы могут привести также к искривлению формы слоев. Начальные напряжения играют, как правило, отрицательную роль при эксплуатации конструкций, что делает желательным их устранение (например, отжиг стеклянных и керамических изделий) или, по крайней мере, их учет при оценке качества изделий. Необходимость исследования начальных напряжений возникает при решении задач биомеханики, механики горных пород и в других областях механики деформируемого твердого тела [2-4], что делает актуальным развитие как теоретических, так и экспериментальных методов определения остаточных напряжений. Недостатком теоретических методов, основанных на моделировании технологических процессов, вызывающих начальные напряжения, является необходимость решения сложных связанных задач (например, задач термоупругопластичности [5]), учитывающих взаимное влияние нестационарных механических, тепловых, физико-механических и др. процессов, что вынуждает использовать упрощающие предположения не всегда в полной мере адекватные исследуемым процессам [6]. Кроме того, моделирование технологических процессов требует знания температурных зависимостей характеристик материалов в диапазоне температур близких температурам плавления, наличия кинетических диаграмм фазовых превращений и т.д., в то время как имеющийся объем такого рода экспериментальных данных далеко не полон. Экспериментальные (разрушающие или частично разрушающие) методы, приводящие к необходимости последовательного снятия слоев материала с поверхности (метод Закса), высверливания отверстий, нарезки канавок, вырезки столбиков [6,7], основанные на исследовании напряженно-деформированного состояния оставшейся (или отделенной) части детали, имеют ограниченную область применения, поскольку такого рода углубления на поверхности не всегда допустимы для дальнейшей эксплуатации изделий. В этом плане перспективным является направление, связанное с акустическими методами неразрушающего контроля остаточных напряжений, основанными на теории распространения упругих волн малой амплитуды в телах с начальными напряжениями, в частности, ультразвуковой метод, основанный на применении известной экспериментально полученной зависимости между значениями скоростей распространения упругих волн различной поляризации и значениями начальных деформаций [2,3]. Однако, измерение времени прохождения упругих волн между внешними поверхностями детали позволяет получить только средние значения скоростей. Поэтому ультразвуковой метод (при относительной простоте расчетных формул) не дает возможности найти распределение остаточных напряжений по сечению детали, а позволяет получить только интегральные характеристики напряженного состояния [8].

В настоящей работе в рамках общей методологии акустических методов, рассматривается возможность определения распределений неоднородных остаточных напряжений по анализу распространения упругих волн малой амплитуды с использованием не только кинематической (время прохождения сигнала), но и динамической (амплитудной) информации. Методы измерения перемещений на поверхности тел достаточно хорошо разработаны [9-11]. В силу экспериментально установленного физического эффекта уменьшения модулей упругости с увеличением остаточной деформации (диаграммы зависимостей такого рода приведены, например, в [12]), при неравномерном распределении остаточных напряжений упругие модули становятся функциями пространственных координат.

Математические задачи определения характеристик пространственно неоднородных и анизотропных упругих тел по динамической информации (задачи диагностики) рассматривались, в частности, в [13-15]. При этом под проблемой упругой диагностики понималась задача определения характеристик материала по считающимся известными (измеренным) на поверхности тела значениям динамических перемещений, соответствующих специальным образом инициированным упругим волновым процессам. Однако, в данных работах не учитывалась природа исследуемой неоднородности и искомые характеристики среды полагались независимыми функциями. В настоящей работе в рамках математической модели диагностики массивных тел исследуется задача определения остаточных напряжений (являющихся функциями пространственных координат) как параметров, от которых зависят упругие модули отдельных слоев слоистой среды. При этом связь между упругими модулями и остаточными напряжениями предполагается известной и линейной. Привлечение дополнительной информации о том, что неоднородность среды вызвана именно остаточными напряжениями, которые связаны с упругими модулями известной зависимостью, приводит к уменьшению числа диагностических тестовых испытаний и несколько меняет математический вид задачи. В математическом плане исследуемая задача относится к типу обратных задач математической физики [16]. 

1. Рассмотрим соотношения описывающие начальные напряжения в слоистой среде. В качестве модели массивного тела с многослойным защитным покрытием будем использовать полуограниченное тело (={(x1,x2,x3)|x3(h(0)}, где слои: ((s)={(x1,x2,x3)|h(s)(x3(h(s-1)}, (здесь функция x3=h(0)(x1,x2) описывает внешнюю поверхность тела, а функции x3= h(s)(x1,x2) – контактные поверхности слоев, h(s)>h(s-1), s=1,…,S) лежат на полуограниченном теле ((S+1)={(x1,x2,x3)|x3(h(S)}, представляющем собой основу (рис.1).


Рис.1.

Будем полагать, что статические начальные напряжения (ij*(s)(x) (i,j=1,2,3; s=1,…,S+1; x=(x1,x2,x3)), могут иметь произвольную природу, в том числе быть вызваны необратимыми деформациями (пластичность, ползучесть), но при этом удовлетворяют в области каждого слоя ((s) и в области основы ((S+1) уравнениям равновесия

(ij*(s),j = 0 

(i,j=1,2,3; s=1,…,S+1)





(1.1)

(здесь и в дальнейшем, нижний индекс j после запятой означает производную по соответствующей декартовой координате xj; по повторяющемуся индексу производится суммирование; по верхнему индексу (s), означающему соответствие данной величины s-ому слою суммирование не проводится)

однородным граничным условиям в усилиях

{(ij*(1) nj(0)}(x1,x2,h(0))=0 
(i,j=1,2,3)





(1.2)

и условиям непрерывности компонент вектора усилий при переходе через контактные границы слоев

{((ij*(s+1)–(ij*(s))nj(s)}(x1,x2,h(s))=0 
(i,j=1,2,3; s=1,…,S)


(1.3)

Здесь nj(0) (x1,x2) – компоненты нормали к поверхности тела, а nj(s)(x1,x2) – компоненты нормалей к контактным поверхностям слоев. 

Соотношений (1.1)-(1.3), не замкнутых определяющими уравнениями, устанавливающими соответствия между начальными напряжениями и деформациями (скоростями деформаций), недостаточно для определения шести (с учетом симметричности (ij*(s)=(ji*(s)) независимых компонент тензора начальных напряжений. Дополнительные соотношения будут получены из решения задачи диагностики, в рамках предположения о зависимости упругих модулей (связывающих упругие составляющие полных напряжений и деформаций) от начальных напряжений.

2. Рассмотрим соотношения, описывающие распространение упругих процессов в слоистых средах при наличии и при отсутствии начальных напряжений. 

Пусть «контрольное» идеальное слоистое тело, при изготовлении которого удалось избежать начальных напряжений. Каждый слой этого тела имеет плоско параллельные границы (x3=h0(s) – const, s=0,…,S), является однородным изотропным и характеризуется плотностью (0(s) и модулями Ламе (0(s), (0(s) – const (s=1,…,S+1). В этом случае (поскольку без ограничения общности можно считать h0(s)=0) полуограниченное тело (0 будет представлять собой полупространство R+3=(x1,x2,x3)|x3(0}. 

Упругий процесс, протекающий в контрольном идеальном слоистом теле описывается уравнениями [17]
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i0(s)–(0(s)ui0(s),jj–((0(s)+(0(s))uj0(s),ji=fi(s)(x,t)



(2.1)

начальными, граничными и контактными условиями

ui0(s)(x,0)=(i(s)(x),
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&

i0(s)(x,0)= (i(s)(x)




(2.2)

{(0(1)(ui0(1),3+u30(1),i)+(i3(0(1)uj0(1),j}(x1,x2,0,t)=pi(1)(x1,x2,t)


(2.3)

{(0(s+1)(ui0(s+1),3+u30(s+1),i)+(i3(0(s+1)uj0(s+1),j–

–(0(s)(ui0(s),3+u30(s),i)–(i3(0(s)uj0(s),j}(x1,x2,h0(s),t)=0



(2.4)

{ui0(s+1)–ui0(s)}(x1,x2,h0(s),t)=0

Система соотношений (2.1)-(2.4) позволяет однозначно определить функции ui0(s)(x,t), т.е. полностью описывает упругий процесс в идеальной слоистой среде. Вычисление полей деформаций и напряжений может быть произведено по формулам:

eij0(s)=(ui,i0(s)+uj,i0(s))/2,

(ij0(s)=2(0(s)eij0(s)+(ij(0(s)eij0(s)

При инициировании в исследуемой среде упругого процесса поле полных напряжений представляет собой сумму поля статических неупругих самоуравновешенных начальных напряжений (ij*(s)(х) и поля динамических упругих напряжений (ij(s)(х,t), которым соответствуют динамические упругие деформации eij(s)(х,t) и перемещения ui (s)(х,t), (s=1,…,S+1). Однако, в рамках данного раздела предполагается, что распространение упругих процессов в слоистой среде с начальными напряжениями происходит также как и в слоистой среде с неоднородными и анизотропными упругими слоями. Это соответствует предположению что упругие модули Cijkl(s) (i,j,k,l=1,2,3) считаются функциями компонент тензоров (mn*(s) (m,n=1,2,3; s=1,…,S+1), а эти компоненты, вообще говоря, зависят от пространственных координат x=(x1,x2,x3). 

Будем полагать, что влияние начальных напряжений на упругие модули является достаточно слабым, т.е. величины 

||Cijkl(s)((mn*(s))–(0(s)(ij(kl–(0(s)((ik(jl+(il(jk)||C1/(0(s)
имеют порядок малости О((), 0<(<<1. Пренебрегая величинами порядка (2, можно считать линейной слабую зависимость упругих модулей от начальных напряжений, т.е.

Cijkl(s)((mn*(s))=(0s(ij(kl+(0(s)((ik(jl+(il(jk)+(Cijklmn(s)(mn*(s)


(2.5)

(i,j,k,l,m,n=1,2,3; s=1,…,S+1),

где постоянные коэффициенты Cijklmn(s) полагаются полученными на основе тестовых испытаний образцов материала и в дальнейшем считаются известными. Будем полагать также, что внешняя поверхность тела и контактные поверхности слоев являются слабо искривленными, т.е.
h(s)(x1,x2)=h0(s)+(h((s)(x1,x2), 0<(<<1, h0(s) – const
(s=0,…,S)

Будем полагать, что упругий процесс ui(s)(x,t) в исследуемой слоистой среде (при наличии начальных напряжений), инициированный тем же набором начальных и граничных условий {fi(s),(i(s),(i(s),pi(1)} и описываемый уравнениями
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i(s)–(Cijkl(s)uk(s),l),j=fi(s)    (i,j,k,l=1,2,3),

отличается от контрольного процесса на величину порядка (, т.е.

||ui(s)–ui0(s)||C2(O((). 

Пренебрегая величинами порядка (2, получим относительно ui((s)=(ui(s)–ui0(s))/(
(0(s)
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ui((s)(x,0)=0,
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&

i((s)(x,0)=0,






(2.7)

{(0(1)(ui((1),3+u3((1),i)+(i3(0(1)uj((1),j+Ci3klmn(1)(mn*(1)uk0(1),l}(x1,x2,0,t)=
={nj((0)(ij0(1)–h((0)((0(1)(ui0(1),33+u30(1),i3)+(i3(0(1)uj0(1),j3)}(x1,x2,0,t)
(2.8)

{(0(s+1)(ui((s+1),3+u3((s+1),i)+(i3(0(s+1)uj((s+1),j–(0(s)(ui((s),3+u3((s),i)–

–(i3(0(s)uj((s),j+Ci3klmn(s+1)(mn*(s+1)uk0(s+1),l–Ci3kl mn(s)(mn*(s)uk0(s),l}(x1,x2,h0(s),t)=

={nj((s)((ij0(s+1)–(ij0(s))+h((s)((0(s+1)(ui0(s+1),33+u30(s+1),i3)+(i3(0(s+1)uj0(s+1),j3–

–(0(s)(ui0(s),33+u30(s),i3)–(i3(0(s)uj0(s),j3)}(x1,x2,h0(s),t)



(2.9)

{ui((s+1)–ui((s)}(x1,x2,h0(s),t)={h((s)(ui0(s+1),3–ui0(s),3)}(x1,x2,h0(s),t)

uj((1)(x1,x2,0,t)=(i((x1,x2,t)–{h((0)ui0(1),3}(x1,x2,h0(s),t)


        (2.10)

(i,j,k,l,m,n=1,2,3).


Система соотношений (2.6)-(2.10) содержит, наряду с неизвестными характеристиками упругого процесса ui((s)(x,t), еще и неизвестные компоненты тензора начальных напряжений (mn*(s)(x). Однако эта система содержит дополнительные (по сравнению с аналогичной системой соотношений (2.1)-(2.4)) граничные условия (2.10). Здесь (i((x1,x2,t) – отклонения от контрольных значений перемещений на поверхности слоистого полупространства, которые считаются измеренными в процессе диагностических тестовых испытаний. При построении соотношений (2.6)-(2.10) использовано разложение в ряд Тейлора в «точке» x3=h0(s) функций, входящих в граничные и контактные условия на поверхностях x3=h(s)(x1,x2), s=0,…,S. С учетом того, что h((s)=(h(s)–h0(s)), nj((s)=(nj(s)–nj0(s))(О(() при выводе соотношений (2.8)-(2.10) отброшены слагаемые порядка о((). 

3. В соответствии с методом стационарных базовых процессов ([14-16]) ограничимся рассмотрением условий инициирования упругих процессов {fi(s),(i(s),(i(s),pi(1)}, возбуждающих в контрольной идеальной среде стационарные колебательные процессы вида ui0(s)(x,t)=sin((t)gi(s)(x), что является технически возможным. Подробное описание бесконтактных электродинамических методов (вплоть до описания разработанных для этой цели радиотехнических схем) возбуждения колебаний в электропроводящих средах за счет действия магнитных полей и скрещенных электрических и магнитных полей приведено, например в [12]. В случае использования колебательных базовых процессов многие слагаемые в соотношениях (2.6)-(2.10) имеют вид sin((t)F(x) и применение к этим соотношениям оператора (t2+(2I (где I-единичный оператор) позволяет избавиться от этих слагаемых, получив относительно vi(s)=
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i(s)–(0(s)vi(s),jj–((0(s)+(0(s))vj(s),ji=0,





(3.1)

vi(s)(x,0)=0,










(3.2)

{(0(1)(vi(1),3+v3(1),i)+(i3(0(1)vj(1),j}(x1,x2,0,t)=0,




(3.3)

{(0(s+1)(vi(s+1),3+v3(s+1),i)+(i3(0(s+1)vj(s+1),j–
–(0(s)(vi(s),3+v3(s),i)+(i3(0(s)vj(s),j}(x1,x2,hs,t)=0,

{vi(s+1)–vi(s)}(x1,x2,hs,t)=0







(3.4)

vj(1)(x1,x2,0,t)={
[image: image8.wmf]χ

&

&

i(+(2(i(}(x1,x2,t),





(3.5)

(i,j,k,l,m,n=1,2,3).

По сравнению с (2.6)-(2.10) данные соотношения уже не содержат неизвестных функций (mn*(s)(x), но при этом отсутствуют начальные условия относительно 
[image: image9.wmf]v

&

i(s)(x,0).

Задача (3.1)-(3.5) представляет собой задачу Коши для динамических уравнений упругости с данными Коши на непространственном многообразии (данными Коши являются соотношения (3.3), (3.5)). В этом смысле данная задача аналогична негиперболической задаче Коши для волнового уравнения (задаче Куранта), но отличается более сложным видом уравнений и кусочно-постоянным типом коэффициентов. Задача вида (3.1)-(3.5) рассматривалась в [15] при решении задачи диагностики среды, состоящей из слабо неоднородных анизотропных слоев с плоско параллельными границами. При этом была показана условная корректность (корректность по А.Н.Тихонову) данной задачи и предложен подход к построению ее решения. 

Считая функции vi(s)(x,t) известными нетрудно восстановить ui((s)(x,t), решая обыкновенные дифференциальные уравнения 


[image: image10.wmf]2

2

d

dt

ui((s)+(2ui((s)=vi(s)








(3.6)
с однородными начальными условиями

ui((s)=0,

[image: image11.wmf]d

dt

ui((s)=0 при t=0.

Подставляя найденные значения в соотношения (2.6), (2.8), (2.9), получим относительно (mn*(s)(x) уравнения: 

(aijmn(s)(mn*(s)),j=
[image: image12.wmf]f

%

i(s)


 





(3.7)

граничные условия:

{ai3mn(1)(mn*(1)}(x1,x2,0)=
[image: image13.wmf]p

%

i(x1,x2)






(3.8)

и контактные условия: 

{ai3mn(s+1)(mn*(s+1)–ai3mn(s)(mn*(s)}(x1,x2,h0(s))=
[image: image14.wmf]q

%

i(s)(x1,x2) 


(3.9)

Здесь введенные для сокращения записи величины

aijmn(s)(x)=Cijklmn(s)gk(s),l(x),


[image: image15.wmf]f

%

i(s)(x)=–{((0(s)
[image: image16.wmf]u

&&

i((s)–(0ui((s),jj–((0(s)+(0(s))uj((s),ji)/sin((t)}(x,0),

[image: image17.wmf]p

%

i(x1,x2)=–{((0(1)(ui((1),3+u3((1),i)+(i3(0(1)uj((1),j+


     +nj((0)(ij0(1)–h((0)((0(1)(ui0(1),33+u30(1),i3)+


     +(i3(0(1)uj0(1),j3))/sin((t)}(x1,x2,0,0),


[image: image18.wmf]q

%

i(s)(x1,x2)=–{((0(s+1)(ui((s+1),3+u3((s+1),i)+(i3(0(s+1)uj((s+1),j–

–(0(s)(ui((s),3+u3((s),i)–(i3(0(s)uj((s),j)+nj((s)((ij0(s+1)–(ij0(s))–

–h((s)((0(s+1)(ui0(s+1),33+u30(s+1),i3)+(i3(0(s+1)uj0(s+1),j3–

    –(0(s)(ui0(s),33+u30(s),i3)–(i3(0(s)uj0(s),j3))/sin((t)}(x1,x2,h0(s),0)

выражаются через функции, найденные ранее, и в дальнейшем считаются известными. Таким образом, для нахождения шести неизвестных функции (mn*(s) в дополнение к трем уравнениям равновесия (1.1) с граничными и контактными условиями (1.2), (1.3) в рамках задачи диагностики получено еще три уравнения (3.7) с граничными и контактными условиями (3.8), (3.9).

Соотношения (3.7) представляют собой относительно (ij*(s)(x) (как и уравнения (1.1)) линейные уравнения с частными производными, однако (в отличие от (1.1)) они имеют зависящие от пространственных переменных коэффициенты. Тем самым, нахождение шести неизвестных функций (ij*(s)(x) из шести уравнений (1.1), (3.7) в общем случае связано с математическими трудностями, но может быть упрощено в частных случаях. 

4. Рассмотрим (в качестве примера) частный случай, когда заранее известно, что распределение остаточных напряжений в исследуемом теле зависит только от одной пространственной переменной x3 (расстояния от поверхности), а внешняя поверхность среды и контактные поверхности слоев являются параллельными плоскостями (хотя, возможно, и смещенными по сравнению с положением слоев в «контрольном» слоистом теле. Данный случай, несмотря на его явную упрощенность, является достаточно широко распространенным и соответствует равномерному распределению на поверхности тела воздействий, вызывающих остаточные напряжения (например, равномерное поверхностное охлаждение). В рассматриваемом случае анализ остаточных напряжений (п.1) существенно упрощается. Поскольку (ij*(s)=(ij*(s)(x3) (i,j=1,2,3; s=1,…,S+1), то из соотношений (1.1) получим уравнения

(i3*(s),3=0, 

i=1,2,3; s=1,…,S+1,





(4.1)

которые при однородных граничных условиях (1.2) и условиях контакта (1.3) легко интегрируются, в результате чего получаем (i3*(s)=0 (i=1,2,3; s=1,…,S+1). Дальнейшее решение задачи диагностики состоит в определении остальных компонент тензора начальных напряжений (11*(s), (12*(s), (22*(s) из анализа упругих динамических процессов малой амплитуды в среде при наличии остаточных напряжений (п.2). Соотношения (2.6) в рассматриваемом случае (при использовании в процессе испытаний нагрузок, вызывающих плоские распространяющиеся вдоль оси x3 волновые процессы) упрощаются и принимают вид 

(0(s)
[image: image19.wmf]u

&

&

i((s)–(0ui((s),33=(Ci3k3mn(s)(mn*(s)uk0(s),3),3




(4.2)
(0(s)
[image: image20.wmf]u

&

&

3((s)–((0(s)+2(0)u3((s),33=(C33k3mn(s)(mn*(s)uk0(s),3),3

uk((s)(x3,0)=0,

[image: image21.wmf]u

&

k((s)(x3,0)=0,






(4.3)

{(0(1)ui((1),3+Ci3k3mn(1)(mn*(1)uk0(1),3–(i30(1)+h((0)(0(1)ui0(1),33}(0,t)=0
(4.4)

{((0(1)+2(0(1))u3((1),3+C33k3mn(1)(mn*(1)uk0(1),3–

–(330(1)+h((0)((0(1)+2(0(1))u30(1),33}(0,t)=0

{((0(s+1)ui((s+1),3–(0(s)ui((s),3+Ci3k3mn(s+1)(mn*(s+1)uk0(s+1),l–


(4.5)

–Ci3k3mn(s)(mn*(s)uk0(s),l–((i30(s+1)–(i30(s))–h((s)((0(s+1)ui0(s+1),33–

–(0(s)ui0(s),33)}(h0(s),t) =0

{((0(s+1)+2(0(s+1))u3((s+1),3–((0(s)+2(0(s))u3((s),3+C33k3mn(s+1)(mn*(s+1)uk0(s+1),l–

–C33k3mn(s)(mn*(s)uk0(s),3–((330(s+1)–(330(s))–h((s)(((0(s+1)+2(0(s+1))u30(s+1),33–

–((0(s)+2(0(s))u30(s),33)}(h0(s),t)=0

{ui((s+1)–ui((s)}(h0(s),t)={h((s)(ui0(s+1),3–ui0(s),3)}(h0(s),t)



(4.6)

uj((1)(x1,x2,0,t)=(i((x1,x2,t)–{h((0)ui0(1),3}(x1,x2,h0(s),t)



(4.7)

(i,j,m,n=1,2; k=1,2,3; s=1,…,S+1).

Нетрудно видеть, что задача (4.2)-(4.7) распадается на три отдельных одномерных задачи относительно трех компонент вектора перемещений uk((s) (k=1,2,3), что приводит к упрощению общей процедуры метода стационарных базовых процессов, изложенной в п.3. Полагая (в соответствии с п.3) uk0(s)(x3,t)=sin((t)gk(s)(x3) и введя обозначения vk(s)=
[image: image22.wmf]u

&

&

k((s)+(2uk((s), получим аналогичные (3.1)-(3.5) соотношения

(0(s)
[image: image23.wmf]v

&

&

i(s)–(0(s)vi(s),33=0,

(0(s)
[image: image24.wmf]v

&

&

3(s)–((0(s)+2(0(s))v3(s),33=0,

(4.8)

vk(s)(x,0)=0,









(4.9)

{(0(1)vi(1),3}(0,t)=0,
{((0(1)+2(0(1))v3(1),3(0,t)=0


        (4.10)

{vk(s+1)–vk(s)}(x1,x2,hs,t)=0
{(0(s+1)vi(s+1),3–(0(s)vi(s),3}(hs,t)=0,
        (4.11)

{((0(s+1)+2(0(s+1))v3(s+1),3–((0(s)+2(0(s))v3(s),3}(hs,t)=0,

vj(1)(0,t)={
[image: image25.wmf]χ

&

&

i(+(2(i(}(0,t),






        (4.12)

(i=1,2; k,=1,2,3; s=1,…,S)

Поскольку соотношения (4.8) при каждом фиксированном s представляют собой три независимых одномерных волновых уравнения относительно каждой из компонент vk(s) (k=1,2,3), то их решение (например при помощи формулы Даламбера) с начальными, граничными и контактными условиями (4.9)-(4.12) не представляет трудности. При этом в отличие от общего случая, рассмотренного в п.3, задача определения vk(s)(x3,t) является классически корректной (корректной по Ж.Адамару [16]). После нахождения vk(s)(x3,t) из (3.6) нетрудно восстановить uk((s) по формуле

uk((s)(x3,t)=–
[image: image26.wmf]ò

t

0

cos(t–()vk(s)(x3,()d(
и затем, используя введенные в п.3 обозначения, найти 
[image: image27.wmf]f

%

i(s) , 
[image: image28.wmf]p

%

i(s), 
[image: image29.wmf]q

%

i(s).

Соотношения (3.7)-(3.9) в рассматриваемом случае также значительно упрощаются и принимают вид 

(ai311(s)(11*(s)+ai312(s)(12*(s)+ai322(s)(22*(s)),3=
[image: image30.wmf]f

%

i(s),



        (4.13)

{ai311(1)(11*(1)+ai312(1)(12*(1)+ai322(1)(22*(1)}(0)=
[image: image31.wmf]p

%

i(s)
{ai311(s+1)(11*(s+1)+ai312(s+1)(12*(s+1)+ai322(s+1)(22*(s+1)–

–ai311(s)(11*(s)+ai312(s)(12*(s)+ai322(s)(22*(s)}(hs)=
[image: image32.wmf]q

%

i(s)

Нахождение (11*(s), (12*(s), (22*(s) сводится сначала к определению их линейных комбинаций (ai311(s)(11*(s)+ai312(s)(12*(s)+ai322(s)(22*(s)) путем интегрирования функций 
[image: image33.wmf]f

%

i(s)(x3) (с учетом имеющихся граничных и контактных) условий и к последующему решению системы алгебраических уравнений. Поскольку коэффициенты матрицы линейных уравнений aijmn(s) выражаются через считающимися известными константы Cijklmn(s) и зависящие от условий диагностических испытаний параметры (, gk(s), то условие невырожденности матрицы (det(0) позволяет получить требования к характеристикам силовых нагружений {fi(s),(i(s),(i(s),pi(1)} при проведении тестового испытания по диагностике начальных напряжений.

В качестве иллюстрации приведем пример численного решения задачи. В соотношениях (4.1)-(4.13) была проведена замена переменных


[image: image34.wmf]0(s)

ρ

=(0(s)/(0(1), 
[image: image35.wmf]0(s)

μ

=(0(s)/(0(1), 
[image: image36.wmf]λ

=(0(s)/ (0(1) , 
[image: image37.wmf]3

x

=x3/h1, 
[image: image38.wmf]0(s)

3

u

=u30(s)/h1,


[image: image39.wmf]ε(s)

3

u

=u3((s)/h1, 
[image: image40.wmf]*(s)

ij

σ

=(ij*(s)/(0(1), 
[image: image41.wmf]t

=t((0(1)/(0(1))½,

приводящая эти соотношения к безразмерному виду. В рамках численных расчетов предполагалось, что слой толщины 
[image: image42.wmf]1

h

=1, лежит на полупространстве с относительными характеристиками (0(2)/(0(1)=1,1, (0(2)/(0(1)=1,2, (0(2)/(0(1)=1,3. Для численного расчета в качестве параметров базовых динамических процессов были взяты: (=1, 
[image: image43.wmf]C

333322(1)=
[image: image44.wmf]C

333311(1)=0,1, 
[image: image45.wmf]C

333312(1)=0,05, 
[image: image46.wmf]C

332211(1)=
[image: image47.wmf]C

331122(1)=0,05, 
[image: image48.wmf]C

331112(1)=0,1, 
[image: image49.wmf]χ

1(=
[image: image50.wmf]χ

2(=0, 
[image: image51.wmf]χ

2(=0,05(2exp(–
[image: image52.wmf]2t

)–3exp(–
[image: image53.wmf]3t

)+exp(–
[image: image54.wmf]5t

). Значения остаточных напряжений (11*(s), (12*(s), (22*(s) (сплошная, пунктирная и штрих-пунктирная линии, соответственно) приведены на рис.2. При этом (k3*(s)=0. Как видно на приведенных диаграммах, компоненты тензора остаточных напряжений (11*, (12*, (22* терпят разрыв на контактной границе.


Рис.2.
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