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РЕЗЮМЕ


Сформулирована задача равнонапряженного армирования трехслойных строго безмоментных оболочек при упругом и неупругом деформировании фазовых материалов. Проведен качественный анализ систем разрешающих уравнений для оболочек различной гауссовой кривизны. Построены аналитические решения осесимметричной задачи равнонапряженного армирования однородно деформируемых оболочек вращения переменной и постоянной толщины с различным количеством семейств волокон. На конкретных примерах показано, что за счет использования неупругих проектов армирования можно в несколько раз сэкономить расход волокон или увеличить несущую способность конструкции по сравнению с упругим случаем.

ВВЕДЕНИЕ

Безмоментное состояние является тем (иногда, к сожалению, недостижимым) идеалом, к которому следует стремиться при проектировании конструкций типа оболочек и их опор. Ввиду этого при проектировании конструкций, состоящих из оболочек, всегда много внимания уделяется удовлетворению требований безмоментной теории. Однако соответствующие требования в классической теории сформулированы несколько расплывчато [1–3] и сводятся по существу к требованиям плавности распределения нагрузок, плавности изменения срединной поверхности оболочки и отсутствию моментов и перерезывающих сил на кромках. За исключением последних требований указанные условия не могут дать проектировщику четкого критерия для ответа на вопрос: будет ли в каждом конкретном случае реализовано безмоментное состояние и если нет, то какие возможности имеются для его обеспечения. Кроме того, в классической безмоментной теории оболочек усилия и деформации определяются вне зависимости от соотношений неразрывности, которые при этом оказываются в той или иной мере нарушенными. Во избежание этого приходится предполагать наличие малых изгибающих моментов и перерезывающих сил, которыми в уравнениях равновесия якобы можно пренебречь. Последнее приводит к тому, что соответствующие решения следует трактовать как приближенные решения общей моментной теории оболочек, при этом вопрос о степени их приближения к точным решениям остается открытым.

Для устранения этих недостатков в [4–6 и др.] применительно к тонким упругим и термоупругим оболочкам были получены общие соотношения, связывающие температуру, компоненты нагрузок, параметры геометрии оболочки и анизотропии материала, при выполнении которых в оболочке всюду будет реализовано строго безмоментное состояние. Так как обеспечить такое состояние можно, как правило, за счет управления структурой армирования, то для наиболее полного использования несущей способности силовых элементов – арматуры – целесообразно потребовать, чтобы армирующие волокна вдоль их длины были равнонапряжены [7]. При этом в тонких строго безмоментных оболочках (СБО) при симметричной относительно срединной поверхности структуре армирования будет обеспечиваться равномерная работа фазовых материалов по толщине конструкции, т.е. несущая способность равнонапряженных волокон будет использоваться наиболее полно не только по их длине, но и по толщине оболочки. Формулировке и анализу задачи равнонапряженного армирования (РА) упругих и неупругих тонких строго безмоментных оболочек, подверженных термосиловому нагружению, посвящена настоящая работа.

1. ИСХОДНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ЗАДАЧИ РАВНОНАПРЯЖЕННОГО АРМИРОВАНИЯ СТРОГО БЕЗМОМЕНТНЫХ ОБОЛОЧЕК

Рассмотрим тонкую трехслойную оболочку симметричной относительно срединной поверхности структуры. Внутренний слой переменной или постоянной толщины H армирован N семействами волокон, причем армирование может осуществляться по эквидистантным поверхностям или же расстояния между элементарными армированными слоями (АС) изменяются пропорционально изменению H. Структура армирования по толщине этого слоя является регулярной и квазиоднородной. Внешние изотропные слои (ИС) изготовлены из одинакового материала и имеют переменную или постоянную толщину 
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 каждый. Как обычно [1–3], предполагается, что напряженное состояние во всех слоях является плоским и оболочка подчиняется гипотезам Кирхгофа – Лява. Оболочка рассматривается в криволинейной ортогональной системе координат 
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 совмещена со срединной поверхностью оболочки до изгиба; 
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 – главные координаты срединной поверхности; переменная z определяет расстояние от точек оболочки до срединной поверхности.

Для формулировки задачи РА тонких СБО в рамках геометрически линейной постановки необходимо использовать общеизвестные уравнения равновесия безмоментной теории оболочек [1–3]:
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связь между осредненными мембранными («цепными») напряжениями в слоях тонкой оболочки и тангенциальными усилиями 
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 [1–3]
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выражения для мембранных деформаций 
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 и параметров изменения кривизн срединной поверхности 
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 через перемещения точек этой поверхности [2,3]
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условия совместности деформаций [2,3]
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выражения для осредненных мембранных напряжений 
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 в АС через напряжения 
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 в фазах композиции (используется структурная модель с «одномерными» волокнами [8])
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и выражения для напряжений 
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 в ИС [9]
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условия равнонапряженности волокон k-го семейства
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условия постоянства площадей поперечных сечений (ППС) волокон k-го семейства, которые для тонкого АС переменной толщины H имеют вид [10]:
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(при армировании среднего слоя по эквидистантным поверхностям в (1.17) следует формально принять 
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 [10]).
В случае линейно-упругого поведения фазовых материалов АС и ИС в соотношениях (1.8)–(1.14) следует принять [9]
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Предполагая, что на обеих лицевых поверхностях оболочки (
[image: image30.wmf]()/2
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) физическая среда и ее температура одинаковы (так как только в этом случае или при термоизоляции обеих лицевых поверхностей в оболочке рассматриваемой структуры будут отсутствовать температурные изгибные деформации и напряжения [4]), и пренебрегая эффектами второго порядка малости по толщине тонкой оболочки, можно приближенно принять температуру конструкции постоянной по координате z. (Это допущение имеет ошибку того же порядка, что и предположение о линейном распределении деформаций и напряжений по толщине тонкой кирхгофовской оболочки [1–3].) Тогда для расчета тепловых эффектов в СБО используем уравнение двумерной стационарной задачи теплопроводности [11]:
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где 
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На кромках оболочки должны быть заданы общеизвестные тепловые [11], статические и кинематические [2,3] граничные условия, обеспечивающие отсутствие на кромках моментов и перерезывающих сил. (Не будем здесь подробно выписывать эти граничные условия, так как в каждой конкретной задаче, как правило, требуется самостоятельное проектирование подкрепляющих опор и колец, обеспечивающих безмоментное состояние на кромках [2,3].) Кроме того, если на кромке 
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 волокна k-го семейства с постоянными ППС входят в оболочку, то на этой кромке для однозначного интегрирования уравнения (1.17) необходимо задать краевые условия [10]
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Решение задачи РА тонких СБО должно удовлетворять физическим [10] 
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и прочностным [8,9]
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ограничениям. Границы 
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 между упругими 
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 и неупругими 
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 зонами поведения материала связующего АС или материала ИС в СБО определяются уравнениями (предполагается, что при переходе через линию 
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 структура РА изменяется непрерывно)
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На линиях 
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 должны выполняться общеизвестные кинематические, статические и тепловые условия сопряжения решения [9,11].

В уравнениях и соотношениях (1.1)–(1.24) приняты обозначения: 
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 – параметры Ламе и главные кривизны срединной поверхности оболочки соответственно; 
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 – приведенные внешние распределенные нагрузки; 
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 – компоненты распределенной поверхностной нагрузки, приложенной к лицевым поверхностям оболочки; 
[image: image46.wmf]0

,,

iciki

ppp

 – компоненты распределенных объемных нагрузок, действующих на ИС, связующее и волокна k-го семейства АС соответственно; 
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 – интенсивность и угол (отсчитываемый от направления координатной линии 
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) армирования внутреннего слоя волокнами k-го семейства; 
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 – предельно допустимая толщина оболочки, при которой она может рассматриваться как тонкая; 
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 – предельно допустимая суммарная плотность армирования; 
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 – перемещения точек срединной поверхности СБО по направлениям 
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, w – прогиб; 
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 – напряжения в связующем АС; 
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 – напряжение и механическая деформация в волокнах k-го семейства, связанные диаграммой растяжения – сжатия, которая в общем случае может быть несимметричной, зависит от температуры и задается функцией 
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 – интенсивности напряжений и деформаций в связующем, связанные диаграммой деформирования материала связующего, которая может зависеть от температуры; 
[image: image57.wmf]0

u

s

, 
[image: image58.wmf]0

u

e

 – то же, что и 
[image: image59.wmf],

uu

se

, но для материала ИС; 
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 – средние линейные деформации в ИС и связующем АС соответственно; 
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 – коэффициенты Пуассона материалов ИС и связующего АС соответственно; 
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 – модули упругости материалов ИС, связующего и арматуры k-го семейства АС соответственно; 
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 – объемные модули упругости материалов ИС и связующего АС; 
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 – коэффициенты линейного теплового расширения материалов ИС, связующего и арматуры k-го семейства АС; 
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 – коэффициенты теплопроводности материалов ИС, связующего и арматуры k-го семейства АС; 
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 – отклонение температуры конструкции 
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 от температуры ее естественного состояния 
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 и отклонение температуры окружающей среды 
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 на лицевых поверхностях оболочки от 
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 – коэффициент конвективного теплообмена между материалом ИС (или связующего АС, если ИС отсутствуют: 
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) и окружающей средой; q – тепловой поток через лицевую поверхность СБО; 
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 – плотности мощностей внутренних источников тепла в ИС, связующем и волокнах k-го семейства АС; 
[image: image74.wmf]0

k

w

 – заданные на 
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 контурные значения 
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 – пределы прочности материалов ИС и связующего АС, равные пределам текучести 
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 или временному сопротивлению 
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 – пределы прочности волокон k-го семейства при сжатии и растяжении соответственно (при воздействии сжимающих нагрузок может возникнуть некоторая форма неустойчивости волокон, поэтому в общем случае 
[image: image82.wmf]kk

-+

s¹s

); суммирование производится от 1 до N; нижний индекс после запятой означает частное дифференцирование по соответствующей переменной 
[image: image83.wmf]i

x

.

При учете термочувствительности фазовых материалов их физико-механические характеристики 
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 зависят от температуры конструкции 
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 [9], в силу чего от 
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 зависят эффективные коэффициенты теплопроводности 
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 в (1.19), (1.20), а также функции 
[image: image92.wmf]0

,,

k

ggf
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В [4] показано, что строго безмоментное состояние в тонких оболочках с симметричной относительно срединной поверхности структурой эквивалентно безызгибному состоянию 
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 и, следовательно, реализуется при отсутствии на кромках моментов и перерезывающих сил, а также при выполнении уравнений равновесия (1.1), соотношений (1.3), условий совместности
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(вытекающих из (1.6) при 
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) и определяющих уравнений (1.7)–(1.15).

Таким образом, для решения задачи РА тонких СБО, подверженных термосиловому нагружению, в качестве исходных необходимо использовать уравнения и соотношения (1.1)–(1.4), (1.7)–(1.19), (1.25); на кромках оболочки должны быть заданы соответствующие тепловые [11], статические и кинематические [1–3] граничные условия (обеспечивающие отсутствие на кромках моментов и перерезывающих сил), а также краевые условия (1.21); границы между упругими и неупругими зонами в связующем АС и в ИС при непрерывном изменении РА-структуры определяются равенствами (1.24). Решение задачи РА должно удовлетворять физическим (1.22) и прочностным (1.23) ограничениям.

2. СИСТЕМЫ РАЗРЕШАЮЩИХ УРАВНЕНИЙ ЗАДАЧИ РАВНОНАПРЯЖЕННОГО АРМИРОВАНИЯ СТРОГО БЕЗМОМЕНТНЫХ ОБОЛОЧЕК И ИХ КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ

Для упрощения и удобства дальнейшего изложения и анализа предположим, что распределенные нагрузки 
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.) Тогда система (1.1) полностью совпадает с системой уравнений равновесия классической безмоментной теории оболочек. Вопросы существования решения этой системы и корректной краевой задачи для нее, не приводящие к геометрически изменяемой поверхности оболочки, подробно изучены, и аналитические методы решения системы (1.1) хорошо разработаны [1–3]. Поэтому далее будем предполагать, что система (1.1) при известных правых частях проинтегрирована и усилия 
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Если СБО имеет ненулевую гауссову кривизну (
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Она замкнута относительно функций 
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 и распадается на две подсистемы, интегрировать которые можно последовательно: уравнение (2.1) определяет 
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 и является линейным гиперболическим уравнением второго порядка, характеристики которого совпадают с координатными линиями 
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 систему двух линейных гиперболических уравнений первого порядка, характеристики которой также совпадают с координатными линиями. Так как коэффициенты в уравнениях (2.1), (2.2) зависят только от 
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 и их производных, то мембранные деформации в СБО ненулевой гауссовой кривизны определяются только геометрией оболочки и краевыми условиями, соответствующими системам (2.1), (2.2). Естественных граничных условий для деформаций 
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 на кромках оболочки нет, поэтому краевые значения для 
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 можно задавать достаточно произвольно, учитывая лишь согласованность начально-краевых условий для систем гиперболических уравнений [12] (например, для замкнутых оболочек – условия периодичности решения по одной из переменных 
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 и т.п.). Начально-краевые задачи для линейных систем гиперболического типа хорошо изучены [12], поэтому далее будем предполагать, что начально-краевые задачи для систем (2.1), (2.2) проинтегрированы и деформации 
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Предположим, что температура оболочки задана, например постоянна (
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 уравнение (1.11) сводится к квадратному уравнению относительно 
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которое имеет действительные корни при


[image: image123.wmf](

)

(

)

211

122211

(,)(,)0

kkkkkk

ff

--

e-e-sq-aqe-sq-aq³



        (2.4)

(при линейно-упругом поведении материала волокон функция 
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 имеет выражение (1.18)). При выполнении неравенств (2.4) действительные корни уравнения (2.3) задают два направления РА, симметричные относительно направления главных деформаций.

Далее из уравнений (1.9), (1.13) необходимо определить средние линейные деформации 
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 в связующем АС и в ИС, соответственно. Эти уравнения могут быть решены с помощью метода переменных параметров упругости [9], а для улучшения сходимости можно использовать итерационную процедуру Эйткина [13].

Если функции 
[image: image126.wmf]k

y

 известны из (2.3), то при заданной температуре 
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 остается определить функции 
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. Для этого подставим в соотношения (1.3) определяющие уравнения (1.7), (1.8), (1.12), после чего получим
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где 
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 – введенные для удобства функции, для которых должны выполняться физические ограничения
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вытекающие из неравенств (1.22).

К соотношениям (2.5) необходимо добавить условия постоянства ППС волокон (1.17), записанные через функции 
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Из системы (2.5), (2.7) при известной температуре 
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 необходимо определить функции 
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. При этом целесообразно рассматривать в отдельности два случая: 1) материалы связующего АС и ИС различны, т.е.
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2) ИС и связующее АС изготовлены из одного материала, т.е.
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Проанализируем систему (2.5), (2.7) при различных количествах семейств РА (различных N). При 
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 и выполнении условий (2.8) уравнения (2.5) образуют систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), замкнутую относительно 
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. Так как в этом случае не используются равенства (2.7), то равнонапряженная арматура имеет переменные по длине ППС. При этом ППС волокон 
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 могут быть определены по формулам, приведенным в [10]. Следовательно, после решения задачи РА можно определить распределение ППС арматуры по ее длине, что имеет принципиальное значение с точки зрения технологической реализации соответствующих проектов РА. Если же имеют место равенства (2.9), то при 
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 система трех уравнений (2.5) будет переопределена относительно двух функций 
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 и (2.8) система (2.5) недоопределена относительно функций 
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). При этом условия (2.7) не используются, и арматура обоих семейств будет иметь переменные ППС. Если же неизвестны все функции 
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, то систему (2.5) можно замкнуть, потребовав, чтобы арматура одного из семейств (например, второго) имела постоянные ППС, т.е. присоединив к (2.5) одно уравнение (2.7) (при 
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 интегрируется независимо от решения системы (2.5) при следующих начально-краевых условиях, вытекающих из (1.21),
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где 
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 – произвольная функция, заданная на кромке 
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 и удовлетворяющая ограничениям, аналогичным (2.6). При известной из (2.7), (2.10) функции 
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 система (2.5) является СЛАУ относительно 
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. После решения этой системы по формулам, приведенным в [10], можно определить изменение ППС волокон первого семейства вдоль траекторий РА.


При 
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 и (2.9) система (2.5) является СЛАУ, замкнутой относительно 
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). В этом случае условия (2.7) не используются, поэтому волокна обоих семейств будут иметь переменные ППС.

Если 
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 и выполняются неравенства (2.8), то система (2.5) вновь будет недоопределена относительно 
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 и (2.8), для замыкания системы (2.5) следует использовать необходимое количество уравнений (2.7) и начально-краевых условий (2.10) как при известных, так и неизвестных H, h. Функции H, h могут быть обе заданы, однако при этом три семейства арматуры должны иметь переменные ППС, а функции 
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 для этих семейств определяются из замкнутой СЛАУ (2.5).
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[image: image167.wmf]3

N

³

 и (2.9) система (2.5) недоопределена относительно функций 
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 арматура всех семейств будет иметь переменные ППС.

Очевидно, что с практической точки зрения вполне достаточно внедрять в СБО не более трех семейств РА.

Следует подчеркнуть, что выше в настоящем исследовании арматура всех семейств предполагалась равнонапряженной. Это приводит к необходимости отказа от условий постоянства ППС волокон (2.7) некоторых семейств. Изготовление же арматуры переменной по длине ППС может натолкнуться на существенные технологические трудности, что не позволит реализовать на практике соответствующий проект РА тонкой СБО. Преодолеть это затруднение можно следующим образом: во всех рассмотренных выше случаях вместо отказа от условий (2.7) при соответствующих k нужно отказаться от условий РА (2.3). Тогда арматура всех семейств будет иметь постоянные ППС; неравнонапряженные волокна, углы армирования 
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 которых определяются из уравнений (2.5), будут обеспечивать строго безмоментное состояние оболочки, а равнонапряженная арматура остальных семейств будет обеспечивать высокую несущую способность конструкции. Однако при таком подходе потребуется использовать большее количество семейств арматуры. Так, например, при 
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 и (2.8) первые два семейства волокон можно считать равнонапряженными (для них углы РА 
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 определяются из уравнений (2.3), а функции 
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 – из начально-краевой задачи (2.7), (2.10)), а волокна третьего семейства неравнонапряжены и параметры армирования 
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 наряду с функциями h, H определяются из замкнутой системы нелинейных уравнений (2.5), (2.7), где 
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 имеет выражение (1.11). Эта система имеет одну действительную характеристику, не совпадающую с траекторией армирования. При внедрении в СБО пяти семейств арматуры два из них (например, первое и второе) можно считать равнонапряженными (параметры РА 
[image: image179.wmf],,1,2

kk

k

yW=

 определяются уравнениями (2.3), (2.7)), а остальные три будут обеспечивать условие строгой безмоментности оболочки, и их параметры армирования 
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 будут задаваться замкнутой системой нелинейных уравнений (2.5), (2.7) при 
[image: image181.wmf]3,4,5
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. В этом случае функции h, H как при (2.8), так и при (2.9) могут быть заданы (т.е. толщины СБО и АС известны).

Таким образом, для СБО ненулевой гауссовой кривизны при известной температуре 
[image: image182.wmf]q

 задача РА распадается на составляющие подзадачи: определение усилий из системы (1.1), деформаций – из системы (2.1), (2.2) и параметров РА – из системы (2.3), (2.5), (2.7), решать которые можно последовательно. В силу того, что каждое уравнение (2.3) при этом может быть двояко решено относительно 
[image: image183.wmf]k
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, можно получить 
[image: image184.wmf]2

N

 (
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 – количество семейств равнонапряженных волокон) проектов РА, из которых для практической реализации следует отобрать удовлетворяющие физическим (1.22), (2.6) и прочностным (1.23) ограничениям. (В качестве дополнительного требования, естественно, выступает и требование устойчивости оболочки. Не будем останавливаться на этом вопросе, так как он выходит за рамки настоящего исследования.) Последний факт наглядно показывает, что задача РА в силу своей нелинейности может иметь несколько альтернативных решений при одних и тех же входных данных. Так как естественных краевых условий для системы (2.1), (2.2) на кромках СБО нет, то краевые условия для деформаций 
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 можно задавать достаточно произвольно (при этом должны выполняться неравенства (2.4), обеспечивающие существование РА-проекта), что позволяет управлять НДС в ИС, в связующем АС и РА-структурой. Кроме того, управлять РА-структурой можно и за счет варьирования функций 
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 в краевых условиях (2.10) для семейств арматуры с постоянными ППС.

Если температура СБО неизвестна, то решение задачи РА существенно усложняется, так как в этом случае нужно совместно решать уравнения (2.3), (2.5), (2.7) и уравнение теплопроводности
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относительно неизвестных функций 
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. (Усилия 
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 и деформации 
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 по-прежнему предполагаются известными из уравнений равновесия (1.1) и системы (2.1), (2.2).) Следовательно, подзадачи определения температуры СБО, параметров РА и толщины ИС и АС связаны. Для упрощения решения задачи РА в этом случае можно воспользоваться методами теории возмущений [15], выделив в уравнениях (2.3), (2.5) малые параметры при 
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. Действительно, обезразмерим уравнения (2.3), (2.5) делением на 
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 – характерное напряжение в арматуре первого семейства). Тогда безразмерное условие РА формально будет иметь вид (2.3), а безразмерные соотношения (2.5) будут при функциях g, 
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 и величинах 
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 иметь сомножитель 
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. Для многих современных волокнистых композиций безразмерные величины 
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 суть малые параметры (например, для бороалюминия и боромагния 
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). Поэтому в безразмерных соотношениях (2.3), (2.5) при безразмерной температуре 
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 в качестве сомножителей будут стоять малые параметры 
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 (звездочкой помечены значения физико-механических характеристик фазовых материалов при температуре естественного состояния конструкции 
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). Используя методы теории возмущений, для таких композиций можно вновь «расщепить» решение задачи РА тонких СБО на составляющие подзадачи. В частности, можно использовать следующий итерационный процесс. Пусть 
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 – известное l-е приближение функции 
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. Тогда подставим 
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 в условие РА (2.3) и определим из него l-е приближение угла РА 
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. Подставляя 
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 в уравнения (2.5), (2.7), получим по описанной выше схеме l-е приближения функций 
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. После подстановки известных функций 
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 в уравнение теплопроводности (2.11) и выражения (2.12) будем иметь линейную (или квазилинейную, при учете термочувствительности) граничную задачу для эллиптического уравнения второго порядка относительно (
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)-го приближения температуры 
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. Зная из (2.11) функцию 
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, можно построить решение задачи РА на следующей итерации и т.д. В качестве первого приближения следует использовать решение задачи РА тонких СБО ненулевой гауссовой кривизны при температуре естественного состояния конструкции (
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Если СБО имеет нулевую гауссову кривизну (например, 
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, 
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), то второе уравнение совместности деформаций (1.25) с учетом условий Кодацци [3] и 
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 выполняется тождественно, а первое и третье уравнения принимают вид
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Последнее уравнение можно формально проинтегрировать по 
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, тогда получим 
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 – некоторая функция. Как уже отмечалось, естественных граничных условий для деформаций 
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 на кромках СБО нет, поэтому 
[image: image225.wmf]2

()

fx

 можно задать достаточно произвольно, например, для простоты приняв 
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. Следовательно, вместо (2.14) можно использовать уравнение
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(Справедливость замены уравнения (2.14) равенством (2.15) можно подкрепить следующим обстоятельством. Уравнение совместности (2.15) должно быть справедливо и в случае осесимметричного деформирования СБО. Как нетрудно видеть, в осесимметричном случае при 
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 второе уравнение (1.25) имеет вид (2.15), а третье уравнение (1.25) совпадает с (2.14), т.е. третье уравнение (1.25) является следствием второго. Так же и уравнение (2.14) является следствием равенства (2.15). Но в силу непрерывности изменения всех неизвестных функций от кривизны 
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 целесообразно потребовать, чтобы и при 
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 в осесимметричном случае выполнялось равенство (2.15), т.е. действительно целесообразно принять 
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.) Таким образом, для СБО нулевой гауссовой кривизны (
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) уравнения совместности деформаций имеют вид (2.13), (2.15). Эта система уравнений, в отличие от случая СБО ненулевой гауссовой кривизны, незамкнута относительно 
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, и деформации не могут быть определены независимо от параметров РА 
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 и температуры 
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. В этом случае, используя соотношения (2.5), следует исключить 
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 из уравнений совместности (2.13), (2.15) и условий РА (2.3), после чего при линейно-упругом поведении материалов ИС и связующего АС (см. (1.18)) получим
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