Механика композиционных материалов и конструкций
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Если материалы ИС и связующего АС различны (см. (2.8)), то система уравнений (2.7), (2.11), (2.19)–(2.21) с учетом выражений (2.12), (2.17), (2.18) будет замкнута относительно неизвестных функций 
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). При этом арматура всех семейств будет иметь постоянные ППС, что удобно с точки зрения технологической реализации соответствующего проекта РА.

Если же ИС и связующее АС изготовлены из одного материала (см. (2.9)), то система (2.7), (2.11), (2.19)–(2.21) состоит из 
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 уравнений и содержит 
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 неизвестные функции 
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 (в этом случае подсистема (2.19)–(2.21) с учетом (2.17) существенно упрощается; в развернутом виде при 
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 она приведена в [16]). Чтобы эта система имела решение необходимо либо определить условия ее согласования (которые наложат соответствующие ограничения на усилия 
[image: image10.wmf]ij

T

, а тем самым, и на нагрузки 
[image: image11.wmf]i

p

, что малоинтересно с практической точки зрения), либо замкнуть ее, исключив из рассмотрения одно из уравнений. В рамках проблемы РА естественно «пожертвовать» одним из уравнений (2.7), т.е. арматура одного из семейств должна иметь переменные ППС. При этом (в отличие от случая 
[image: image12.wmf]12

0

kk¹

) решение задачи РА может быть получено и при внедрении в СБО одного семейства волокон (
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) с переменными ППС.

Если при (2.9) функция 
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 является заданной, то для замыкания системы (2.7), (2.11), (2.19)–(2.21) относительно 
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 необходимо исключить из рассмотрения два условия (2.7), т.е. арматура двух семейств должна иметь переменные ППС. Очевидно, что в этом случае количество семейств волокон не может быть меньше двух.

Таким образом, в случае СБО нулевой гауссовой кривизны подзадачи определения температуры 
[image: image16.wmf]q

, параметров РА 
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 и толщины ИС и АС связаны. Чтобы упростить решение этой задачи при наличии теплового воздействия можно, как и прежде, обезразмерить уравнения (2.19)–(2.21) и выделить при безразмерной температуре 
[image: image18.wmf]q

 малые параметры 
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. Далее, при помощи методов теории возмущений можно расщепить указанные подзадачи на задачу определения приближений параметров РА и толщин АС и ИС и на задачу определения приближения температуры (в частности, можно использовать итерационный процесс, аналогичный предложенному выше). Однако даже при таком подходе подзадачи определения приближений параметров РА и толщин АС и ИС связаны и являются существенно нелинейными, что существенно усложняет их качественный анализ и разработку методов решения, так как не удается последовательно определить 
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, а затем 
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 и h, H, как в случае СБО ненулевой гауссовой кривизны (
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). При этом задача РА в силу трансцендентности уравнений (2.21) относительно углов 
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 по-прежнему может иметь несколько решений, которыми можно управлять, за счет варьирования краевых значений функций 
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 на кромке, где волокна k-го семейства входят в СБО.

Отметим, что если поведение материалов связующего АС и ИС предполагается неупругим, то для решения задачи РА тонких СБО нулевой гауссовой кривизны можно использовать метод переменных параметров упругости [9]. Тогда подсистема (2.19)–(2.21) (наряду с (2.7), (2.11)) может быть использована на каждой итерации для определения приближений функций 
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. При этом в уравнениях (2.19)–(2.21) и соотношениях (2.16)–(2.18) под 
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 нужно понимать следующие приближения [9]:
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где 
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 суть l-е приближения функций 
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, известные из решения на предыдущей итерации; в качестве первого приближения следует использовать термоупругое решение (
[image: image32.wmf](1)(1)

(1)(1)

00

00

,,,

EEEE

=n=n=n=n

).

Особый интерес с прочностной точки зрения вызывает случай однородного деформирования (ОД) тонкой СБО, когда полные деформации во всех семействах РА одинаковы, а температура постоянна:
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        (2.22)

Выполнение в СБО с РА-структурой условий (2.22) обеспечивает не только равнонапряженность арматуры, но и равнонапряженность связующего АС и ИС (
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 (см. (1.8), (1.9), (1.12), (1.13)). Это позволяет исключить нежелательное влияние сдвиговых деформаций на сцепление арматуры со связующим и повысить несущую способность связующего АС и ИС.

Если имеют место соотношения (2.22), то уравнения совместности (2.1), (2.2) или (2.13), (2.15) и условия РА (2.3) тождественно удовлетворяются, причем последние при произвольных углах 
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. Следовательно, для определения функций 
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 необходимо использовать систему (2.5), (2.7).

В случае выполнения неравенств (2.8) при 
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 система (2.5), (2.7) замкнута относительно функций 
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 и имеет одну действительную характеристику, несовпадающую с траекторией РА. При этом волокна имеют постоянные ППС. Если функция H (или h) задана, то система (2.5) замкнута относительно 
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). В этом случае условие (2.7) не используется, и арматура имеет переменные ППС. При внедрении в АС двух семейств волокон (
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) система (2.5), (2.7) недоопределена относительно 
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, поэтому толщину H (или h) следует задавать изначально. При этом система (2.5), (2.7) замкнута относительно 
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 (или 
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), и волокна обоих семейств имеют постоянные ППС. Если H, h – заданные функции (например, 
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), то система (2.5), (2.7) замкнута относительно функций 
[image: image46.wmf],

kk

Wy

 при 
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. В этом случае арматура всех семейств также имеет постоянные ППС, что удобно с технологической точки зрения.

В случае выполнения равенств (2.9) при 
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 система (2.5) замкнута относительно функций 
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. Так как условия (2.7) при этом не используются, то арматура должна иметь переменные ППС, что неудобно с точки зрения технологической реализации таких проектов РА. При 
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 система (2.5), (2.7) замкнута относительно 
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, причем волокна обоих семейств имеют постоянные ППС, однако толщина СБО (
[image: image52.wmf]Hh
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) в общем случае будет переменной. Если 
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 – заданная функция (например, 
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), то система (2.5), (2.7) замкнута относительно 
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 при 
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. При этом толщина СБО (в частности, толщина АС) задана, а арматура всех семейств имеет постоянные ППС.

Таким образом, случай ОД тонких СБО наиболее интересен с прочностной точки зрения и с точки зрения технологической реализации проектов РА. При этом можно получать проекты, в которых арматура всех семейств имеет постоянные ППС, а толщины АС и ИС заданы (в частности, постоянны). А значит, именно такого деформированного состояния и следует, по возможности, добиваться при РА тонких СБО.

При осесимметричном нагружении и закреплении СБО вращения их целесообразно армировать также осесимметрично. При этом решение задачи РА зависит только от меридиональной координаты 
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, а система исходных уравнений состоит из (1.1)–(1.19), в которых следует опустить производные по окружной координате 
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, а под дифференцированием по 
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 нужно понимать обычную производную. Подчеркнем, что из сравнения последних равенств (1.4), (1.5) в осесимметричном случае вытекает
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т.е. при наличии мембранной деформации 
[image: image61.wmf]12
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 в кирхгофовской оболочке вращения в осесимметричном случае имеют место деформации кручения 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image63.wmf]212
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), а значит, крутящий момент 
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 в оболочках с симметричной относительно срединной поверхности структурой не будет тождественно равен нулю [4]. Однако в рамках гипотез Кирхгофа – Лява в тонких (
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 [1]) оболочках вращения деформации кручения пренебрежительно малы по сравнению с мембранными сдвиговыми деформациями: 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image68.wmf]121212212
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. Поэтому при решении осесимметричной задачи РА тонких оболочек их можно рассматривать как безмоментные, если пренебрежительно малы и деформации изгиба и кручения.

Учитывая равенство (2.23), получим, что в осесимметричном случае первое уравнение совместности (1.6) с учетом условий Кодацци выполняется тождественно, а второе и третье уравнения в предположении об отсутствии изгибных деформаций (
[image: image69.wmf]1122

0

k=k=

) примут вид (2.15), (2.14) соответственно. Но уравнение (2.14) является следствием равенства (2.15), поэтому в осесимметричном случае имеем только одно уравнение совместности (2.15) [6].

По-прежнему будем считать, что уравнения равновесия (1.1) проинтегрированы независимо от остального решения задачи РА, т.е. [1–3]
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где 
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 – значение переменной 
[image: image72.wmf]1
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, определяющее кромку оболочки. Тогда для получения системы разрешающих уравнений в случае линейно-упругого поведения материалов связующего АС и ИС следует, используя соотношения (2.16), исключить деформации 
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 из системы (2.3) и уравнения (2.15), после чего будем иметь систему уравнений (2.11), (2.20), (2.21) и 
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где 
[image: image75.wmf]*
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 – задаваемые постоянные интегрирования, имеющие смысл суммарной ППС арматуры k-го семейства [10]. (Соотношения (2.25) являются проинтегрированными в осесимметричном случае уравнениями (2.7).)

Если ИС и связующее АС изготовлены из разных материалов (см. (2.8)), то система (2.11), (2.20), (2.21), (2.25) состоит из 
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 уравнений и содержит 
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 (
[image: image79.wmf]1,2,...,
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). Чтобы эта система была замкнута, одну из указанных функций необходимо задать. Очевидно, что удобнее всего задать толщину АС (H) или толщину ИС (h). При этом арматура всех семейств будет иметь постоянные ППС, что удобно с точки зрения технологической реализации соответствующих РА-проектов. Если обе функции H, h заданы (например, 
[image: image80.wmf]const,const

Hh

==

), то система разрешающих уравнений будет переопределена относительно 
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 функций 
[image: image82.wmf],,

kk

qWy

. В этом случае целесообразно отказаться от одного из условий (2.25), т.е. арматура одного из семейств должна иметь переменные ППС, обеспечивая строго безмоментное состояние в оболочке.

При выполнении равенств (2.9) система (2.11), (2.20), (2.21), (2.25) замкнута относительно функций 
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, и арматура всех семейств имеет постоянные ППС. Если толщина СБО (
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) задана, то эта система будет переопределена относительно функций 
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[image: image86.wmf](1,2,...,)

kN

=

. В этом случае целесообразно отказаться от условий постоянства ППС (2.25) волокон одного из семейств.

Как и в общем случае, при осесимметричном деформировании СБО за счет применения методов теории возмущений можно развязать подзадачи определения параметров РА (
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) и температуры 
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. При этом подсистема (2.20), (2.21), (2.25), определяющая параметры РА, содержит только одно обыкновенное квазилинейное дифференциальное уравнение первого порядка (2.20), остальные уравнения (2.21), (2.25) являются трансцендентными. В силу существенной нелинейности этих уравнений осесимметричная задача РА тонких СБО может иметь несколько альтернативных решений при одних и тех же входных данных. Этими решениями можно управлять за счет варьирования величин 
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 (или 
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Если поведение материалов связующего АС и ИС предполагается неупругим, то для решения осесимметричной задачи РА тонких СБО можно использовать метод переменных параметров упругости. Тогда подсистема (2.20), (2.21) наряду с уравнениями (2.11), (2.25) может быть использована на каждой итерации для определения приближений функций 
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Решение осесимметричной задачи РА тонких СБО в случае ОД в общем случае строится по схеме, изложенной выше.

Если деформации 
[image: image94.wmf]ij
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 известны из решения задачи РА, то перемещения точек срединной поверхности СБО можно определить за счет интегрирования геометрической задачи безмоментной теории оболочек, т.е. путем интегрирования уравнений (1.4) при соответствующих кинематических граничных условиях. Эта задача хорошо изучена [1–3]. (На первый взгляд может показаться, что перемещения точек оболочки можно определить из системы (1.5) при условии 
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 независимо от решения задачи РА, но в этом случае могут возникнуть определенные трудности. Так, в осесимметричном случае при 
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 нельзя однозначно определить перемещения. Если же перемещения определены из системы (1.4), то в силу выполнения условий совместности деформаций (1.25), вытекающих из (1.6) при 
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, после подстановки перемещений в правые части (1.5) получим тождества 
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Отметим, что выше в настоящем параграфе распределенные нагрузки 
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 в уравнениях равновесия (1.1) предполагались заданными и не зависящими от параметров РА 
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 (см. (1.2)). Это позволило рассматривать решение системы (1.1) отдельно от решения остальной части задачи РА тонких СБО и упростить тем самым анализ соответствующих систем уравнений. Если же компоненты нагрузки 
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 имеют общий вид (1.2), то правые части уравнений (1.1) зависят от параметров РА 
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 и система (1.1) при этом должна рассматриваться совместно со всеми остальными уравнениями задачи РА, что приводит к некоторому усложнению анализа системы разрешающих уравнений. Однако это усложнение не принципиально при численном интегрировании задачи РА тонких СБО, так как система (1.1) является системой уравнений первого порядка и для нее на кромке оболочки можно поставить начально-краевую задачу [1–3]. Значения функций 
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 на этой кромке можно определить из соответствующих статических граничных условий, краевых условий (1.21) и третьего уравнения (1.1).

3. АНАЛИЗ НЕУПРУГИХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ РАВНОНАПРЯЖЕННОГО АРМИРОВАНИЯ ОДНОРОДНО ДЕФОРМИРУЕМЫХ ОБОЛОЧЕК

Исследуем некоторые аналитические решения задачи РА тонких СБО вращения. Рассмотрим осесимметричный случай ОД оболочки. Будем считать, что ИС в оболочке отсутствуют (
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) и внешние распределенные нагрузки 
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Предположим, что СБО армирована двумя семействами волокон (
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). Тогда с учетом равенств (2.22) из первых двух соотношений (2.5) последовательным их вычитанием и сложением получим:
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где при линейно-упругом поведении материала связующего
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при неупругом поведении


[image: image114.wmf](

)

(

)

1122110012

(,)3const,0;

ccuc

gK

s=s=eqe+aq-e+e-aq=s=

(3.4)


[image: image115.wmf]u

e

 имеет выражение (1.10), а 
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 определяется из решения уравнения (1.9) с учетом (2.22). Предполагая 
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Рассмотрим эти равенства на кромке 
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 и учтем краевые условия 
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где 
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Путем элементарных тригонометрических преобразований систему (3.6) можно преобразовать к виду
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Из равенства (3.2) на кромке 
[image: image124.wmf]0

11

xx

=

 имеем:
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Для получения решения в точках 
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 в третьем равенстве (2.5) и в (3.1) учтем условие постоянства ППС волокон (2.25):
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где постоянные 
[image: image128.wmf]k

*

W

 известны из второго равенства (2.25) и решения системы (3.7), (3.8). В каждой точке 
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 решение системы (3.9) может быть получено с помощью итерационной процедуры Эйткина [13]. Если система (3.9) решена во всех точках 
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При известных функциях 
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 можно определить и интенсивности армирования 
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. При этом должны выполняться физические ограничения (1.22).

Первое уравнение (3.7) в зависимости от значений 
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 и правой части может иметь два решения относительно 
[image: image137.wmf]02

y

 на интервале 
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 имеет единственное решение на том же интервале. Следовательно, на кромке 
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 можно получить два альтернативных решения рассматриваемой задачи РА. Аналогично, в силу существенной нелинейности система (3.9) также может иметь несколько альтернативных решений, которыми можно управлять за счет варьирования величин 
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. Эти решения будут обладать той особенностью, что в них НДС в фазах композиции, тангенциальные усилия и перемещения будут одинаковы. Поэтому если в некоторых точках СБО не будут выполняться физические ограничения (1.22), то для преодоления этой негативной ситуации можно использовать сопряженные решения задачи РА. При этом в некоторых точках 
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 решение будет претерпевать разрыв, т.е. скачком будут изменяться функции 
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. Такой скачок будет соответствовать переходу в точках 
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 от одного решения задачи (3.7)–(3.10) к другому.

Полученное решение (3.7)–(3.10) вызывает особый интерес потому, что даже при наличии скручивания оболочки (
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Решение задачи РА, определяемое соотношениями (3.10), (3.11), должно удовлетворять неравенствам (см. (2.6))
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Постоянная интегрирования 
[image: image166.wmf]1*

W

 в (3.11) может быть задана, либо определяется вторым равенством (2.25). Во втором случае, чтобы определить величину 
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отсюда и из первого равенства (2.5) следует
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Значения 
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должны удовлетворять неравенствам, аналогичным (1.22), (3.12).

Таким образом, при отсутствии нагрузок в окружном направлении рассматриваемая задача имеет единственное решение, которое определяется соотношениями (2.24), (3.10), (3.11), (3.14). Этим решением можно управлять за счет варьирования величины 
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 в формулах (3.14) или величины 
[image: image177.wmf]1*

W

 в (3.11). (Альтернативное решение этой задачи не представляет практического интереса, так как в альтернативном проекте траектории РА разных семейств просто меняются местами.)

Определенным недостатком полученных решений является то, что в общем случае толщина H оболочки является переменной. Если потребовать, чтобы толщина СБО была постоянна (
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), то решение исследуемой задачи при отсутствии нагрузок в окружном направлении (
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) можно получить, внедряя в оболочку две пары семейств волокон. При этом следует предполагать, что арматура семейств каждой пары уложена меридионально-симметрично с одинаковой интенсивностью и изготовлена из одного материала:
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         (3.15)

Для получения решения в этом случае вновь последовательно сложим и вычтем первые два равенства (2.5) (третье равенство (2.5) при структуре армирования (3.15) и 
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Сложим эти уравнения:
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Из системы уравнений (3.16), (3.18) следует
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Первое уравнение (3.19) при 
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имеет два действительных корня, остальные уравнения (3.19) при известном 
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 решаются однозначно. Следовательно, система (3.19) при выполнении неравенства (3.20) может иметь два набора решений для функций 
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). Решениями же задачи РА будут только те решения системы (3.19), которые удовлетворяют физическим ограничениям (1.22), (3.12).

Постоянные интегрирования 
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 в (3.19) могут быть заданы, либо определяются последними равенствами (3.19). Во втором случае, чтобы определить 
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Из (3.21) вытекает, что на кромке 
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, так как они связаны первым равенством. Следовательно, в рассматриваемом случае на кромке 
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 можно управлять и решением системы (3.19), а значит, и решением задачи РА.

Исследуем еще один случай РА оболочки постоянной толщины H, интересный с практической точки зрения. Будем предполагать, что СБО армирована тремя семействами волокон (
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Из (3.22) следует
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т.е. если распределенные нагрузки 
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), и вытекает из суммирования двух первых равенств (2.5) с учетом выражений (3.3) или (3.4). Качественно аналогичный результат приведен в [17] для идеальных цилиндрических оболочек, в которых работой связующего пренебрегают. При этом волокна предполагаются нерастяжимыми, а напряжения в арматуре всех семейств считаются одинаковыми и постоянными, что обеспечивает минимум расхода арматуры в таких оболочках.) Из равенства (3.23) получаем
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отсюда с учетом (3.24) следует
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Подставим в третье равенство (2.5) и в (3.25) выражения (2.25), тогда с учетом 
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Используя элементарные тригонометрические преобразования, систему (3.26) можно преобразовать к виду
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Первое уравнение (3.27) в зависимости от значений 
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 и правой части может иметь два корня 
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 имеет единственное решение на том же интервале. При известных из (3.27) функциях 
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 интенсивность армирования окружным семейством волокон 
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 вычисляется из (3.24).

Предполагая, что для волокон спиральных семейств 
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 заданы краевые условия (1.21), из (3.24) получим
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а из третьего соотношения (2.5) и из (3.23) будем иметь
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Путем элементарных тригонометрических преобразований система (3.29) преобразуется к виду
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Первое уравнение (3.30) в зависимости от значений 
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 и правой части может иметь два корня 
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 на интервале 
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 имеет единственное решение на том же интервале. Так как системы (3.27), (3.30) определяют по два набора параметров РА, то рассматриваемая задача может иметь два гладких решения, которыми можно управлять за счет варьирования величин 
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. Эти решения будут обладать той особенностью, что в них НДС в фазах композиции, тангенциальные усилия и перемещения будут одинаковыми. Поэтому если в некоторых точках СБО не будут выполняться физические ограничения (1.22), то для преодоления такой ситуации можно использовать сопряженное решение задачи РА. При этом в некоторых точках 
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 решение будет испытывать разрыв, т.е. скачком будут изменяться функции 
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. Такой скачок будет соответствовать переходу в точках 
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 от одного решения задачи (3.27)–(3.30) к другому. Общий расход арматуры в силу (3.24) в сопряженном проекте будет оставаться прежним.

Если оболочка не испытывает скручивания (
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 из (2.25), (3.27)–(3.30) получим, что в СБО реализуется меридионально-симметричная структура РА:
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При этом два альтернативных решения задачи отличаются лишь тем, что траектории РА разных семейств в них меняются местами, т.е. с практической точки зрения это один и тот же проект.

В силу выполнения равенств (2.22), (2.24), (3.3), (3.4), (3.24) во всех альтернативных проектах РА, получаемых по формулам (3.27)–(3.30) за счет варьирования величин 
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, перемещения и общий расход арматуры. Следовательно, с точки зрения прочности, устойчивости, податливости и расхода арматуры все эти проекты будут равноправны, а для практической реализации стоит выбирать из них технологически наиболее простой.

В частности, если рассмотреть цилиндрическую оболочку, нагруженную постоянным внутренним (или внешним) давлением 
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, к кромкам которой приложено осевое растягивающее (или сжимающее) усилие 
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), а РА-структура определяется равенствами (3.30), (3.31). Среди всех проектов, задаваемых этими равенствами, есть проект и с продольно-окружным армированием, который получается при задании 
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 определяются из (3.28) и первого равенства (3.30) как из СЛАУ. Очевидно, что этот проект реализуется проще, чем проекты со спирально-окружной структурой, и именно его и следует выбирать из всей совокупности РА-проектов цилиндрической оболочки с однородным напряженным состоянием. Однако если напряженное состояние не является однородным, то продольно-окружной проект армирования цилиндрической оболочки постоянной толщины не будет обеспечивать одновременно равнонапряженность волокон и ОД конструкции.

На примере решения задачи РА ОД-оболочки удобно продемонстрировать эффективность использования неупругих проектов с равнонапряженной арматурой. Для этого рассмотрим цилиндрическую оболочку радиуса R и длины 
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, изготовлена из магниевого сплава МА2 и армирована по спирально-окружным направлениям борными волокнами (физико-механические характеристики фазовых материалов приведены в табл.1). Конструкция нагружена постоянным внутренним давлением 
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 – временное сопротивление борных волокон, см. табл.1). Тепловое воздействие не учитывается (
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Табл.1.

Физико-механические характеристики магниевого сплава и борных волокон.
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