Механика композиционных материалов и конструкций



том 10, № 1, 2004 г.


УСТОЙЧИВОСТЬ СЛОИСТЫХ КОМПОЗИТНЫХ

КОСОУГОЛЬНЫХ ПАНЕЛЕЙ

Азиков Н.С.

«МАТИ»-РГТУ им.К.Э.Циолковского, г. Москва, Россия

РЕЗЮМЕ


Косоугольные композитные панели наряду с прямоугольными достаточно широко используются в авиационных конструкциях, в частности, в крыльях прямой и обратной стреловидности. Имеющиеся исследования ограничиваются рассмотрением изотропных и ортотропных слоистых или однородных прямоугольных панелей, нагруженных в своей плоскости потоками нормальных и касательных усилий, и не затрагивают панели с иным контуром в плане. В статьях, посвященных проблемам устойчивости и собственных колебаний косоугольных панелей, например, [1–3], изгибные жесткости определяются в ортогональной системе координат, а прогиб задается в косоугольной. Такой подход не позволяет решать задачи, связанные с анализом влияния схемы армирования композитных слоев на критические усилия панели, особенно если углы армирования задаются относительно произвольной оси. Настоящая работа посвящена исследованию устойчивости слоистых композитных косоугольных панелей при сжатии и сдвиге.


Рассмотрим слоистую композитную панель крыла обратной стреловидности, свободно опертую по всем сторонам на пояса лонжеронов и нервюр (последние расположены по потоку) и нагруженную в своей плоскости потоками сжимающих и сдвигающих усилий. На панель действуют усилия 
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 (рис.1а), или 
[image: image2.wmf],,
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 (рис.1б), или 
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 (рис.1в), заданные соответственно в системах координат 
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. Как будет показано ниже, по заданным в одной из систем координат усилиям можно найти остальные. Ортогональная система 
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 рассматривается как локальная самолетная, декартова система 
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 - как основная (далее вместо 
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 будут использоваться обозначения 
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), система координат 
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 - как взаимная к основной. Панель длиной l и шириной b имеет угол скоса 
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 (угол считается положительным, если крыло имеет обратную стреловидность) (рис.2). Она образована k элементарными ортотропными слоями композиционного материала, расположенными симметрично по толщине пакета под углами 
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 к некоторой оси, относительно которой задается схема армирования. Введем ортогональную систему координат 
[image: image12.wmf]0
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и свяжем ее с направлением армирования. В общем случае система 
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 повернута относительно 
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 на угол 
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 (рис.2). Установим связь между координатами прямоугольной и косоугольных систем. Согласно рис.3 координата точки 
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 может быть определена как
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Рис.1.
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Рис.2.

Обратные соотношения имеют вид
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Определим с помощью равенств (1) и (3) ко- и контравариантные компоненты метрического тензора
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Рис.3.
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Проекции перемещения точки 
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 в 
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 в основном и взаимном базисах через проекции 
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 в координатах 
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могут быть выражены следующим образом
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Обратные соотношения определяются равенствами
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Найдем перемещения в косоугольных координатах (они показаны на рис.3)
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Определим деформации отрезка 
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Обозначим ко- и контравариантные деформации следующим образом
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Они определяют деформации панели в основном и взаимном базисах и связаны с деформациями в ортогональной системе координат 
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 соотношениями (7) и (8). Найдем обратные зависимости
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Вектором 
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будем определять деформации, связанные с направлением армирования слоев композита. Их можно выразить через 
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с помощью известных соотношений [4]
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Если ввести обозначения векторов
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и учесть (11) и (12), то с помощью (13) удается представить деформации 
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 через деформации в косоугольном базисе
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где
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Перейдем к напряженному состоянию панели и свяжем напряжения 
[image: image51.wmf],,

T

xyxy

xy

ssst

êú

=

êú

ëû

ëû

с напряжениями в основном 
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 базисах (рис.4). 
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Вырежем из панели треугольные элементы с гранями, параллельными осям 
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 (рис.5 и 6) и рассмотрим их равновесие:
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Рис.5.

Согласно рис.5 будем иметь следующие равенства
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[image: image58]
Рис.6.

Из рис.6 следует
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Выполнив алгебраические преобразования, получим
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Повторим аналогичные преобразования для контравариантных напряжений, результатом которых будут следующие зависимости
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Найдем из (15) и (16) обратные соотношения
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Свяжем найденные напряжения с напряжениями 
[image: image64.wmf],,

T

abab

ab

ssst

êú

=

êú

ëû

ëû

 в элементарном слое композита. Для этого воспользуемся формулами из монографии [4]
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С учетом соотношений (17) и (18) получим искомые зависимости
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где 
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Определим ко- и контравариантные обобщенные жесткости элементарного слоя композита. Считая, что слои при нагружении деформируются без взаимного проскальзывания, подставим деформации 
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, выраженные через 
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 с помощью (14), в физические соотношения 
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где 
[image: image76.wmf]ab

b

a

G

E

E

,

,

 - модули упругости вдоль и поперек волокон и модуль сдвига; 
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 - коэффициенты Пуассона;
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Полученные в результате подстановки напряжения в свою очередь связаны с напряжениями 
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 зависимостями (19). Следовательно, искомые обобщенные жесткости можно найти из физических соотношений для ко- и контравариантных напряжений:
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Здесь 
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 - матрицы ко- и контравариантных обобщенных жесткостей; 
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- матрицы взаимных обобщенных жесткостей;

[image: image84.wmf]1

22

sec00secsec

sincos2sin010

0102sec

ARAR

tgtg

tgA

tgtg

xh

xhe

sxh

ab

ab

ccccc

cccc

ccc

-

êúêú

==

êúêú

ëûëû

ëûëû

êú

-

êú

êú

êú

=-

êú

ëû

êú

êú

êú

êú

--

ëû

ëû


(21)


[image: image85.wmf]1

cossin2sincos00

0sec0sinsec

012sin01

ARAR

tg

Atgtg

tg

se

xhxh

xhab

ab

ccccc

ccccc

cc

-

êúêú

==

êúêú

ëûëû

ëûëû

êúêú

êúêú

=

êú

ëû

êúêú

êúêú

ëûëû



[image: image86.wmf]11

,.

ARARARAR

xh

sexhxh

xhxhse

abab

xh

--

êúêúêúêú

êúêú

==

êúêú

ëûëû

ëûëû

ëûëûëûëû



[image: image87.wmf]A
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 - матрица обобщенных жесткостей, связанных с направлением армирования и определяемых как
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[image: image92.wmf]E
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 - квадратная матрица приведенных модулей упругости, модуля сдвига и коэффициентов Пуассона
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Полагая, что в элементарном слое напряжения постоянные по толщине, проинтегрируем физические соотношения (20) в пределах пакета
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где 
[image: image95.wmf]1
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- суммарная толщина панели.

Аналогичные физические соотношения получим и для контравариантных усилий
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В физических соотношениях (22) и (23) 
[image: image97.wmf],
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 - матрицы ко- и контравариантных мембранных жесткостей; 
[image: image98.wmf],
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 - матрицы взаимных мембранных жесткостей. Последние позволяют выразить ко- и контравариантные усилия соответственно через контра- и ковариантные деформации. Их нахождение можно рассматривать как операции «опускания/поднятия» индексов тензорного анализа.

Запишем граничные условия:
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Считая, что докритическое напряженное состояние панели является безмоментным, получим из условий (24) и (25) следующие соотношения:
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которые позволяют связать ко- и контравариантные усилия, приведенные на рис.1, с усилиями сжатия и сдвига в ортогональной системе координат 
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. Учитывая знаки перед усилиями, найдем
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откуда
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Формулы (26)-(27) позволяют найти все усилия на контуре панели, если часть из них задана только в одной из систем координат.

Определим полные деформации панели
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w – прогиб панели,

и подставим их в физические соотношения (20). Умножив получающиеся полные напряжения на z, проинтегрируем их по толщине и определим ко- и контравариантные моменты
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где 
[image: image113.wmf],,
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 - вектор ковариантных моментов;
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 - вектор контравариантных моментов;
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 - вектор ковариантных кривизн;
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 - вектор контравариантных кривизн; 
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 - матрицы ко- и контравариантных изгибных жесткостей;
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 - матрицы взаимных изгибных жесткостей.

Свяжем ко- и контравариантные моменты с моментами 
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 в ортогональной системе координат. Последние будем определять через обобщенные жесткости 
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или 
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. Учитывая, что кривизны 
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 формулами (30) и (31), получим
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Вырежем в панели в деформированном состоянии малый элемент со сторонами, параллельными координатам основного базиса (рис.7), и запишем для него уравнение равновесия
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Рис.7.
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Сформулируем граничные условия для свободно опертой косоугольной панели:
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Анализ условий показывает, что кинематические граничные условия легко записываются в любой системе координат. Однако статические граничные условия более удобно формулировать в основном базисе. Если считать, что 
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, то граничные условия примут вид:
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В общем случае армирования слоев статические граничные условия не выполняются, т.к. 
[image: image134.wmf]1323
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. Исходная задача может быть решена приближенно, если найденные соотношения дополнить функционалом энергии
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Считая, что в момент потери устойчивости
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запишем функционал энергии в перемещениях
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Исследуем устойчивость одной изотропной и двух слоистых композитных панелей в зависимости от угла скоса и углов армирования, нагруженных усилиями 
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 и 
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. Геометрические размеры панелей примем равными 
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 меняется от 
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 имеет следующие жесткостные характеристики: 
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Композитные панели состоят из 12 элементарных слоев углепластика с 
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 Толщина каждого слоя 
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, пакета - 
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36*10

h

м

-

=

. Схема армирования одной из композитных панелей (панель «б»): 
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, другой - 
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 при 
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 (панель «в»). На примере панелей «а» и «б» исследовалось влияние угла скоса, а панели «в» - углов армирования на коэффициенты устойчивости и критические усилия сжатия и сдвига.
Решение задачи устойчивости будет искать при прогибе, представленном в виде двойного тригонометрического ряда
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где 
[image: image158.wmf]mn

Y

 - амплитуда прогиба с числами полуволн m, n.

Подставим ряд (36) в полную энергию (35). Минимизируя получающееся выражение по 
[image: image159.wmf]mn
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, получим однородную систему линейных алгебраических уравнений:
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где 
[image: image161.wmf],,
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 - квадратные матрицы коэффициентов при неизвестных амплитудах; 
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 - единичная матрица; 
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 - коэффициенты устойчивости при продольном и поперечном сжатии и сдвиге. 

Коэффициенты матриц равны
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Первая строка относится к диагональным членам, вторая - к внедиагональным. Для чисел полуволн 
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 должно выполняться условие: 
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. В противном случае внедиагональные члены равны нулю; коэффициенты устойчивости связаны с критическими усилиями равенствами
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Рассмотрим отдельные случаи нагружения. 

1. На панели действуют сжимающие усилия 
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. Однородная система уравнений (37) примет вид
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Условием нетривиальности решения системы уравнений (39) будет равенство
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где 
[image: image178.wmf]l

- собственное значение. 

Для нахождения собственных значений в ряде (36) удерживалость до 100 слагаемых. Исходная несимметричная матрица коэффициентов 
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 приводилась к верхней треугольной с помощью методов преобразования подобия. На рис.8,10,12 представлены результаты расчетов коэффициентов устойчивости 
[image: image180.wmf]*

k

x

, а на рис.9,11,13 - критических усилий сжатия 
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 для изотропной (рис.8,9) и композитных панелей (рис.10,11 - панель «б»; рис.12,13 - панель «в»). Как видно из рисунков, коэффициенты устойчивости не могут рассматриваться как параметр, характеризующий точку бифуркации косоугольных панелей. Характер поведения зависимостей 
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 существенно отличается друг от друга, и при проектировании панелей следует ориентироваться только на величину критического усилия сжатия. Сравнение кривых 
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 (рис.12) и 
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Рис.8. Коэффициенты 
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Рис.9. Критические усилия 
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2. Панели нагружены потоками касательных усилий 
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Рис.10. Коэффициенты 
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Рис.11. Критические усилия 
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Рис.12. Коэффициенты 
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Рис.13 Критические усилия 
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Влияние углов армирования слоев на 
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Рис.14. Коэффициенты 
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Рис.15. Критические усилия 
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Рис.16. Коэффициенты 
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Рис.17. Критические усилия 
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Рис.18. Коэффициенты 
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Рис.19. Критические усилия 
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Таблица.
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Сжатие (кН/м)
Сдвиг (кН/м)


[5]
расчет
[5]
расчет
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0,433 
0,414
+1,786/-0,411
+1,858/-0,438
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0,776
0,706

+4,382/-0,504
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1,739
1,193
+6,96/-0,320
+14,76/-0,675

3. В таблице представлены результаты сравнения критических усилий сжатия и сдвига, найденных в этой работе, с данными, опубликованными в справочнике [5]. Наибольшее отличие в результатах наблюдается при значительных углах скоса панели.
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