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Исследование статической устойчивости и НДС

многослойных оболочек
в рамках уточнённых моделей

Кириченко В.Ф., Сурова Н.С.
Саратовский государственный технический университет, г. Саратов, Россия

РЕЗЮМЕ

На примере задач о статической устойчивости «в большом» прямоугольных в плане многослойных ортотропных оболочек рассмотрены особенности и эффективность семи уточнённых моделей оболочек с учётом геометрической нелинейности. 

ВВЕДЕНИЕ
Существенное влияние на прочность и устойчивость многослойных ортотропных оболочек оказывают сдвиговые напряжения, последовательный учёт которых ведёт к построению уточнённых моделей оболочек. В настоящее время известно множество математических моделей таких оболочек [1-9], однако, с одной стороны, практически отсутствует сравнительный анализ различных моделей (особенно по отношению к задачам устойчивости), а с другой – отсутствует анализ моделей по отношению ко всем основным уравнениям механики (в общем, термодинамики) сплошных сред. В частности, не принимается во внимание инвариантность вариационных уравнений, для конечных трёхмерных объёмов сплошной среды, относительно используемых приближённых уравнений состояния при независимой аппроксимации определяющих функций. Примером моделей, в которых такая инвариантность отсутствует, являются модели, получаемые с помощью «смешанных» вариационных уравнений типа уравнений Рейсснера, Челленджера-Рейсснера, Ху-Васидзу и т.д. – к этому классу моделей, например, относится континуальная модель Григолюка-Куликова [7]. В работе [10] была предложена и обоснована методология построения уточнённых моделей многослойных оболочек, для которых имеет место указанная инвариантность – это так называемые согласованные и асимптотически согласованные модели.

Целью настоящей работы является подтверждение, с помощью численных экспериментов, теоретических выводов работы [10] о неоднозначности определения НДС, для континуальных моделей многослойных оболочек, и об эффективности моделей, гарантирующих указанную инвариантность вариационных уравнений – к последним моделям, например, относятся: асимптотически согласованная модель, модель Пелеха-Шереметьева [9], модель Тимошенко [4]. Кроме того, впервые проведено сопоставление эффективности указанных моделей, модели Григолюка-Куликова и их модификаций по отношению к задачам устойчивости.

Следует подчеркнуть, что асимптотически согласованные модели (как и согласованные) удовлетворяют априорным условиям идеального контакта слоёв и оставляют неизменными, в интегральной форме для конечных объёмов, все основные трёхмерные уравнения механики сплошных сред с точностью до принимаемой аппроксимации определяющих функций – в этом смысле указанные модели физически абсолютно корректны. Поэтому, под эффективностью модели, в данной работе, понимается её соответствие результатам, полученным на базе асимптотически согласованной модели при одинаковой аппроксимации определяющих функций – единственным исключением для такого определения является модель Тимошенко, где исходно используется «худшая» аппроксимация определяющих функций (перемещений), в виде многочленов меньшего порядка, нежели в остальных моделях.

ОПИСАНИЕ МОДЕЛЕЙ И ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
Пусть пологая оболочка занимает в пространстве R3 измеримую по Лебегу область D с граничной поверхностью (D. Пространство R3 параметризовано декартовой системой координат так, что координатные линии x1, x2 совмещены с линиями кривизны поверхности приведения для оболочки, а ось Ox3 направлена по нормали к поверхности приведения в сторону центра кривизны. Тогда 
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 – проекция оболочки на поверхность приведения (план оболочки); (( – граница плана; (0 и (n – координаты точек пересечения оси Ox3 с нижним и верхним основаниями оболочки. Полагаем, что оболочка состоит из «n» ортотропных слоёв, поверхности раздела которых определяются уравнениями: 
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Каждый слой является прямым цилиндром 
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; h=(n–(0 – постоянная толщина оболочки; в произвольной точке 
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 оси ортотропии совпадают с направлением координатных линий. 

Уравнения равновесия и граничные условия для многослойных ортотропных оболочек определяются из вариационного уравнения (принципа) виртуальных работ в следующем виде:

1. Для моделей Пелеха-Шереметьева, Григолюка-Куликова и асимптотически согласованной модели уравнения равновесия принимаются в такой форме: 
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где используется такая аппроксимация вектора перемещений:
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u3 (x1, x2, x3) = u30 (x1, x2).

при этом компоненты тензора деформаций имеют вид:
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а компоненты тензора напряжений (для всех моделей) – такой вид:
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кроме того, для моделей Пелеха-Шереметьева и Тимошенко компоненты 
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, а для моделей Григолюка-Куликова и асимптотически согласованной эти компоненты принимаются в таком виде:
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где
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hk – толщина k-го слоя, таким образом


[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

0

3

3123313

2

4

,,1,

kk

iikkki

x

xxxhxx

h

smddm

-

-

æö

=-+--

ç÷

èø



[image: image21.wmf][
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при этом из-за различия в методике построения моделей оболочек, выражения для 
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, не совпадают:

а) для модели Григолюка-Куликова с учетом «дополнительных» функций 
[image: image23.wmf](
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 получаем (согласно методике [7]):
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без учета «дополнительных» функций получаем:
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б) для асимптотически согласованной модели с учетом «дополнительных» функций 
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 получаем (согласно методике [10]):
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без учета «дополнительных» функций получаем:
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2. Для модели Тимошенко («типа Тимошенко» [4]) уравнения равновесия принимаются в такой форме:
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(3)
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где используется следующая аппроксимация компонент вектора перемещений:
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при этом компоненты тензора деформаций имеют вид:
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слагаемые 
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 определяются согласно (2), а функция 
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 – характеризует распределение деформаций сдвига по толщине и используется в двух представлениях:

1) 
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Выше и всюду далее приняты такие обозначения: 
[image: image39.wmf],,
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 – соответственно модули упругости, сдвига и коэффициенты Пуассона в k-м слое; 
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 – функция усилий; 
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 – функция прогиба; 
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 – функция углов поворота вектора нормали к поверхности приведения; 
[image: image43.wmf]n

 – вектор внешней нормали к границе плана ((; k1, k2 – постоянные кривизны поверхности приведения.

Для замыкания систем уравнений (1) и (3) к ним присоединяем следующие граничные условия:

1) Для системы (1) – либо условия типа «защемление»:
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(4)

либо условие типа «шарнира»: 
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2) Для системы (2) – условия типа «защемление»:
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(6)

наименование граничных условий носит условный характер.

Приближённое решение краевых задач (1)-(6) получено с помощью комплекса программ на базе вариационно-разностного метода в сочетании с итерационным методом на этапе решения системы алгебраических уравнений [11].

Для общности получаемых результатов, краевые задачи (1)-(6) были приведены к безразмерному виду с помощью введения следующих безразмерных параметров:
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(7)

где 
[image: image48.wmf]000

11221

Ε,ν,ν

 – постоянные из некоторого эталонного слоя (при вычислениях – это «алюминиевый» слой), величины с черточками определяют в (7) безразмерные параметры.

Исследование статической устойчивости многослойных оболочек проводились для многослойных оболочек с симметричным, относительно срединной поверхности, пакетом слоев, состоящим из алюминия (А), ортотропного материала (О) и углепластика (У) со следующими постоянными:
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Далее, в том числе на рисунках, все используемые параметры являются безразмерными, вида (7), при этом, черточки «сверху» – опущены.

На рис.1,2 приведены результаты численных экспериментов по исследованию устойчивости многослойных оболочек «в большом» по семи уточнённым моделям. Для единства и краткости описания результатов будем называть кривые на рисунках с координатами (u30(0.5,0.5); g1) – кривыми устойчивости, а остальные кривые – кривыми напряжений (в координатах (x3,(ij(0.5,0.5)). Кроме того, принимаем такие условные обозначения: ACMO, ACM – асимптотически согласованные модели соответственно без учета и с учётом «дополнительных» функций 
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; PEL – модель Пелеха-Шереметьева; KULO, KUL – соответственно модели Григолюка-Куликова без учёта и с учетом «дополнительных» функций; TIMF, TIM1 – соответственно модели Тимошенко («типа Тимошенко» [4]) с 
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 и 
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В качестве управляющих параметров рассматривались:

1) безразмерные кривизны

k1=k2=9 – рис.2а,б,г, k1=k2=24 – рис.2в;

2) граничные условия закрепления 

«защемление» – рис.1, рис.2б,в,г, «шарнир» – рис.2а;

3) упругие постоянные слоёв

рис.1, рис.2а,б,в – чередование алюминия с ортотропным материалом, рис.2г – чередование алюминия с углепластиком;

4) число слоёв – рис.1,2б – девять, рис.2а,в,г – три; 

5) геометрические параметры:

рис.1, рис.2а,б,г: (1=(2=22; рис.2в: (1=(2=56. 

Отметим, что на рис.1а представлена компонента (13, на рис.1в (12, а на рис.1г – (23.
ВЫВОДЫ
Из анализа результатов численных экспериментов, в том числе представленных на рисунках, заключаем: 

1) результаты, полученные для моделей TIM, существенно зависят от выбора функции f(x3) рис.1б, рис.2в; 2) результаты, полученные для моделей оболочек KUL, существенно зависят от учёта «дополнительных» функций 
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 рис.1б, рис.2а-г; 3) результаты, полученные для ACM, не зависят (по отношению к кривым устойчивости) от учёта «дополнительных» функций 
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 рис.1б, рис.2а-г; 4) кривые напряжений, по отношению к компонентам (i3, качественно отличаются для модели PEL (здесь эти компоненты разрывны по переменной «x3») и для моделей KUL и ACM (те же компоненты непрерывны по переменной «x3»), при этом, что принципиально, кривые устойчивости для модели PEL и ACM совпадают; 5) при учёте «дополнительных» функций 
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 кривая устойчивости, полученная по модели KUL, приближается (по отношению к расположению кривой на рисунке) к кривой, полученной по модели PEL и ACM (для однослойных оболочек указанные кривые совпадают) 

Таким образом, проведённые численные эксперименты подтверждают эффективность асимптотически согласованных моделей и свидетельствуют, на примере модели PEL и ACM, о неоднозначности определения НДС для континуальных моделей многослойных оболочек. Последний факт является следствием интегрального характера уравнений теории оболочек относительно «поперечной» координаты x3 и указывает на возможность нарушения статических условий идеального контакта слоев, в континуальных моделях многослойных оболочек, при исследовании задач устойчивости.
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Рис.1.
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Рис.2.
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