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Научно-технический центр проблем динамики и прочности Казанского государственного технического им. А.Н. Туполева, г. Казань, Россия

РЕЗЮМЕ


Построены точные аналитические решения задачи о свободных колебаниях ортотропного прямоугольного параллелепипеда со свободными гранями, основанные на использовании во всех трех направлениях тригонометрических функций в качестве базисных. Установлено, что найденными решениями описываются чисто безсдвиговые формы колебаний, имеющие место у рассматриваемого тела при определенных соотношениях геометрических размеров сторон и физико-механических характеристик материала. Показано, что при предельном переходе к нулевым гармоникам в одном или двух направлениях, а также при нулевых значениях четырех из шести или всех коэффициентов Пуассона построенные решения редуцируются в такие точные решения, которые соответствуют использованию уравнений классической теории пластин Кирхгофа или теории стержней Кирхгофа-Клебша.


Установлено наличие у рассматриваемых тел таких частот свободных колебаний, которые при определенных соотношениях его геометрических и физико-механических параметров значительно ниже известных.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим деформируемое твердое тело из ортотропного материала в виде прямоугольного параллелепипеда, которое отнесено к прямоугольной декартовой системе координат 
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, 
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. Предполагаем, что грани тела ограничены плоскостями 
[image: image4.wmf]h

z

z

b

y

y

a

x

x

=

=

=

=

=

=

,

0

,

,

0

,

,

0
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[image: image5.wmf]w

v

u

,

,

 обозначить компоненты перемещений, а через 
[image: image6.wmf]yz

xz

xy

z

y

x

t

t

t

s

s

s

,

,

,

,

,

 - компоненты тензора напряжений, то в пределах упругих деформаций справедливы соотношения обобщенного закона Гука
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(1.1)
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(1.2)

где (использованы формулы и обозначения книги [1])
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(1.3)
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причем
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Для рассматриваемого тела уравнения свободных гармонических колебаний имеют вид
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(1.5)

где 
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Если грани тела свободны, то для уравнений (1.5) формулируются статические граничные условия:

при 
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(1.6)

при 
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при 
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(1.8)

2. ПОСТРОЕНИЕ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ


По аналогии с [2] примем для перемещений 
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 представления
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(2.1)

где 
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 - неизвестные двумерные функции. При подчинении (2.1) условиям (1.6) устанавливаются зависимости
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(2.2)

где 
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Если далее для входящих в (2.1), (2.2) двумерных функций 
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то при их использовании функции (2.1) с учетом зависимостей (2.2) примут вид
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(2.3)

в которых 
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Внесем теперь составленные функции (2.3) в граничные условия (1.7) и приравняем нулю коэффициенты при 
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 в силу их линейной независимости. В результате получим уравнения
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(2.4)
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где 
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Для входящих в (2.3)–(2.8) одномерных функций примем далее представления
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(2.9)
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в которых 
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Внесем далее представления (2.9) в (2.4)–(2.8) и приравняем нулю коэффициенты при 
[image: image44.wmf]z

m

l

sin

 и 
[image: image45.wmf]z

m

l

cos

. При этом из (2.4) следуют зависимости
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        (2.10)

в которых 
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        (2.11)

а из (2.6) – зависимости
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        (2.12)

Уравнение (2.5) преобразуется к виду
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        (2.13)


Из (2.7) с учетом (2.9) следует, что
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        (2.14)

а из (2.8) следуют зависимости
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        (2.15)


Так как для удовлетворения граничным условиям (1.7) зависимости (2.12), (2.15) должны выполняться одновременно, то после приравнивания в них соответствующих правых частей приходим к условиям
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Используя теперь установленные зависимости (2.10), (2.15) и представления (2.9), выражения (2.3) приведем к виду
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Второе граничное условие из (1.8) приводит еще к двум равенствам
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а третье граничное условие – к трем равенствам
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Таким образом, исходя из анализа полученных результатов и подстановкой (2.17) в условия (1.6)–(1.8), можно убедиться в том, что все граничные условия рассматриваемой задачи будут выполнены. Она относительно введенных в рассмотрение восьми неизвестных не будет иметь тривиального решения, если будут выполнены следующие условия:
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Так как 
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. При этом в построенных функциях (2.17) число неизвестных сокращается до семи. 

3. УРАВНЕНИЯ МЕТОДА БУБНОВА И ПОСТРОЕНИЕ ИХ РЕШЕНИЙ


Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что в рамках построенных функций (2.17), как и в плоской задаче теории упругости [2], при выполнении условий (2.26)–(2.32) сдвиговые деформации равны нулю не только на границе, но и во всех внутренних точках тела. Следовательно, при его свободных колебаниях имеют место равенства 
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Непосредственной проверкой также можно убедиться в том, что все их семь частных решений, содержащиеся в (2.17), удовлетворяют также и составленным уравнениям (3.1), являясь «точными» решениями рассматриваемой задачи по принятому в математике определению. Однако, результаты в виде формул для 
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, получающиеся при подстановке составленных функций в уравнения (3.1), не всегда [2] соответствуют действительной физике изучаемых явлений. Как установлено в [2], для устранения указанного парадокса необходимо искать не решения дифференциальных уравнений (3.1), а вариационного уравнения, записанного в форме метода Бубнова
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где 
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 - левые части уравнений (3.1). При подстановке функций (2.17) в (3.2) приходим к семи уравнениям метода Бубнова
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Внеся теперь (3.10)–(3.12) в первое уравнение (3.9), получим характеристическое уравнение
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Данное уравнение, которому отвечает частное решение вида
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должно быть выполнено или при условии (2.26а), или при условии (2.26b). В первом случае, когда 
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, из (3.13) следует формула
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 а во втором случае, когда 
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, из (3.13) получаем
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Подстановка (3.10)–(3.12) во второе уравнение (3.4) при условии 
[image: image119.wmf]0
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 приводит к характеристическому уравнению, полностью совпадающему с уравнением (3.13). Однако, это уравнение в соответствии с (2.27) должно быть выполнено при двух вариантах наложенных условий
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При удовлетворении условиям (3.17а) из (3.13) в силу 
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а при удовлетворении условиям (3.17b), когда 
[image: image124.wmf]2
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, приходим к формуле
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Заметим, что данным формулам соответствуют функции
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Аналогичным образом, из уравнения (3.5) при условии 
[image: image127.wmf]0
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 следует характеристическое уравнение
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соответствующее частному решению
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Условия (2.30), накладываемые на (3.21) и (3.22), могут быть представлены в двух вариантах:
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При выполнении условий первого варианта, используя следующую из (3.23а) зависимость 
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12

2

23

n

m

g

g

l

l

=

, из (3.21) приходим к формуле
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по структуре совпадающей с (3.19), а при выполнении (3.23b) следует формула
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совпадающая по структуре с формулой (3.18).


Из уравнения (3.6) в силу условия 
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 следует то же самое характеристическое уравнение (3.21), которое в данном случае соответствует частному решению
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Так как для существования (3.21) и (3.26) в рассматриваемом случае должны быть выполнены условия (2.31), то из них находим зависимости
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При использовании (2.31) уравнение (3.21) может быть приведено к формуле
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         (3.28)

которая с учетом (3.27) преобразуется к окончательному виду
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где 
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Из (3.7) в силу 
[image: image142.wmf]0
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 следует характеристическое уравнение 




[image: image143.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

+

-

-

+

ú

û

ù

W

-

+

+

-

+

ê

ë

é

-

-

-

2

22

2

13

2

12

11

21

2

11

2

13

2

12

2

13

12

2

13

2

12

11

2

13

2

12

k

m

k

n

k

m

k

k

n

m

k

n

k

n

m

k

n

k

m

k

g

g

g

g

g

g

g

g

g

g

g

g

g

g

g

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l



[image: image144.wmf](

)

,

0

2

2

3

33

2

13

2

12

11

31

2

2

23

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

W

-

+

-

-

W

+

+

k

m

k

m

k

k

m

k

m

m

m

g

g

g

g

g

g

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

       (3.30)

соответствующее частному решению
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Условия (2.28) для существования (3.30) и (3.31) могут быть выполнены только в одном варианте
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Поэтому, полагая 
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, из (3.30) находим формулу 
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Из (3.8) в силу 
[image: image149.wmf]0
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 следует характеристическое уравнение, совпадающее с уравнением (3.30), которое в данном случае соответствует решению
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 EMBED Equation.3  [image: image152.wmf].
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Так как условия (2.29), накладываемые на (3.30) и (3.34), в силу 
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, то в рассматриваемом случае решение в виде (3.34) является неопределенным и оно требует специального рассмотрения. 


Из (3.9) при подстановке (3.10)–(3.12) в силу 
[image: image156.wmf]0

~

¹

nkm

W

 следует характеристическое уравнение
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соответствующее решению
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Так как в соответствии с (2.32) на (3.35) и (3.36) должно быть наложено условие 
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, то из (3.36) следует только тривиальное решение 
[image: image160.wmf]0

º

nkm

W

, 
[image: image161.wmf]0

2

=

W

.


Если далее наложить на найденные для 
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 функции условия (2.26а)–(2.33), то можно убедиться, что из них нетривиальными и действительными являются лишь следующие решения и частоты:
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где 
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 определяются по формулам (3.27).


Видно, что из трех форм колебаний первые две являются чисто изгибными, совершающимися в плоскостях 
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. Они совпадают по виду с изгибными колебаниями, установленными в работе [2] в рамках плоской постановки задачи (задачи о плоском напряженном состоянии). Но имеется и принципиальное отличие между ними и плоской формой  работы [2], состоящее в реализации в рамках решений (3.37) и (3.38) плоского деформированного состояния. Третья форма колебаний, описывающаяся решением (3.39), принципиально отличается от соответствующей формы, установленной в [2]. Это отличие состоит в том, что при плоской постановке задачи на параметры волнообразования 
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 никакие условия не накладываются, в то время как входящие в (3.39) параметры 
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 и 
[image: image174.wmf]k

l

 с параметром 
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 связаны зависимостями (3.27). 

4. ЧАСТОТЫ И ФОРМЫ КОЛЕБАНИЙ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА ИЗ ИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА


Для изотропного материала формулы (1.3) принимают вид
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(4.1)

При их использовании в соответствии с (3.19) и (3.24) приходим к одной и той же формуле




[image: image177.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

3

2

2

2

5

2

4

2

3

1

2

1

n

E

l

n

n

n

n

-

-

-

-

=

W

=

W

.






(4.2)

Колебания с такой частотой реализуются только тогда, когда в первом случае 
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. Данные условия являются весьма жесткими условиями, накладываемыми на отношения размеров тела: в первом случае должно быть 
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 при произвольном параметре 
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 при произвольном значении параметра 
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При использовании (4.1) зависимости (3.27) принимают вид 
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(4.3)

в силу которых вместо (3.29) будем иметь 
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(4.4)


Заметим, что для реализации продольных колебаний с частотами (4.4) и формой (3.39) в соответствии с (4.3) необходимо обеспечить выполнение равенств
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(4.5)


При 
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 в соответствии с (4.2) имеем
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(4.6)

а в соответствии с (4.4) 
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(4.7)


Видно, что найденные частоты колебаний, определяемые по формулам (4.6) и (4.7) намного ниже, по сравнению с частотами продольных колебаний тела 
[image: image190.wmf]2
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, соответствующими использованию чисто стержневой модели, причем соответствующие коэффициенты уменьшения не зависят от частоты.


Таким образом, полученный для прямоугольного параллелепипеда результат в виде формул (3.19), (3.24), (3.29) для ортотропного материала и формул (4.6), (4.7) для изотропного материала указывает на феноменальное явление уменьшения частот свободных колебаний по соответствующим формам, совершающихся без сдвиговых деформаций, если его физико-механические и геометрические параметры удовлетворяют соответствующим условиям, содержащимся в (3.37), (3.38), (3.27). Этому результату можно дать и другую трактовку. Так, например, переписав формулы (4.2) и (4.7) в виде
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и сравнив их с формулой для частот продольных колебаний стержня
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можно говорить о наличии у изотропного материала некоторых условных значений модуля упругости 
[image: image193.wmf](
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, проявляющихся у прямоугольного параллелепипеда при определенных соотношениях коэффициента Пуассона 
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 и геометрических размеров 
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5. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СЛУЧАЯ 
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Можно видеть, что по аналогии с результатами, полученными в работе [2], построенные функции (2.17) допускают преобразования в функции других видов для двух частных случаев.

Первый из них соответствует переходу к пределу 
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 функции (2.17) принимают вид
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Осуществив далее в функциях (5.1) переход к пределу 
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(5.2)


Построенные функции (5.2), в отличие от исходных функций (2.17), не удовлетворяют граничным условиям задачи. В связи с этим, подчиняя их граничным условиям (1.6)–(1.8), приходим к равенствам




[image: image206.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

,

0

~

~

,

0

~

~

,

0

~

,

0

~

~

00

2

13

00

13

1

11

00

2

13

00

13

1

11

00

13

1

11

00

13

1

11

=

+

+

=

+

+

-

=

+

=

+

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

U

a

g

W

g

c

g

aU

g

W

g

c

g

W

g

c

g

W

g

c

g

l

l

l

l

l

l





[image: image207.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

0

,

0

~

~

,

0

~

,

0

~

,

0

~

,

0

~

~

,

0

~

~

,

0

~

,

0

,

0

~

,

0

~

~

,

0

~

,

0

~

~

,

0

~

,

0

00

2

13

00

2

1

00

2

33

00

2

33

11

2

13

00

33

1

13

00

2

23

11

23

21

00

23

1

21

00

2

23

11

23

21

00

23

1

21

00

2

23

00

2

23

00

23

1

21

00

23

1

21

00

2

1

00

2

1

00

2

13

00

2

13

=

=

=

=

+

-

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

-

=

=

=

+

=

+

=

=

=

=

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

V

g

W

c

U

g

V

g

g

g

W

g

c

g

V

b

g

g

g

g

W

g

c

g

bV

g

g

g

g

W

g

c

g

U

g

U

g

W

g

c

g

W

g

c

g

W

a

c

W

a

c

V

a

g

aV

g

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l




(5.3)


Так как при 
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 имеем только тривиальное решение задачи, то требовать выполнения этого условия не имеет смысла. А в силу 
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(5.4)


Также легко можно установить, что 
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(5.5)


Но при таких предположениях, как следует из формул (2.11) и (2.11а), имеют место равенства 
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. Поэтому для нахождения нетривиального решения рассматриваемой задачи функции (5.2) необходимо принять в виде
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(5.6)

Эти функции по кинематике полностью соответствуют классической модели Кирхгофа-Клебша в теории стержней, т.к. при использовании представлений (5.6) приходим к равенствам
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(5.7)


В то же время равенства (5.5), как следует из (1.3), могут быть выполнены лишь в том случае, когда
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(5.8)

в силу которых
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(5.9)

Поэтому соотношения упругости в рамках исследуемого решения принимают вид
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         (5.10)

При их использовании для левых частей уравнений (1.5) с учетом формул (5.9) получим выражения
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         (5.11)

в которых перемещения 
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 должны определяться по формулам (5.6). 


Отметим, что следующими из (5.11) первыми двумя уравнениями 
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, если считать их произвольными, описываются плоские формы колебаний в условиях плоско напряженного состояния, а третьим уравнением - продольные колебания тела вдоль оси 
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в которых в соответствии с (5.6) и (5.11)
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Следует заметить, что вид функций (5.6) и выражений (5.15) абсолютно не изменится, если начало координат перенести в точку, относительно которой грани рассматриваемого тела будут определяться плоскостями 
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, которые после подстановки выражений (5.15) редуцируются в алгебраические уравнения. Из условия нетривиальности решения последних следуют три формулы
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Круговой перестановкой индексов в дополнение к (5.16), (5.17), очевидно, можно записать еще ряд формул
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Видно, что формулами (5.17), (5.18) определяются частоты продольных колебаний (продольных стержневых форм), совершающихся в разных взаимно перпендикулярных направлениях тела, а формулами (5.16), (5.19) и (5.20)–частоты чисто балочных изгибных форм колебаний, совершающихся в разных плоскостях). В свете результатов, изложенных в п. 4, эти частоты колебаний при определенных соотношениях геометрических и физико-механических параметрах  не является наинизшими по сравнению с частотами, найденными в п. 3.


В заключение данного раздела подчеркнем, что установленные формы колебаний, соответствующие 
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, являются безсдвиговыми. По-видимому, единственное объяснение такому результату состоит в том, что в силу равенства нулю сдвиговых деформаций на всех гранях свободного тела в виде прямоугольного параллелепипеда при колебаниях во внутренних его точках не могут появиться сдвиговые деформации. Однако, построенные решения, как и найденные в [2], в соответствии с результатами работы [3] не являются единственными.

6. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СЛУЧАЯ, СООТВЕТСТВУЮЩЕГО МОДЕЛИ КИРХГОФА-ЛЯВА
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После подчинения (6.1) граничным условиям (1.8) получим зависимости
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в соответствии с которыми




[image: image252.wmf],

sin

~

cos

~

,

sin

~

cos

~

z

w

z

v

v

z

w

z

u

u

m

m

y

m

m

m

m

m

x

m

m

m

l

l

l

l

l

l

-

=

-

=





[image: image253.wmf](

)

.

sin

~

~

1

cos

~

23

13

33

z

v

g

u

g

g

z

w

w

m

y

m

x

m

m

m

m

l

l

l

+

-

=





(6.3)


Переходя в (6.3) к пределу 
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при использовании которых для 
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 будет иметь место выражение
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Легко можно убедиться в том, что в соответствии с (6.4) и (6.5) граничные условия 
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 будут удовлетворены лишь при выполнении равенств 
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Таким образом, полагая в дальнейшем 
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(6.6)

которые вместе с допущением 
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 полностью соответствуют классической модели Кирхгофа-Лява. Однако, вместо (6.6), как известно, целесообразно использовать другое представление перемещений по модели Кирхгофа-Лява
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в которых плоскость 
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В рамках представлений (6.7) и соотношений упругости (5.10) имеют место две классические задачи, из которых для тела со свободными гранями решения плоской задачи построены в работе [2], а задача о чисто изгибных колебаниях будет описываться уравнением
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при граничных условиях:
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Заметим, что в (6.8)–(6.10) подчеркнутые слагаемые появляются за счет учета инерции вращения нормали к плоскости 
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Представим входящую в (6.8)–(6.11) двумерную неизвестную функцию 
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где по-прежнему 
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Удовлетворение функции (6.12) первым условиям из (6.9), (6.10) приводит к равенствам
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Так как 
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а из (6.14) следуют условия
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Таким образом, в силу (6.13) и (6.16) вместо (6.12) приходим к функции
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Подчинив эту функцию вторым условиям из (6.9) и (6.10), получим равенства
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которые при подчинении условиям (6.17) и (6.18) принимают вид
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Как видно из (6.22) и (6.23)
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Таким образом, представление (6.19) содержит в себе два точных решения рассматриваемой задачи
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которые при подстановке в уравнение (6.8) приводят к равенствам
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Чтобы были выполнены первые граничные условия из (6.9) и (6.10), следующие из (6.27) и (6.28) равенства необходимо преобразовать к виду
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используя для этого условия (6.17) и (6.18). А для того, чтобы были выполнены вторые граничные условия из (6.9), (6.10), полученные равенства (6.29), (6.30), в свою очередь, необходимо преобразовать, внеся в них выражения (6.24) и (6.25). В результате для определения 
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 приходим к двум формулам




[image: image305.wmf](

)

(

)

(

)

12

12

2

1

2

12

2

12

12

1

2

1

4

4

12

G

E

E

h

G

E

n

n

n

-

+

-

=

W

,





         (6.31)




[image: image306.wmf](

)

(

)

(

)

12

21

2

1

2

21

2

12

21

2

2

2

4

4

12

G

E

E

h

G

E

n

n

n

-

+

-

=

W

,





         (6.32)

которые соответствуют решениям в виде (6.26).


Осуществляя в (6.31) и (6.32) круговую перестановку индексов, для 
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 можно записать еще четыре формулы
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Если внести в (6.24), (6.25) вместо 
[image: image310.wmf]2
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 соответствующие выражения (6.31), (6.32), то получим формулы
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Эти формулы для тела из изотропного материала принимают вид




[image: image312.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

1

12

,

1

12

h

h

n

k

n

n

nl

l

n

n

l

-

-

=

-

=

-

=

,




         (6.36)




[image: image313.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

1

12

,

1

12

h

h

k

n

k

n

nl

l

n

n

l

-

-

=

-

=

-

=

,




         (6.37)

из которых формулы (6.36) соответствуют первому решению, а формулы (6.37)–второму решению из (6.26).


В заключение данного раздела следует подчеркнуть, что установленные формы свободных изгибных колебаний (6.26) с частотами (6.31) и (6.32) могут реализоваться только у таких тел в виде прямоугольного параллелепида, у которых в силу 
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 удовлетворяют равенствам (6.36).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ


Построенные решения, как было установлено выше, являются точными, которые имеют место для прямоугольного параллелепипеда только при выполнении условий, сформулированных в ходе решения задачи. В соответствии с результатами, полученными в работе [2], они не являются единственными. 
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