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РЕЗЮМЕ

Исследуется неустановившаяся ползучесть однонаправленного композита квадратного строения с упругими волокнами квадратного поперечного сечения. Решается задача определения свойств композита по заданным свойствам его компонентов при поперечном сдвиге. Разработана структурная модель композита, в которой минимальная представительная ячейка состоит из четырех элементов. Предполагается однородность и однокомпонентность напряженно-деформированного состояния элементов. Получены две группы основных и разрешающих уравнений неустановившейся ползучести: статически и кинематически согласованных. Для каждой из них в упругом состоянии получены формулы для модулей поперечного сдвига композита. Сформулированы начальные задачи для получения теоретических кривых ползучести композита. При описании ползучести матрицы законом Нортона получены стационарные решения - формулы для второй стадии ползучести композита в виде закона Нортона. Проведены численные исследования и сравнения полученных результатов с известными, показавшие эффективность разработанных моделей и решений. Полученные формулы и уравнения могут быть полезны в инженерной практике для прогноза свойств упругости и ползучести композита при поперечном сдвиге. 

1. Введение

Прогнозирование механических свойств композиционного материала в различных условиях нагружения по заданным характеристикам компонент композита (определение т.н. приведенных свойств композита) – важная прикладная и научная задача механики. Наиболее информативными являются математические модели механики композитов, основанные на представлениях микромеханики [1-4]. Однако, в тех случаях, когда интерес представляют не локальные напряжения композита, а его интегральные деформативные свойства, более рациональным может быть применение упрощенных математических моделей [5-13]. 

Среди них определенные преимущества имеют структурные модели композита. Они моделируют континуум конечным числом элементов, сопряженных в структуру. Для композитов, имеющих правильную структуру, такой подход выглядит естественным. Эти модели также естественно обобщаются на различные условия деформирования, например, ползучесть [12]. 

2. Постановка задачи и гипотезы структурных моделей

Рассматривается однонаправленный композит с квадратным расположением непрерывных волокон квадратного поперечного сечения (рис.1а). Излагаемая модель может быть также некоторым приближением для описания поведения композитов другого строения с волокнами другой формы. Полупериод структуры композита в некоторой системе единиц принимается равным единице, что упрощает выкладки без уменьшения общности результата. Полудлина стороны сечения волокна – a. Относительное объемное содержание волокна 
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. Композит нагружен «на бесконечности» равномерно распределенной нагрузкой поперечного сдвига интенсивностью 
[image: image2.wmf]23

ˆ

t
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Рис.1. Структура композита и минимальная представительная ячейка.

Минимальная представительная ячейка единичных размеров (рис.1б) выделяется парами ближайших плоскостей симметрии структуры композита, параллельных оси волокна (рис.1а). Интегральные деформативные свойства такой ячейки совпадают с соответствующими свойствами композита. В соответствии с принципом Кюри [14], композит тетрагонального строения ортотропен.

Структурная модель композита строится делением представительной ячейки на четыре элемента. На рис.1б показаны границы и нумерация этих элементов, из которых элемент 1 является волокном. Напряженное состояние в элементах считается однородным и однокомпонентным: учитываются только компоненты тензора напряжений, соответствующие нагружению композита «на бесконечности» 
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. В целом напряженное состояние ячейки представляется вектором напряжений 
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, где верхний индекс означает номер элемента. Аналогично вводится вектор деформаций 
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. В дальнейшем в обозначениях напряжений и деформаций тензорные индексы для краткости будут опускаться, поскольку другие компоненты тензоров напряжений и деформаций отсутствуют. 

Поскольку геометрия и нагружение представительной ячейки симметрично, напряженно-деформированное состояние второго и третьего ее элементов одинаково: 
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3. Физические соотношения

Рассматривается типичная ситуация, когда материал матрицы подвержен ползучести, а волокна – упруги: 
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i = 2,3,4.




(3)

Здесь точки над символами означают дифференцирование по времени, Gf и Gm - модули сдвига материалов волокна и матрицы. 
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 – зависимость скорости сдвиговой деформации ползучести материала матрицы от касательного напряжения и структурных параметров 
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 [15]. В частности, это могут быть параметры, описывающие первую и третью стадии ползучести матрицы. 

Физические соотношения (3) дополняются кинетическими уравнениями для структурных параметров 
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и начальными условиями для них
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где i = 2,3,4.

4. Статические соотношения

Уравнения равновесия ячейки представляют собой баланс внешней и внутренних сил на площадках с нормалью x2: 
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Они дополняются условиями согласования напряжений в смежных элементах ячейки: 
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Система уравнений (6), (7) линейно зависима. 

5. Кинематические соотношения

Как видно из рис.2, на котором показано деформирование представительной ячейки, совместное деформирование ее элементов предполагает выполнение условий их согласования: 
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Тогда сдвиговая деформация всей ячейки (рис.2) 


[image: image17]
Рис.2. Совместное деформирование элементов представительной ячейки.
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Здесь 
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С учетом соотношений (10) равенство (9) можно записать в виде
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Если условия согласования деформаций (8) не выполняются, то сдвиговая деформация ячейки вычисляется осреднением по ее объему 
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Система приведенных выше основных уравнений несовместна. Возможно выполнение только части из них. Поэтому ниже формулируются две альтернативные модели поведения композита, основанные на различных группах уравнений. 

6. Статически согласованная модель

В этой модели учитываются все соотношения, кроме кинематических условий согласования (8), (11). Она является статически определимой и напряжения во всех элементах равны внешней нагрузке. Если решить соответствующие уравнения без учета деформаций ползучести в физических соотношениях (3) и вычислить модуль поперечного сдвига композита по определению 
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, то получим формулу, соответствующую осреднению по Рейссу: 
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Закон ползучести композита получается после дифференцирования по времени равенства (12) и подстановки в него физических соотношений (2), (3) с привлечением равенств (6), (7):
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Это уравнение решается с начальным условием, соответствующим решению задачи упругого деформирования
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вместе с уравнениями (4) и начальными условиями (5). Здесь 
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Решение (14) показывает, что закон ползучести композита в данном случае копирует закон ползучести материала матрицы с множителем, равным относительному объемному содержанию матрицы. 

При описании ползучести законом Нортона 
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, где A и n – константы материала, после введения безразмерных напряжений 
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 и модифицированного времени 
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 разрешающее уравнение (14) принимает вид закона Нортона: 
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Здесь 
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. Начальные условия (15) преобразуются к такому виду:
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7. Кинематически согласованная модель

В этой модели учитываются все соотношения, кроме условий согласования напряжений (7). Если решить соответствующие уравнения без учета деформаций ползучести в физических соотношениях (3) и вычислить модуль поперечного сдвига композита по определению 
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Для получения разрешающих уравнений ползучести композита в продифференцированные по времени уравнения (8) подставляются выражения для скоростей деформаций из соотношений (2), (3). Далее, после исключения из них напряжений 
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 с помощью статических зависимостей (6) и условий симметрии (1), получается дифференциальное уравнение относительно напряжения во втором элементе: 
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начальное условие для которого дает решение упругой задачи: 
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После решения начальной задачи (19), (20), (4), (5), напряжения в остальных элементах определяются из уравнений (1), (6), а деформации элементов – в результате решения уравнений (2), (3). Деформация ячейки вычисляется по формуле (11). 

При описании ползучести законом Нортона 
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, после введения безразмерных напряжений, безразмерной нагрузки и модифицированного времени, разрешающее уравнение (19) и начальное условие (20) записываются соответственно в следующем виде: 
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Стационарное решение уравнения (21) для установившейся ползучести ячейки, соответствует второй стадии ползучести композита: 
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Это решение после привлечения статических (6), физических (2), (3) зависимостей и геометрического соотношения (11) в модифицированном времени позволяет получить формулу для описания второй стадии ползучести композита в виде закона Нортона: 
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8. Численные исследования

Полученные выше теоретические результаты реализованы в расчетах. Построены численные зависимости безразмерного модуля сдвига композита
G = G23/Gm от относительного объемного содержания волокна 
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 при различных значениях относительного модуля сдвига волокна 
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[image: image48.wmf]G

)

=6. 
Они сравниваются с результатами, полученные по формуле Г.А. Ванина [1]: 
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(в расчетах коэффициент Пуассона 
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=0,39), с результатами применения формулы J.J. Hermans’а [5] для трехфазной модели среды: 
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где 
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, с результатами, полученными по формуле А.М. Скудры и К.А. Роценса [6] 
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а также численными высокоточными результатами Б.Е. Победри [2] для композита с круглыми волокнами и квадратным их расположением. Последние значения принимаются в качестве критерия оценки точности других результатов. Они тестировались расчетами на основе конечноэлементной методики, изложенной в статье [4]. При сгущении сетки конечных элементов результаты сходились к результатам работы [2] с точностью до всех приведенных в ней значащих цифр. 
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Рис.3.
Зависимость безразмерного модуля сдвига композита от относительного объемного содержания волокна 
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Анализ результатов, полученных по разным формулам, показывает, что в диапазоне содержания волокна 
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 наиболее точна формула J.J. Hermans’а (26). Несколько уступает ей полученная автором статьи формула кинематически согласованной структурной модели (20). Для значений содержания волокна, близких к предельным (
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), более точны формула А.М. Скудры, К.А. Роценса (27), а также формула Г.А. Ванина (25). Подобная картина наблюдается и при других значениях относительного модуля сдвига волокна. 

Относительное различие модулей сдвига, даваемых кинематически и статически согласованными моделями 
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 показано на рис.4. Как видно из рисунка, максимального значения такое различие достигает для
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=0,25 практически независимо от соотношения жесткостей волокна и матрицы. При этом относительное различие модулей сдвига композита монотонно возрастает с ростом относительной жесткости волокна от единицы до бесконечности.
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT [image: image65]
Рис.4.
Зависимость относительного различия модулей сдвига от относительного объемного содержания волокна 
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Расчеты неустановившейся ползучести композитов, матрица которых ползет в соответствии с зависимостью Нортона, проведены для значения безразмерной нагрузки 
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=10-3. Для примера на рис.5 показана зависимость скорости сдвиговой деформации от модифицированного времени для n=2; 
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Как видно, установившие значения скорости сдвиговой деформации не зависят от 
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. При этом кинематически согласованная модель является более жесткой: установившаяся скорость ползучести для нее ниже, чем для статически согласованной модели, хотя на первой стадии скорость ползучести высока и тем выше, чем больше разница между модулями сдвига волокна и матрицы. 

Зависимость относительного различия скоростей деформаций ползучести на второй стадии от относительного объемного содержания волокна при различных показателях степени закона Нортона, даваемых кинематически и статически согласованными моделями 
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 показана на рис.6. Как видно из рисунка, относительное различие этих скоростей деформаций ползучести композита монотонно убывает с ростом показателя степени закона Нортона от единицы до бесконечности. Зависимость от относительного объемного содержания характеризуется максимумом, лежащим в области между 0,2 (для  
[image: image73.wmf]1

 

 

=

n

) и 0,25 (для  
[image: image74.wmf]¥

®

 

n

).

[image: image75]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT [image: image76][image: image77.png]6e-13

55013

5613

45013

4813

35013

3013

25013

0 5eH7 1e+08 1.56+0826+08 2 5e+0B3e+08

watem. corn., GHG
Kitem. corn. | GifGr
craTwy. corn.




 [image: image78]
Рис.5. Зависимость скорости сдвиговой деформации от времени.
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Рис.6.
Зависимость относительного различия безразмерных скоростей сдвиговых деформаций от относительного объемного содержания волокна 
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9. Заключение

В статье разработаны структурные модели упругости и неустановившейся ползучести однонаправленного композита с непрерывными волокнами квадратного поперечного сечения и квадратным их расположением. 

На основе статически и кинематически согласованных структурных моделей получены формулы для поперечного модуля сдвига композита. Сопоставление их с известными в литературе формулами и высокоточными численными результатами показало эффективность и возможность применения полученных формул к композитам с волокнами круглого поперечного сечения. При этом более точной оказалась кинематически согласованная структурная модель композита. 

Структурные модели неустановившейся ползучести композита приводят к начальным задачам для обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка. Применение закона Нортона позволяет в случае постоянной нагрузки получить точные стационарные решения задачи. Эти формулы описывают зависимость скорости деформации ползучести на второй ее стадии от приложенного к композиту напряжения также в форме закона Нортона. 

Полученные в статье формулы весьма просты и могут быть рекомендованы в инженерной деятельности для прогнозирования свойств композита в условиях упругости и ползучести. 
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