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МЕТОД АСИМПТОТИЧЕСКОГО РАСЩЕПЛЕНИЯ В ЗАДАЧАХ ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА АНИЗОТРОПНЫХ СЛОИСТЫХ ПЛИТ

Горынин Г.Л., Немировский Ю.В.

Институт теоретической и прикладной механики СО РАН, г. Новосибирск, Россия

1. ВВЕДЕНИЕ

Пространственная задача продольно-поперечного изгиба упругой анизотропной слоистой плиты под действием продольных и поперечных нагрузок посредством применения метода асимптотического расщепления [1] распадается на последовательность плоских краевых задач, решение которых позволяет построить асимптотические приближения всех компонент вектора перемещения и тензора напряжения в каждой точке плиты. В случае действия полигармонических распределенных нагрузок на слоистую плиту с транверсально-изотропными слоями указанные приближения достаточно высокого порядка являются точными решениями пространственной задачи теории упругости в постановке Сен-Венана.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим плиту постоянной толщины, состоящую из произвольного числа слоев, выполненных из анизотропных упругих материалов, механические характеристики которых могут непрерывно меняться по толщине внутри каждого слоя (рис.1). Начало координат поместим на верхней поверхности плиты. Слои пронумеруем сверху вниз, 
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 – номер текущего слоя, 
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 – число слоев, 
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 – перемещения точек в направлении осей x, y, z соответственно.


Рис.1. Слоистая плита.

Пусть 
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 – характерное значение  для перемещения 
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 – толщина плиты  и  
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 – ее размер  вдоль оси 
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, 
[image: image9.wmf]E

~

 – характерное значение модуля Юнга в одном из направлений. Будем рассматривать только такие плиты, для которых величина 
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 является малым параметром. Перейдем к безразмерным переменным и функциям, для простоты не меняя их обозначения: 
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(1)

Потребуем выполнения линейных уравнений равновесия внутри плиты и на ее верхней и нижней поверхностях:
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где 
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 – поперечные и продольные нагрузки, действующие на верхней (top) и нижней (bottom) поверхностях. На границе между слоями компоненты тензора напряжения  
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 и компоненты вектора перемещения должны быть непрерывны:
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Считаем, что материал каждого слоя является анизотропным упругим материалом. Закон Гука для i-го слоя содержит 21 независимую константу 
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Задача (2)–(5) является полукраевой, так как на боковой кромке плиты краевые условия не заданы [1]-[2]. Если к уравнениям (2)–(5) добавить условия на кромке пластины, заданные либо в перемещениях, либо в напряжениях, то получится пространственная краевая задача теория упругости. Краевые пространственные задачи теории упругости допускают аналитические решения только в простейших и, подчас, искусственных случаях, в основном в такой постановке ищутся приближенные численные решения. Существенного упрощения краевой задачи удается достигнуть путем замены полных краевых условий на кромке на краевые условия для их интегральных характеристик по толщине плиты (средний прогиб, изгибающий момент, поперечная сила и т.д.), такую задачу в отличие от краевой будем называть пространственной задачей теории упругости в постановке Сен-Венана. 

2. ПРОЦЕДУРА РАСЩЕПЛЕНИЯ В ОБЩЕМ ВИДЕ

Примем, в соответствии с общей идеей метода асимптотического расщепления [1], что перемещения точек плиты являются линейной комбинацией частных дифференциальных операторов, действующих в плоскости плиты: 
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(6)

где 
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– некоторая функция, зависящая от двух переменных, координатная плоскость которых параллельна плоскости плиты; 
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 – характеристические функции вектора перемещения, зависящие только от переменной x; 
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k

– неотрицательные целые числа, n – номер асимптотического приближения.

Компоненты линейного тензора деформации, вычисленные на основе равенств (6) путем их формального дифференцирования, с учетом формул (1) имеют вид:
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Примем, что, и компоненты тензора напряжений для n-го приближения являются суммой частных дифференциальных операторов, действующих в плоскости плиты: 
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В формулах (8) использованы характеристические функции тензора напряжения, связанные с характеристическими функциями вектора перемещения следующим образом:
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Нижние индексы у характеристических функций напряжений в соответствии с формулами (8) определяются порядком дифференцирования по соответствующей переменной, поэтому если какой-либо из нижних индексов у этих функций в формулах (9) или в дальнейшем становится отрицательным, это означает тождественное равенство нулю данной функции, так как функция с таким индексом существовать не может. 

Подставим формулы (7)–(9) в закон Гука (5) и учтем формулы обезразмеривания (1). Получим, что закон Гука (5) для перемещений, подчиняющихся правилу (6), и напряжений, подчиняющихся формулам (7)–(8), выполняется тождественно только для нормальной компоненты 
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Из формул (3) и (8) следует, что нагрузки на верхней и нижней поверхностях пропорциональны между собой. Будем считать, что их сумма 
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 в общем случае на равна нулю, поэтому нагрузки могут быть представлены в следующем виде
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где 
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 – весовые коэффициенты вклада нагрузок на верхней и нижней поверхностях плиты соответственно в суммарную нагрузку. Из полученных выражений (11) и равенств (8) следует представление для суммарных нагрузок:
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где 
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 – некоторые константы, которые будут определены позднее. 

Краевые задачи по толщине плиты. Подставим формулы (8) в уравнения (2) и приравняем нулю коэффициенты при одинаковых частных производных функции прогиба: 
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Далее подставим формулы (9) в условия (3) на верхней и нижней поверхностях плиты и приравняем нулю коэффициенты при одинаковых частных производных функции прогиба, получим условия для характеристических функций на верхней и нижней поверхностях плиты:
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Точно также подставим формулы (6) и (8) в условия сопряжения слоев (4), тогда получим условия сопряжения характеристических функций на границах между слоями плиты
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где  
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 – координата по оси 
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 границы между слоями с номерами 
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 и 
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Уравнения (13) совместно с условиями (14)–(15) и формулами (9) образуют систему краевых задач для характеристических функций. Исследуем вопрос об их разрешимости, для этого каждое из уравнений (13) проинтегрируем по толщине плиты и используем условия (14)–(15). Получим необходимые условия разрешимости этих краевых задач:
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Краевые задачи по толщине плиты при 
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. Рассмотрим задачу (13)-(15) при характеристическом номере 
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. Для этого выпишем все уравнения системы (13) и учтем, что нижние индексы 
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 не могут быть отрицательными. В результате получится система уравнений:


[image: image91.wmf](

)

(

)

,

0

dx

d

0

0

,

0

,

i

x

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

t

h

a

  
[image: image92.wmf]{

}

z

,

y

,

x

Î

a

, 
[image: image93.wmf]s

,

1

i

=

.




(17)

Проинтегрируем систему (17) и учтем краевые условия и условия сопряжения слоев (14)–(15) при 
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Полученное равенство с учетом третьего уравнения (11) возможно только тогда, когда эти характеристические функции тождественно равны нулю:
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Рассмотрим равенства (9) при k=0 и учтем равенства (19), тогда получим систему равенств:
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которая в силу однородности равносильна равенству нулю каждой из производных:
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из которых с учетом условий сопряжения слоев (15) следует, что характеристические функции вектора перемещений при k=0 являются тремя константами:
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эти константы 
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 будут определены позднее.

Из формул (21) и равенств (9) также следует тождественное равенство нулю остальных характеристических функций тензора напряжений
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Краевые задачи по толщине плиты при 
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. Рассмотрим задачу (13)-(15) при характеристическом номере 
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. Для этого выпишем все уравнения системы (13) и учтем равенства (19) и (22), в результате получится система уравнений:
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Система (23) аналогична системе (17), поэтому аналогичен и результат ее решения:
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Таким образом, часть характеристических функций тензора напряжений при характеристическом номере 
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 полностью определена, для нахождения  оставшихся функций подставим выражения (9) при k=1 в равенства (24), далее производные характеристических функций оставим слева от знака равенства, а все остальное перенесем вправо: 
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Получили две системы из трех линейных алгебраических уравнений на неизвестные функции 
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Подставим выражения (26) в равенства (9) для 
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, тогда получим формулы для оставшихся характеристических функций для компонент тензора напряжений при k=1:
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Если проинтегрировать функции (26), и учесть условия сопряжения характеристических функций (15), тогда функции 
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 будут найдены с точностью до констант
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, которые будут определены позднее. Таким образом, все характеристические функции для k=1 определены с точностью до этих констант и констант, которые остались неопределенными при k=0.

Краевые задачи по толщине плиты при 
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. Покажем, что и при остальных характеристических номерах k краевые задачи (13)-(15) решаются точно также на основе уже решенных задач при меньших значениях k. Проинтегрируем уравнения системы (13) и учтем краевые условия и условия сопряжения слоев (14)–(15), тогда получим: 
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где величины 
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 вычисляются по формулам (16). 

Подставим найденные функции 
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в формулы (9) и производные характеристических функций 
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Получили систему трех линейных алгебраических уравнений при каждых фиксированных числах 
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 на неизвестные функции 
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После ее решения формулы (9) позволяют получить остальные характеристические функции тензора напряжений при 
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. Интеграл по переменной x от функций (30) позволяет получить все характеристические функции вектора перемещений с точностью до констант 
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Таким образом, все характеристические функции для данного номера k найдены (с точностью до констант). Далее на их основе  повторяя приведенную процедуру можно найти все характеристические функции при (k+1) и т.д.

Если выражения (24) подставить в равенство (28) при k=2 и 
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 и воспользоваться равенством (16), то получим следующие тождества
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(32) 

Выполнимость уравнений полукраевой задачи. Будем считать, что все характеристические функции найдены (т.е. для всех неопределенных констант выбраны какие-то, может быть, произвольные значения), тогда если для любого номера (n) выражения для перемещений (6) и напряжений (8) подставить  в равенства полукраевой задачи (2)–(5), то все уравнения равновесия (2), условия на поверхности (3) и условия сопряжения слоев (4) будут выполнены тождественно, лишь закон Гука (5) будет выполнен приближенно, в соответствии с равенствами  (10). 

1.1. Первое правило аппроксимации (изгиб).

Формулы (9), (28)-(31) являются рекуррентными и позволяют определять все характеристические функции для любого характеристического номера k на основе уже решенных краевых задач при меньших значениях k. В формулах (26), (28), (31) содержатся константы, для нахождения которых должно быть сформулировано некоторое правило, кроме того, при k=0 в формулах (21) содержатся три константы 
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, которые по отношению ко всем остальным решениям являются первичными и могут быть выбраны произвольным образом. Их выбор, как будет показано ниже, в конечном итоге определяет функцию 
[image: image156.wmf](

)

y

,

z

0

h

. Возможны три наиболее простых линейно-независимых варианта, когда последовательно выбираются одна константа равная единице, а остальные нулю. Рассмотрим их. Для начала примем, что константа, соответствующая переменной x, равна единице, а другие нулю, в этом случае величину 
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 будем обозначать буквой 
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 (соответственно функция 
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Кроме того, будем считать, что выполняется условие нормировки
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Данное равенство не является обязательным и может быть заменено каким-нибудь другим равенством, например, требованием равенства нулю функции 
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в некоторой фиксированной точке сечения.

Формулы (33)-(34) наделяют функцию 
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 физическим содержанием, она равняется среднему перемещению в поперечном направлении всех точек плиты с координатами 
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В дальнейшем функцию 
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 будем называть функцией прогиба. Равенства (35) получаются путем интегрирования по толщине величины компонент вектора перемещений в выражении (7) и использования формул (33)-(34). 

Краевые задачи по толщине плиты при 
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. Подставим равенства (33) в систему линейных уравнений (29) и решим ее: 
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(36) 

Проинтегрируем выражения (36) по высоте, кроме того, воспользуемся равенствами (34). Это позволяет определить, что часть характеристических функций тождественно равна нулю 
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а другая часть состоит из линейных функций по всей  высоте плиты:
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где    
[image: image184.wmf]5
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Подставим выражения (33), (36)-(37) в равенства (27) и учтем равенства (24), тогда получим, что все характеристические функции для компонент тензора напряжений при k=1 тождественно равны нулю:
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Краевые задачи по толщине плиты при 
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. Из формул (28) при k=2 и выражений (32) и (39) следует, что следующие характеристические функции тензора напряжений тождественно равны нулю:
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Из формул (29) при k=2 и выражений (36)-(39) следует, что производные характеристических вектора перемещений удовлетворяют трем системам, состоящих их трех линейных алгебраических уравнений:
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Если решить систему (41), то формулы (10) позволят получить остальные характеристические функции тензора напряжений при 
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. Интеграл по переменной x от полученных решений системы (41) позволит получить все характеристические функции вектора перемещений. 

Из формул (28) и выражений (40) следует, что следующие характеристические функции  тензора напряжений при k=3 тождественно равны нулю:
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Для последующих номеров k характеристические функции находятся по этой же схеме.

Перемещения и напряжения для первого правила аппроксимации. Формулы для перемещений и напряжений (7), (9) с учетом полученных равенств (33)-(40) принимают вид:
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Выражения для суммарных нагрузок (13) также изменятся в соответствии с формулами (43):


[image: image206.wmf](

)

(

)

(

)

k

1

n

3

k

k

k

k

k

k

n

0

k

k

k

,

k

u

u

z

y

z

y

u

z

y

z

y

u

B

p

e

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

=

å

å

+

=

=

+

a

a

;  
[image: image207.wmf]{

}

z

,

y

Î

a

,


[image: image208.wmf](

)

(

)

(

)

k

2

n

4

k

k

k

k

k

k

n

0

k

k

k

,

k

u

x

x

u

z

y

z

y

u

z

y

z

y

u

B

p

e

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

=

å

å

+

=

=

+

.




(44)

Выражения (44) являются системой дифференциальных уравнений в частных производных, они связывают одну функцию прогиба с тремя заданными нагрузками, очевидно, что система (44) переопределена. Поэтому необходимо рассмотрение и других типов деформирования слоистой анизотропной плиты.

В заключение параграфа следует отметить, что первые слагаемые для продольных перемещений 
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в формулах (43), соответствуют гипотезе Кирхгофа-Лява о недеформируемой нормали, на основе которой строится классическая теория изгиба однородных изотропных плит. Эти слагаемые содержат первые степени малого параметра 
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, поэтому можно говорить, что на основе пространственной теории упругости получено обоснование гипотезы Кирхгофа-Лява как первого асимптотического приближения для закона деформирования многослойной анизотропной пластины с произвольным расположением слоев.

1.2. Второе и третье правила аппроксимации (деформации в плоскости плиты).

Рассмотрим второе правило аппроксимации. Примем, что константа, соответствующая переменной y, равна единице, а другие нулю, в этом случае величину 
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 будем обозначать буквой 
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 (соответственно функция 
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Третье правило аппроксимации состоит в том, что константа, соответствующая переменной z, равна единице, а другие нулю, в этом случае величину 
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 будем обозначать буквой 
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 (соответственно функция 
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Будем считать, что для обоих правил справедливы равенства, аналогичные равенству (34):
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Формулы (46)-(47) наделяют функции 
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 физическим содержанием, они равняется среднему перемещению в направлении осей y и z соответственно всех точек плиты с координатами 
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В дальнейшем функции 
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 будем называть функциями продольного смещения, а вектор, компонентами, которого они являются вектором продольного смещения:
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Очевидно, что третье правило получится из второго заменой величин y и v на z и w соответственно. Это же справедливо и применительно к конечным выражениям, поэтому все выкладки сделаем для второго правила, а итоговые результаты используем для третьего правила. 

Краевые задачи по толщине плиты при 
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Если решить систему (50), то формулы (9) позволят получить остальные характеристические функции тензора напряжений 
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. Интеграл по переменной x от полученных решений системы (50) позволит получить все характеристические функции вектора перемещений. Для последующих номеров k характеристические функции находятся по этой же схеме.

Перемещения и напряжения для второго и третьего правил аппроксимации. Формулы для перемещений и напряжений (6), (8) с учетом полученных равенств (45)-(46) и формул (19), (22), (24), (32) принимают вид:


[image: image255.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

å

å

+

=

=

+

h

a

a

h

a

h

h

a

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

e

¶

¶

h

¶

+

d

d

+

d

d

=

1

n

1

k

k

k

k

k

k

k

n

0

k

k

k

,

k

,

i

z

w

n

0

y

v

n

0

n

i

z

y

z

y

z

y

z

y

U

w

v

u



[image: image256.wmf]{

}

z

,

y

,

x

Î

a

,


[image: image257.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

å

å

+

=

=

+

h

h

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

e

¶

¶

h

¶

=

2

n

1

k

k

k

k

k

k

k

n

0

k

k

k

,

k

,

i

x

n

i

x

z

y

z

y

z

y

z

y

U

u

,   
[image: image258.wmf]{

}

w

,

v

Î

h

;


[image: image259.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

k

n

1

k

k

k

k

k

k

n

0

k

k

k

,

k

,

i

n

i

z

y

z

y

z

y

z

y

e

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

h

¶

t

=

s

å

å

=

=

+

h

ab

h

ab

,    


[image: image260.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

k

1

n

2

k

k

k

k

k

k

n

0

k

k

k

,

k

,

i

x

n

i

x

z

y

z

y

z

y

z

y

e

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

h

¶

t

=

s

å

å

+

=

=

+

h

a

h

a

,


[image: image261.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

k

2

n

3

k

k

k

k

k

k

n

0

k

k

k

,

k

,

i

xx

n

i

xx

z

y

z

y

z

y

z

y

e

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

h

¶

t

=

s

å

å

+

=

=

+

h

h

.   


[image: image262.wmf]{

}

z

,

y

,

Î

b

a

, 
[image: image263.wmf]{

}

w

,

v

Î

h

.




(51)

Выражения для суммарных нагрузок (12) изменятся соответственно формулам (51):
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Равенства (52) могут рассматриваться для 
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 равного u или v, однако в обоих случаях система (52) переопределена, она связывают одну функцию продольного смещения 
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h

 с тремя заданными нагрузками. 

Уравнения продольно-поперечного изгиба анизотропной слоистой плиты. Для того, чтобы устранить указанную переопределенность будем считать, что перемещения и напряжения являются комбинацией всех трех принятых правил аппроксимаций, причем номер асимптотического приближения для первого правила, вообще говоря, может отличаться от номера асимптотического приближения для второго и третьего правил: 
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(53)

Из равенств (35), (48) и (53) следуют равенства, выражающие функцию прогиба и функции продольного смещения через компоненты вектора перемещений:
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Уравнения  продольно-поперечного изгиба анизотропной слоистой плиты в этом случае примут вид, соответствующий формулам (44) и (52):  
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Система уравнений (55) является системой уравнений в частных производных, она связывает три неизвестные функции 
[image: image279.wmf](

)

(

)

z

,

y

u

u

n

0

, 
[image: image280.wmf](

)

(

)

z

,

y

v

n

0

 и 
[image: image281.wmf](

)

(

)

z

,

y

w

n

0

с тремя заданными нагрузками 
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. Если к данной системе добавить четыре интегральных краевых условия на кромке плиты (условия на функцию прогиба, изгибающий момент, продольные усилия и пр.), то получится краевая задача, решение которой позволит определить неизвестные функции, и на их основе вычислить асимптотическое приближение  компонент вектора перемещений и тензора напряжений по формулам (42), (50)-(51) и (53).

Из уравнений (55) следует, что наименьшие номера асимптотических приближений, при которых они имеют смысл, равняются 
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. Уравнения продольно-поперечного изгиба (55) в этом случае имеют вид:
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(56)

2. ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНЫЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ ИЗГИБ
Рассмотрим прямоугольную плиту, один размер которой в плане (вдоль оси z) существенно больше другого (вдоль оси y). Будем считать, что характер закрепления плиты по длинным сторонам не меняется  при движении вдоль каждой из сторон. Точно также, будем считать, что поперечная и продольная нагрузки не зависят от координаты, направленной вдоль оси z. Тогда неизвестные функции 
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 зависят только от переменной y, а система уравнений (55), превращается в систему обыкновенных дифференциальных уравнений: 


[image: image293.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

a

Î

h

+

=

h

a

+

=

a

=

e

h

+

e

å

å

å

p

dy

d

B

dy

u

d

B

w

,

v

k

1

n

2

k

k

n

0

k

k

0

,

k

k

1

n

3

k

k

n

0

k

k

0

,

k

u

u

u

,  
[image: image294.wmf]{

}

z

,

y

Î

a

,


[image: image295.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

x

w

,

v

k

2

n

3

k

k

n

0

k

k

0

,

k

x

k

2

n

4

k

k

n

0

k

k

0

,

k

u

x

p

dy

d

B

dy

u

d

B

u

u

=

e

h

+

e

å

å

å

Î

h

+

=

h

+

=

;

(57)

Все три уравнения системы уравнений (57) завязаны между собой, поэтому их приходится решать одновременно. Однако  если отказаться от выполнения тех равенств (34), с помощью которых определялась константа 
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, и, взамен этого, потребовать выполнения равенства нулю величин 
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(58)  

то система (57) значительно упростится:
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(59)

где часть нижних нулевых индексов у коэффициентов опущена: 
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Анализ систем уравнений, подобных системе (59), которые получаются при решении задач изгиба и кручения слоистых конструкций в постановке Сен-Венана, был произведен в [1]. Согласно этому анализу следует искать не все решения системы (59), а только те, которые являются регулярными возмущениями по малому параметру 
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 решений системы (59) для самого первого асимптотического приближения при 
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Размерность искомых решений системы (59) для любых номеров 
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 и 
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 совпадает с порядком  системы уравнений (60), т.е., как легко видеть, равняется восьми.  

В случае цилиндрического продольно-поперечного изгиба формулы для невязок в законе Гука для напряжений и перемещений (10) в соответствии с  равенствами (53) принимают вид:
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Если нагрузки 
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 соответственно, то при условии выполнения следующих неравенств для номеров асимптотических приближений 
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(62)

невязки в правых частях выражений (61) становятся равными нулю, поэтому в этом случае конечные суммы (53) дают точное 8-ми параметрическое решение полукраевой задачи (2)–(5). Если к полукраевой задаче (2)–(5) добавить восемь интегральных краевых условий (например, на одной длинной стороне: изгибающий момент, функция прогиба, две функции продольных смещений и на другой длинной стороне пластины: изгибающий момент, функция прогиба, два внутренних продольных усилия), то этим самым все восемь параметров будут однозначно определены. Следовательно, в этом случае конечные суммы (53) с учетом формул (43) и (51) дают точное решение пространственной задачи теории упругости о цилиндрическом продольно-поперечном изгибе слоистой анизотропной плиты в постановке Сен-Венана.

3.  СЛОИСТЫЕ ПЛИТЫ С ПЛОСКОСТЬЮ СИММЕТРИИ АНИЗОТРОПИИ ДЛЯ КАЖДОГО СЛОЯ

Рассмотрим частный случай слоистой плиты, когда материал каждого слоя является анизотропным упругим материалом с плоскостью симметрии параллельной координатной плоскости zOy. Закон Гука (5) для i-го слоя содержит тринадцать независимых констант 
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Закон Гука (5) в этом случае имеет вид:
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Следует отметить важный частный случай, когда слои плиты состоят из ортотропных материалов, содержащих для каждого слоя 9 упругих независимых констант [3]. В общем случае направления оротропии для каждого из слоев могут различаться, поэтому в единой системе координат закон Гука для ортотропных слоев также имеет вид (64). В этом случае 13 упругих констант для каждого слоя выражаются через 9 независимых констант, кроме того, выполняется тождественное равенство:
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Система (29) с учетом равенств (63) существенно упрощается, если выразить из нее производные 
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 и подставить их в формулы (9) и (31), то получим следующие формулы для характеристических функций:
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где использованы следующие обозначения 
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3.1. Первое правило аппроксимации (изгиб).

При k=1 для выполняются формулы (37)-(39), которые для этого характеристического номера полностью определяют все характеристические функции. При k=2 справедливы формулы (40), для вычисления остальных характеристических функций воспользуемся формулами (65-68) и используем равенства (37)-(38):
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где константы 
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 определяются из условий (34).

Из формул (42) следует, что характеристические функции  тензора напряжений 
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 при k=3 тождественно равны нулю. Функции же 
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, как это следует из формул (65), в общем случае не равны нулю, поэтому из формул (67)-(68) при k=3 следует, что функции 
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 также не равны нулю. Из формул (66) при k=2 и выражений (42) и (71) следует, что следующие характеристические функции тензора напряжений и вектора перемещений тождественно равны нулю:
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Продолжая определять характеристические функции при следующих значениях характеристических чисел, можно установить закономерность, что одна часть характеристических функций тождественно равна нулю при четных характеристических числах  k, а другая часть при нечетных: 

k – четное  
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k – нечетное  
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Перемещения и напряжения для первого правила аппроксимации. С целью учета нулевых равенств (73)-(74) введем новый способ нумерации асимптотического приближения при первом правиле аппроксимации, будем считать, что новый номер асимптотического приближения 
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 связан со старым с помощью равенства:
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Соответственно, вместо характеристических чисел k введем характеристические числа r, которые связаны с числами k по формулам: 
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С учетом формул (73)-(75)  выражения для перемещений и напряжений (43) принимают вид:
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Невязка при выполнении закона Гука в формулах (10) принимает вид:


[image: image377.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

2

N

2

2

N

2

k

k

k

k

N

0

2

N

2

2

N

2

k

,

k

,

i

u

z

,

y

,

i

u

i

i

u

xx

i

xx

N

i

u

u

u

z

y

z

y

u

u

u

z

y

u

z

y

u

e

e

+

+

=

+

+

+

ab

Î

g

j

jg

abjg

ab

ab

e

¶

¶

¶

t

-

=

E

-

E

-

s

å

å



[image: image378.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3

N

2

2

N

2

k

k

1

k

k

N

0

3

N

2

i

xz

x

k

1

k

N

0

3

N

2

i

xy

x

2

N

2

k

,

k

,

i

u

x

z

,

y

N

i

x

i

x

x

N

i

x

u

u

z

y

z

y

u

u

z

y

u

u

u

z

y

u

u

z

y

z

y

U

2

1

e

+

+

=

+

+

+

b

+

+

b

+

Î

g

h

g

g

b

h

b

e

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

h

¶

E

+

¶

¶

h

¶

E

-

=

=

E

-

s

å

å

 






[image: image379.wmf]{

}

z

,

y

,

Î

b

a

,





(77)

3.2. Второе и третье правила аппроксимации (продольное деформирование).

Для второго и третьего правил аппроксимации продолжают оставаться справедливыми при k=0 – равенства (19), (22), (45)-(47), при k=1 - равенства (24). Подставим эти равенства в формулы (65)-(68) при k=1:
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Продолжая далее, можно заметить, что процесс зануления характеристических функций становится циклическим, т.е. в зависимости от четности характеристического числа k зануляются те или иные функции:

k - четное
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k - нечетное
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Перемещения и напряжения для второго и третьего правил аппроксимации. С целью учета нулевых равенств (79)-(80) введем новый способ нумерации асимптотического приближения для второго и третьего правил аппроксимации, будем считать, что новый номер асимптотического приближения 
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 связан  со старым с помощью равенства:
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С учетом формул (79)-(80) выражения для перемещений и напряжений (51) изменятся: 
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Невязка при выполнении закона Гука в формулах (10) принимает вид:
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Уравнения продольно-поперечного изгиба анизотропной слоистой плиты. Перемещения и напряжения в общем случае являются комбинацией всех трех принятых правил аппроксимаций (53), с учетом принятых переобозначений для нумерации асимптотических приближений в случае наличия плоскости симметрии анизотропии эти формулы перепишем в виде:
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Уравнения продольно-поперечного изгиба (55) анизотропной слоистой плиты в этом случае примут вид, соответствующий формулам (76), (81) и (83):  
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(84)

Из уравнений (84) следует, что наименьшие номера асимптотических приближений, при которых они имеют смысл, равняются 
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. Уравнения продольно-поперечного изгиба (84) в этом случае имеют вид (56).

4. ТРАНВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫЕ СЛОИСТЫЕ ПЛИТЫ
Рассмотрим плиту, состоящую из слоев, для которых упругие свойства материалов, их составляющих, не меняются при любом повороте вокруг нормали к плите. Такие тела называются транверсально-изотропными, в этом случае число независимых упругих констант для каждого слоя равняется пяти 
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, упругие константы из закона Гука (5) выражаются через них следующим образом [3,4]:
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(85)

Соответственно число линейно-независимых характеристических функций уменьшится. Характеристические функции будем называть базовыми, если через них выражаются все остальные при том же характеристическом номере k. В дальнейшем будем предполагать, что выполняется равенство 
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т.е. весовые коэффициенты вклада в суммарную нагрузку нагрузок вдоль направлений y и z совпадают на лицевых  поверхностях плиты (см. формулы (11)) и для них введено обозначение 
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g

. В силу транверсальной изотропности направления вдоль осей y и z совершенно равнозначны, следовательно и формулы для второго и третьего правил аппроксимаций равнозначны, поэтому в дальнейшем второе и третье правила будем рассматривать только вместе и для краткости будем их называть вторым правилом.

4.1. Первое правило аппроксимации (изгиб).

Характеристические функции. Если все слои плиты транверсально-изотропны, то формулы (19), (21)-(22), (24), (39)-(40), (71) останутся неизменными, а равенства (69)-(70), полученные при k=2, с учетом равенств (85) упрощаются:
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где 
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где константа 
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При k=3 продолжают оставаться справедливыми формулы (42) а с учетом равенств (87) формулы (28) значительно упрощаются для 
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где величины 
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Формулы (67)-(68) для плит из транверсально-изотропного материала упростятся для всех значений характеристических чисел k:
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Эти равенства  принимают особенно простой вид при 
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где константа 
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При k=4 с учетом равенств (89)-(90) формулы (28) значительно упрощаются для 
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где 
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Для транверсально-изотропного тела формулы (65)-(66) существенно упрощаются для произвольного значения k:
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С помощью выражений (91)-(92) эти равенства  принимают особенно простой вид при 
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Для произвольного характеристического числа k удобно использовать введенный ранее параметр r, через который выражается значение числа k, рекуррентные формулы для базовых функций принимают вид: 
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где константы 
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Остальные характеристические функции являются линейными комбинациями базовых функций: 
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Характеристические функции, индексы которых отсутствуют в формулах (98)-(99), тождественно равны нулю.

Из равенств (97)-(98) следует, что необходимые условия разрешимости (17) для любых значений параметра r принимают вид двух равенств, связывающих базовые характеристические функции с базовыми коэффициентами 
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(100)

Остальные коэффициенты выражаются через базовые по следующим формулам:
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(101)

Компоненты вектора перемещений и тензора напряжений. Компоненты вектора перемещений и тензора напряжений определены формулами (76) однако с помощью равенств (97), (99) эти выражения значительно упрощаются:
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где 
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- символ Кронекера, который по определению равен 1 при совпадении обоих индексов и нулю при их различии; 
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в первой формуле (105) использовано следующее обозначение для вектора перемещений, лежащих в плоскости плиты,
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(103)

Асимптотическая выполнимость трехмерных уравнений теории упругости. Если для анизотропной плиты перемещения и напряжения вычисляются по формулам (76), то равенства (2)-(4) полукраевой задачи (2)–(5) выполняются тождественно. Выражения (102) для транверсально-изотропной плиты следуют из формул (76), поэтому для них равенства (2)-(4) полукраевой задачи (2)–(5) также выполняются тождественно. Закон Гука в общем случае выполняется тождественно только для нормальной компоненты тензора напряжений 
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, а для остальных компонент приближенно в соответствии с формулами (77), которые с помощью выражений (102) значительно упрощаются и принимают вид:
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4.2. Второе и третье правила аппроксимации (продольное деформирование).
Характеристические функции. Если все слои плиты транверсально-изотропны, то формулы (24) и (78) продолжают оставаться справедливыми
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а выражения (78), полученные при k=1, с учетом равенств (85) упрощаются:  
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где константа
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Из равенств (28) при k=2 с помощью выражений (106) определим функции 
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Из равенств (30) при k=3 с помощью выражений  (108) определим функции 
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Выражения (65)-(66) при k=3, с учетом равенств (108)-(109), упрощаются:
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где константа
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где константы 
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Компоненты вектора перемещений и тензора напряжений. Компоненты вектора перемещений и тензора напряжений определены формулами (81), однако с помощью равенств (112) эти выражения  значительно упрощаются. Для этого введем обозначения для вспомогательных векторов 
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и дифференциальных операторов, действующих в плоскости плиты,
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Для упрощения формул для компонент вектора перемещений и тензора напряжений (81) воспользуемся формулами (112)-(116): 
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(117)

Асимптотическая выполнимость трехмерных уравнений теории упругости. Если для анизотропной плиты перемещения и напряжения вычисляются по формулам (117), то равенства (2)-(4) полукраевой задачи (2)–(5) выполняются тождественно. Закон Гука (5) при условии выполнения равенств (85) в общем случае выполняется тождественно только для нормальной компоненты тензора напряжений 
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, а для остальных компонент приближенно в соответствии с формулами (11), которые с помощью выражений (117) значительно упрощаются и принимают вид:
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Функция прогиба и вектор продольных смещений в соответствии с формулами (98), (113) равны:
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Уравнения продольно-поперечного изгиба слоистой плиты. С помощью формул (102), (117) упростим уравнения продольно-поперечного изгиба (84):
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где 
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D

 - характеристическая жесткость с номером  r, определяемая равенством
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Первое приближение. Уравнения продольно-поперечного изгиба (120) для самого первого приближения 
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принимают вид:
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Формулы для перемещений и напряжений (83) с учетом выражений (102) и (117) в этом простейшем случае имеют вид:
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Упрощение системы уравнений продольно-поперечного изгиба. Система уравнений (120) имеет существенный недостаток, все три скалярных уравнения этой системы «завязаны» между собой, поэтому их приходится решать одновременно. Этим же недостатком обладает и система уравнений (121) для первого приближения. В целях упрощения системы откажемся от выполнения того равенства  (98) с помощью которого определялась константа 
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, для этого воспользуемся равенствами (99)-(100), в конечном итоге получим: 
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(123) 

Из равенства (123) следует, что константа 
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, входящая в формулы (87), (88), (102) и (122), перестает быть равной 0.5 и вычисляется по формуле:
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С учетом равенства (123) система уравнений продольно-поперечного изгиба существенно упрощается:
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Следует отметить, что при этом в общем случае второе равенство (119) превратится в неравенство
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(125)

и, следовательно, вектор продольного смещения потерял свой физический смысл.

Система уравнений (133) для первого асимптотического приближения 
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 имеет вид:
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где введено обозначение 
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Первое уравнение системы (126) является векторным, оно содержит два скалярных уравнения, структура которых совпадает с уравнениями в перемещениях плоской задачи теории упругости. Они решаются независимо от последнего уравнения системы (126), Последнее уравнение системы (126) решается самостоятельно, по структуре оно совпадает с классическим уравнением С. Жермен изгиба пластин, если считать, что второе слагаемое – это поправка к величине поперечной нагрузки.

Система уравнений (124) и формулы для напряжений и перемещений по своей математической структуре совпадают с выражениями полученными для слоистой пластины с изотропными слоями [1], поэтому для случая транверсально-изотропной слоистой плиты  справедливы те же выводы, что и для изотропной. Повторим их:

1. Для получения асимптотических решений полукраевой задачи (2)–(5) следует использовать не все решения системы уравнений (124), а только те, которые являются регулярными возмущениями решений системы (126). Все сингулярные возмущения должны быть исключены из рассмотрения, т.к. они приводят к неубывающим правым частям выражений (104) и (118). Следствием данного правила является то, что для системы уравнений продольно-поперечного изгиба (124), несмотря на ее высокий порядок, достаточно  ставить те же краевые условия, что и для системы уравнений (126), т.е. условия на изгибающий момент, поперечную силу, продольные усилия и т.д. 

2. Если векторное поле суммарной продольной нагрузки является градиентным
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где P – потенциальная m-гармонической функция, и если поперечная нагрузка 
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 является 
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m

-гармонической функцией переменных y и z, т.е. выполняются равенства 
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и, если для номеров асимптотических приближений выполняются неравенства 
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то выражения для перемещений и напряжений (83), (102), (117) дают семейство точных решений  полукраевой задачи (2)–(5). Если же добавить интегральные краевые условия на кромке плиты, то из данного семейства однозначным образом определяется точное решение пространственной задачи теории упругости о продольно-поперечном изгибе транверсально-изотропной слоистой плиты в постановке Сен-Венана.
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