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РАЗЛОЖЕНИЯ ПО ФУНКЦИЯМ ФАДЛЯ-ПАПКОВИЧА В СМЕШАННЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
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РЕЗЮМЕ

Дается схема решения смешанных краевых задач теории упругости в бесконечной полосе в виде явных разложений по функциям Фадля-Папковича (однородным решениям теории упругости). На каждой из сторон полосы имеется по одной точке смены типа граничных условий, причем эти точки лежат на прямой перпендикулярной оси полосы. Смешанные краевые задачи относятся к числу наиболее сложных (достаточно вспомнить задачи для тел с трещинами). В то же время, картина распределения напряжений и деформаций в окрестности точек смены типа граничных условий представляет наибольший практический интерес, например, в задачах оценки механической надежности элементов тонких авиационных панелей. Схема решения вначале разбирается на простом примере смешанной краевой задачи для гармонического оператора в бесконечной полосе. 

1. СМЕШАННАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ГАРМОНИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА

В полосе 
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Функции 
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, для определенности, будем считать суммируемыми с квадратами на своих носителях. Обозначим 
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 — их преобразования Фурье. Тогда, не возрастающие на бесконечности 
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 решения краевой задачи (1.1) в полуполосах 
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 могут быть представлены следующим образом 
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Решения (1.2) и (1.3) будут искомыми решениями краевой задачи (1.1), если функция 
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 остаются непрерывными на стыке полос 
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Вставляя сюда представления (1.2,3), приходим к равенствам для определения систем неизвестных 
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где обозначено 
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Системы функций 
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 участвующие в разложениях (1.5), полны в 
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. Кроме того, они минимальны и, следовательно, в 
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 не существует единственной системы функций биортогональной к их объединению, т.к. это объединение уже не будет минимальным. Поэтому, коэффициенты 
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 разложений (1.5) не могут быть найдены явно с помощью некоторой биортогональной системы функций, если в этих разложениях не избавиться от "лишних" функций. 

Продифференцируем первое равенство (1.5) один раз. Результат умножим на 
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 и сложим со вторым равенством (1.5). Тогда получим 
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Обозначим 
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Тогда равенство (1.7) можно записать следующим образом 
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Покажем, что система функций 
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Лемма 1.1.  Бесконечное произведение 
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сходится и представляет собой целую функцию экспоненциального типа равного 1. На вещественной оси 
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и, следовательно, 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сходимость бесконечного произведения (1.10) следует из сходимости ряда 
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Порядок функции 
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где 
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 - число нулей функции 
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Осталось доказать асимптотическое равенство (1.11). Воспользуемся формулой [2] 
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где 
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Возьмем 
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2) 
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На основании (1.13, 14) получаем 
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На вещественной оси 
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 справедливы следующие асимптотические равенства, которые легко получить следуя [3] 
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Следовательно, 
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Отсюда и вытекает асимптотическое равенство (1.11) 

Теорема 1.1.   Система экспонент 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что система функций Е не полна в 
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Образуем целую функцию 
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Согласно (1.20) 
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 Следовательно, тип функции 
[image: image68.wmf]()

fw

,

 по крайней мере, равен 1 (т.к. она имеет нулями все нули целой функции 
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 тип которой, согласно лемме 1.1, равен 1). С другой стороны, по теореме Пэли-Винера, тип функции 
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где 
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 - целая функция минимального типа. Так как функция 
[image: image73.wmf]2

()()

yL

c

ÎG,

 то по теореме Пэли-Винера, целая функция 
[image: image74.wmf]()

W

fw

Î

 (то есть [4] экспоненциального типа равного 1 и суммируемая с квадратом на вещественной оси) и, значит, 
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По теореме Полиа [5], целая функция минимального типа со свойством (1.23) 
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Теорема 1.2. Существует единственная система функций 
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 к системе экспонент Е. Функции биортогональной системы находятся по формулам 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 1.1 
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По теореме Пэли-Винера имеется такой набор функций 
[image: image89.wmf]()

y

n

y

 из 
[image: image90.wmf]2

()supp

L

n

y

G,ÎG,

 что 


[image: image91.wmf]()

()(1)

()

iy

L

eydy

L

w

n

nn

w

yn

ww

¢

G

=³.

-

ò






        (1.26)

Из равенства (1.26) получаем 
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т.е. система функций 
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Осталось доказать единственность биортогональной системы функций 
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А т.к. по лемме 1.1 
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Кроме того, функция 
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Замечание 1.1. Из формулы (1.24), в силу двойственности Пэли-Винера, вытекает, что функции 
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С помощью биортогональной системы функций (1.24) найдем коэффициенты 
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На основании формулы Парсеваля, равенства (1.30) можно переписать следующим образом 
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Примем для простоты 
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Будем считать, что продолжение 
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Покажем, что ряды (1.5) с коэффициентами (1.33), (1.8б)) сходятся к своим функциям. Рассмотрим вначале второе равенство (1.5). Запишем его в следующем виде 
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Вставим сюда (1.33) и рассмотрим контурный интеграл 
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взятый по окружности 
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По лемме Жордана [6] 
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и, следовательно 
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C другой стороны, по теореме Кoши о вычетах 
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Подставляя теперь (1.39) в (1.36) и переходя к пределу при 
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Отсюда уже следует искомое равенство (1.34). 

Точно также устанавливается сходимость к своей функции (в данном случае к 
[image: image130.wmf]()0

y

Fº

) первого разложения (1.5). При этом определяется и неизвестная 
[image: image131.wmf]0

b

 (как вычет в нуле). Она равна 
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Рассмотрим простой пример разложений (1.5), когда формулы (1.5) для коэффициентов разложений удается упростить. Примем 
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[image: image134.wmf]à

 — любое конечное, вещественное число. Продолжение этих функций на всю вещественную ось выполним следующим образом 
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Тогда в соответствии с формулами (1.32), 
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Для вычисления интеграла (1.44) рассмотрим следующие два вспомогательные контурные интеграла взятые по контуру С, лежащему в плоскости комплексного переменного 
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 и составленному из дуги окружности 
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 достаточно большого радиуса 
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, лежащей выше вещественной оси (в плоскости комплексного переменного 
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) и отрезка 
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Так как при 
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 оба эти интеграла по дуге окружности стремятся к нулю, то по теореме Коши о вычетах имеем соответственно 
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Отсюда 
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На основании последних равенств, формулы (1.44) для коэффициентов искомых разложений с учетом обозначений (1.8) приобретают вид 
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Выражение для коэффициента 
[image: image148.wmf]0
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 получается по формулам (1.47) и (1.41). 

2. СТЫК ДВУХ ПОЛУПОЛОС
Рассмотрим плоскую задачу теории упругости о сопряжении (стыке) по торцам двух прямоугольных полуполос одинаковой ширины. 

Среди различных подходов к решению такого рода задач отметим метод Винера–Хопфа, с помощью которого в ряде случаев удается получить точное решение смешанной задачи [7,8]. 

Рассматриваемый далее подход является весьма общим. Он базируется на обычной схеме представления решения в виде интегралов Фурье и рядов (в общем случае) однородных решений теории упругости (функций Фадля-Папковича). Тогда неизвестные коэффициенты разложений должны быть найдены из условий на стыке полуполос. Однако так как в разложениях при этом с каждой стороны участвуют полные и минимальные системы функции, то их объединения в условиях стыка уже не будут минимальными. Следовательно, прямое, явное определение коэффициентов разложений из этих условий невозможно. 

Основная идея метода заключается в выделении из участвующих в разложениях на стыке полуполос неминимальных систем функций – базисных. К ним строятся биортогональные системы функций, с помощью которых явно определяются искомые коэффициенты разложений. Суть подхода была продемонстрирована в предыдущем параграфе. 

Рассмотрим плоскую задачу теории упругости в бесконечной полосе 
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 при следующих граничных условиях на продольных сторонах полосы 
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где 
[image: image151.wmf]u

 и 
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 – соответственно, продольное и поперечное перемещения. 

Обозначим 
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 полуполосах будем искать в форме рядов и интегралов Фурье. 

Соответствующие представления для перемещений (без жесткого смещения) и напряжений в левой и правой полуполосах имеют вид 
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В формулах (2.2), (2.3), введены следующие обозначения: 
[image: image169.wmf]UGuVGvG
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 – модуль сдвига, 
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 – коэффициент Пуассона. Кружочком помечены соответствующие факторы решения в интегралах Фурье для бесконечной полосы с граничными условиями 
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Это решение легко находится и имеет вид 
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(2.4)
В этих формулах через 
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 обозначено преобразование Фурье функции 
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, заданной на полуоси 
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 на всю вещественную ось. 

Перейдем к вопросу об определении искомых коэффициентов разложений 
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(2.5)

Значками 
[image: image185.wmf]±

 помечены факторы, относящиеся к соответствующим полуполосам 
[image: image186.wmf]±
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Раскрывая в равенствах (2.5) выражения для входящих сюда функций, согласно их представлениям (2.2), (2.3), получим четыре функциональных уравнения, содержащих четыре полные и минимальные системы функций 
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 в уравнениях а) и с) (2.5) и систем функций 
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 в уравнениях b) и d) (2.5) не минимальны. Следовательно, не существует систем функций биортогональных к этим объединениям. Поэтому искомые неизвестные не могут быть найдены явно непосредственно из уравнений (2.5). Необходимо избавиться в этих уравнениях от "лишних" функций. Для этого перейдем от равенств (2.5) к следующим: 
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в которых функции 
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(2.7)

Разворачивая равенства (2.7), получим следующую систему из двух функциональных уравнений 


[image: image197.wmf]32

0

1

32

1

(1)[(1)(3)]

2

()

[(1)(3)]

k

k

iqy

kkkk

k

ipy

kkkk

k

A

AqBqe

y

apbpe

i

mmm

mm

¥

=

¥

=

--++++-

F

-+++=

å

å

o



[image: image198.wmf]32

0

1

32

1

[(1)(42)]

()

[(1)(42)]

k

k

iqy

kkkk

k

ipy

kkkk

k

AAqBqe

y

apbpe

i

mmm

mm

¥

=

¥

=

++++-

Y

-+++=

å

å

o



(2.8)


[image: image199.wmf]21

2

kk

k

yqkp

pp

-

ÎG,=,=-



Функции 
[image: image200.wmf]F
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 и 
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 определяются по формулам (2.7), но для факторов отмеченных кружочком. 

Введем обозначения 
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После этого уравнения (2.8) можно записать следующим образом 
[image: image203.wmf]y

ÎG

 


[image: image204.wmf]32

0

1

32

0

1

(1)[(1)(3)]()

2

[(1)(42)]()

k

k

iy

kkkk

k

iy

kkkk

k

A

DCey

i

ADCey

i

w

w

mmwmw

mmwmw

¥

=

¥

=

F

-+++++=

Y

++++=

å

å

o

o



        (2.10)

Как было показано в предыдущем параграфе, система функций 
[image: image205.wmf]1

k

iy

k

Ee

w

¥

ìü

íý

îþ

=

=

 полна в 
[image: image206.wmf]2

()

L

G

 и, кроме того, имеется биортогональная к 
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[image: image208.wmf]{()}

y

n

y

,

 определяемая формулами (1.24). 

При помощи биортогональной системы функций 
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[image: image210.wmf]k

C

 и 
[image: image211.wmf](1)

k

Dk

³

 разложений (2.10). Примем для простоты, 
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и, следовательно, в соответствии с формулами (2.7): 
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Кроме того, из условия на бесконечности 
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Умножая равенства (2.13) на функцию 
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 получим систему из двух алгебраических уравнений относительно неизвестных 
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Откуда находим 
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B первоначальных обозначениях (2.9) имеем 
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Коэффициенты (2.16) можно преобразовать к форме более удобной для вычислений, если воспользоваться представлением (1.15) для функции 
[image: image228.wmf]()
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. Определим значения производной функции 
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 (2.9) пользуясь указанным представлением. Тогда 
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где 
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 - логарифмическая производная гамма-функции. Воспользуемся известными асимптотическими представлениями функций 
[image: image233.wmf]()
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 и гамма-функций в окрестности точек 
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[image: image236.wmf]n
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 - функции правильные в окрестностях рассматриваемых точек. 

Переходя в равенстве (2.17) к пределам при 
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Введем функцию 
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и выпишем окончательные формулы для напряжений (2.2) и (2.3) в полосе. 

В полуполосе 
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В полуполосе 
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Оценим сходимость рядов напряжений на стыке полуполос при 
[image: image245.wmf]0
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. Для этого оценим поведение функции 
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 при больших значениях 
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. Не трудно получить, пользуясь асимптотическим представлением для гамма-функции, что 
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Следовательно, ряды (2.21,22) при 
[image: image249.wmf]0

x

=

, в силу двойственности Пэли-Винера, сходятся к функциям, имеющим на концах отрезка 
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 что согласуется с известной асимптотикой для напряжений в полуплоскости в точке смены типа граничных условий на одной части прямолинейной границы которой заданы нормальное перемещение и касательное напряжение, а на другой — нормальное напряжение и касательное перемещение. 

3. БЕСКОНЕЧНАЯ ПОЛОСА С ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМ РАЗРЕЗОМ
Рассмотрим решение краевой задачи для горизонтальной бесконечной полосы 
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. Стороны полосы и стороны разреза свободны. К правому торцу четверть-полосы, лежащей выше разреза, приложено равномерное растягивающее напряжение 
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, а к правому торцу четверть-полосы, лежащей ниже разреза, приложено такое же, но сжимающее напряжение. Левый конец полосы можно считать жестко защемленным. Решение будем строить с использованием процедуры метода начальных функций, т.к. это позволяет существенно упростить и сделать обозримыми необходимые преобразования. Рассмотрим сперва левую полуполосу. На бесконечности 
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 в полосе возникает только антисимметричная деформация. Так как напряжения 
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 распределены по линейному закону, то они равны 
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. Начальные функции выберем на оси симметрии 
[image: image258.wmf]0
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. В силу симметрии четные начальные функции обращаются в нуль то есть 
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 определим из граничных условий при 
[image: image262.wmf]yh
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Удовлетворяя граничным условиям (3.1) при помощи зависимостей метода начальных функций [9], получим следующую систему из двух дифференциальных уравнений бесконечного порядка 
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Дифференциальные операторы в уравнениях (3.2) определены при 
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Введением разрешающей функции 
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 по формулам 
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система уравнений (3.2) приводится к одному уравнению бесконечного порядка 
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Функцию 
[image: image270.wmf]()
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 будем искать в виде 
[image: image271.wmf]()

x

Fxe

l

=

. Подставляя ее в уравнение (3.4), получим (как обычно) трансцендентное характеристическое уравнение относительно 
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Уравнение (3.5) имеет четыре нулевых корня, которым соответствует функция 
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и начальные функции (которые находятся по формулам (3.3))
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Теперь по общим формулам метода начальных функций найдем элементарное решение (решение в полиномах) в полуполосе, отвечающее функции 
[image: image276.wmf]()
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 (3.6). 
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Элементарное решение в правой полуполосе построим следующим образом. Рассмотрим только половину полуполосы, например, от верхней границы разреза и до верхней продольной стороны. Вместо переменной 
[image: image282.wmf]y

 введем новую переменную 
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, которую будем отсчитывать от середины верхней половины полуполосы. Начальные функции 
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, равны нулю. Оставшиеся начальные функции 
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 найдем, удовлетворив с помощью зависимостей метода начальных функций граничным условиям на сторонах 
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В результате, получим такую систему уравнений относительно начальных функций 
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Дифференциальные операторы в уравнениях (3.9) определяются при 
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Разрешающую функцию 
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 для системы уравнений (3.9) введем по формулам 
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При этом, первое уравнение системы уравнений (3.9) удовлетворится тождественно, а из второго — получим дифференциальное уравнение бесконечного порядка 
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или (раскрыв выражение, стоящее в скобках) 
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Элементарное решение уравнения (3.12) имеет вид 
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Ему отвечают начальные функции (формула (3.10)) 
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которым, в свою очередь, соответствует элементарное решение 
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Неизвестные коэффициенты 
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 в элементарных решениях можно найти из условий на бесконечности 
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Заметим, что однородные решения в полуполосах справа и слева самоуравновешены по моменту относительно начала координат (по определению однородных решений, не содержащих элементарных решений с интегральными характеристиками — силами и моментом — не равными нулю). Из условия на 
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 для напряжений 
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Приведем окончательные формулы для элементарных решений в левой и правой полуполосах соответственно 

левая полуполоса 
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правая полуполоса 
[image: image318.wmf](0)

x

³

 


[image: image319.wmf]224

,,,0

3(1)3(1)3

xyxy

pp

UxVyp

sst

mm

**¢***

==-===

++



        (3.16)

В формулах (3.15) и (3.16) введена новая переменная 
[image: image320.wmf]yhy
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Построим функции Фадля-Папковича для левой и правой полуполос. Начальные функции выберем в этот раз при 
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. Удовлетворяя с помощью зависимостей метода начальных функций граничным условиям при 
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Справа 
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Введением разрешающих функций 
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для систем уравнений (3.17) и (3.18) соответственно, эти системы приводятся к дифференциальным уравнениям бесконечного порядка, относительно операции 
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 такого вида: 

Слева 
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Решение дифференциальных уравнений бесконечного порядка (3.20) и (3.21) будем опять искать в виде экспоненты 
[image: image331.wmf]x
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. Тогда, получим характеристические уравнения 
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для определения собственных значений для левой и правой полуполос. 

Обозначим 
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 множества всех комплексных нулей уравнений (3.22) и (3.23) соответственно. Тогда функции 
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Можно получить следующие асимптотические формулы для чисел 
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которые необходимы для решений уравнений (3.22), (3.23). Заметим, что из асимптотической близости чисел (3.25), (3.26) и чисел 
[image: image341.wmf]k

q

, 
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 (2.8) соответственно, следует, что характер особенности для напряжений в вершине разреза будет таким же, что и характер особенности в задаче о стыке полуполос.

Подставляя выражения (3.24) в формулы (3.19), определим начальные функции, которые подставим затем в общие зависимости метода начальных функций. В результате получим необходимые выражения для перемещений и напряжений. Ниже приводятся полные (с учетом элементарных решений) формулы для перемещений и напряжений в левой и правой полуполосах. 

Левая полуполоса 
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Правая полуполоса 


[image: image346.wmf]1

1

2

()()

3(1)

2

()()

3(1)

k

x

kk

k

kk

k

p

UxyaUyex

p

VxyaVyy

l

l

m

m

l

m

¥

+¢+¢

=

¥

+¢+¢¢

=

,=,+,

+

,=,+,

+

å

å



[image: image347.wmf]1

1

1

4

()()

3

()()

()()(Re0)

k

k

k

x

xkxk

k

x

ykyk

k

x

xykxykk

k

xyayep

xyaye

xyaye

l

l

l

ssl

ssl

ttll

¥

+¢+

=

¥

+¢+

=

¥

+¢+

=

,=,+,

,=,,

,=,<

å

å

å





        (3.28)

Функции Фадля-Папковича в формулах (3.27) имеют вид 
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Функции Фадля-Папковича в формулах (3.28) получаются в результате замены чисел 
[image: image353.wmf]k
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 на 
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 в равенствах (3.29). 

Следуя аналогичным соображениям предыдущего параграфа, введем функции 
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 и 
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 по формулам (2.7) 
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Напомним, что функции (3.30) вводятся для того, чтобы из систем однородных решений, участвующих в условиях типа (2.5) на стыке полуполос выделить минимальные системы функций, для которых можно построить соотношения биортогональности. Для того чтобы найти производные от функций Фадля-Папковича в формулах (3.30) нужно только продифференцировать операторы метода начальных функций  
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где функции 
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Заметим, что между функциями 
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 и 
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 имеется такая связь 
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Подставим функции 
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 и 
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 (3.31) и (3.32) в условия (2.6) на стыке полуполос 
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. В результате получим следующую систему разложений, из которых должны быть найдены коэффициенты 
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Следуя идее предыдущего параграфа, введем новые обозначения для собственных чисел 
[image: image375.wmf]kk
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 и неизвестных коэффициентов разложений следующим образом 
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Кроме того, продифференцируем второе уравнение (3.36) и заменим производные функций 
[image: image377.wmf]y
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 их выражениями через функции 
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 с помощью равенств (3.35). После этого разложения (3.36) на стыке полуполос примут такой вид 
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Здесь дополнительно введены следующие обозначения 
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Разложения (3.38) являются аналогами разложений (2.10). Однако здесь в разложениях участвует не система экспонент с вещественными показателями, которая образует базис на отрезке 
[image: image382.wmf][11]
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, а более общая система функций 
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Эта система функций не образует базиса в обычном смысле. Но она образует базис в смысле [10]. Поэтому для нее остаются справедливыми доказанные там свойства функций Фадля-Папковича. В самом деле, функции 
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, участвующие в разложениях (3.38), являются (по построению) линейной комбинацией однородных решений рассматриваемой краевой задачи. Причем, часть собственных значений 
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 были заменены таким же количеством собственных значений 
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. При такой замене скорость роста функций, участвующих в разложениях (3.38) не изменится. Это следует из того, что оба набора собственных значений 
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 являются нулями функций с одинаковой скоростью роста, а именно, целых функций (3.22) и (3.33) экспоненциального типа равного 2. Таким образом, свойства однородных решений в биортогональных разложениях в [10] и свойства разложений (3.38) должны быть идентичными. Как и в [10], будем называть их биортогональными разложениями по однородным решениям (3.40), наряду с разложениями Лагранжа только одной функции по рассматриваемой системе однородных решений. 

Рассмотрим некоторые свойства разложений Лагранжа по системе однородных решений (3.40) прежде чем приступать к построению биортогональных разложений (3.38). 

Пусть 
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ряд Лагранжа функции 
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Введем функцию 
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порождающую систему однородных решений 
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 пробегает все множество значений 
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 вещественным, представим эту функцию в виде суммы ее вещественной и мнимой частей следующим образом 
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Построим бесконечное произведение 
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Его свойства будут рассмотрены ниже. А сейчас заметим только, что оно сходится. Это следует из сходимости соответствующих бесконечных произведений для целых функций (3.22) и (3.23) и следующих асимптотических свойств чисел 
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Рассмотрим следующий интеграл 
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Точно также как в [10] можно показать, что аналитическое продолжение интеграла (3.45) в комплексную плоскость 
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 приводит к соотношениям биортогональности типа [10]. Причем, функции 
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 тоже находятся как решение соответствующего обыкновенного дифференциального уравнения 1-го порядка. 

Приведем пример разложения Лагранжа порождающей функции 
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P

lx

,

. Допустим, что соответствующее аналитическое продолжение интеграла (3.45) в комплексную плоскость 
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, выполнено. Тогда коэффициенты разложения порождающей функции равны 
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Таким образом, получаем разложение 
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которое можно проверить по теореме о вычетах. Для этого нужно рассмотреть контурный интеграл 
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который берется по окружности достаточно большого радиуса в комплексной плоскости 
[image: image418.wmf]m
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Разделяя вещественную и мнимую части, можно получить следующие разложения раскладываемой функции 
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Значения производных для бесконечного произведения (3.44) в точках 
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 вычислялись по следующим формулам 
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где считалось, что 
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Если в разложении (3.48) принять 
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 и перейти к пределу, то можно получить такое разложение 
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В общем случае для произвольной функции 
[image: image427.wmf]()
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, заданной на отрезке 
[image: image428.wmf][01]
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, можно установить следующую формулу ее разложения в ряд Лагранжа (3.41) 
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Под знаком интеграла здесь стоит функция 
[image: image430.wmf]()
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, являющаяся (в общем произвольным) продолжением раскладываемой функции вне отрезка 
[image: image431.wmf][01]

,

 на всю вещественную ось. 

Если разложение (3.52) представить в виде (3.53), то оно будет иметь вид 
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Рассмотрим интеграл (3.45), в котором примем 
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Тогда из (3.45) получим 
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Поэтому, если раскладываемая функций
[image: image437.wmf]()
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 представлена в виде ряда 
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где 
[image: image439.wmf]k

a

 - коэффициенты ее разложения, то разложение Лагранжа (3.41) принимает такой вид 
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Подставляя ряд (3.57) в интеграл (3.58), на основании формулы (3.56), получим следующее выражение для коэффициентов 
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 разложений (3.58) 
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Замечание 3.1. Система функций 
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. Доказательство этого утверждения аналогично доказательству, данному в параграфе 2 для рассматривавшейся там системы экспонент. Мы не будем здесь его приводить. Но, для наглядности, приведем пример разложения по этой системе функций. 

Биортогональная к системе экспонент 
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 система функций 
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 определяется (как и в предыдущем параграфе) как обратное преобразование Фурье из следующего равенства 
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где 
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- производная функция 
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С помощью преобразования Фурье (3.60) биортогональной системы функций легко находятся коэффициенты такого разложения 
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здесь введены обозначения 
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С учетом представления (3.62), формулы (3.59) для коэффициентов разложения Лагранжа функции 
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где функции 
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 находятся по формулам (3.59), (3.61), (3.51). 

Не останавливаясь больше на разложениях Лагранжа по системе однородных решений 
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, вернемся вновь к решению рассматриваемой краевой задачи, т.е. к биортогональным разложениям (3.38). 

Если проделать те же преобразования, что и в [10] (т.е. выполнить аналитическое продолжение равенств (3.38) в комплексную плоскость 
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 с теми же, что и в [10] разрезами, построить биортогональную систему функций на основании аналитического продолжения равенства (3.45) и т.д.), то в результате для каждого номера 
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 получим систему из двух алгебраических уравнений для определения неизвестных коэффициентов разложений 
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где числа 
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а функция 
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 — некоторое продолжение на всю вещественную ось функции 
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стоящей справа в первом разложении (3.38). 

Решая систему (3.65) находим 
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Значения чисел 
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 зависят от того, каким образом раскладываемая функция 
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, определенная на отрезке 
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, продолжена вне этого отрезка. 

Подставляя найденные значения неизвестных 
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 в формулы (3.27), (3.28) для напряжений и смещений и возвращаясь к старым обозначениям (3.37), окончательно получим (в формулах вместо 
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в левой полуполосе 
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[image: image474.wmf]2

1

(1)

()

sin

2Re()([01])

k

xy

cx

k

kxyk

k

k

xy

p

bx

Ayey

b

m

t

tm

-

ìü

-

¥

ïï

-

íý

-

ïï

=

îþ

+

,=

=,||Î,

å


в правой полуполосе 
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Здесь введены следующие обозначения 
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причем, считалось, что 
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Можно указать, по крайней мере, два решения рассматриваемой краевой задачи. Оба эти решения даются формулами (3.69) и (3.70) в которых числа 
[image: image481.wmf]k

A

-

 и 
[image: image482.wmf]k

A

+

 определяются либо по формулам (3.53), либо по формулам (3.58).  Назовем эти решения, соответственно, первым и вторым. Тогда, для первого решения 
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а для второго решения 
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В формулах (3.72,3.73) бесконечные произведения считались по следующим формулам 


[image: image486.wmf]22

4

1

1

3

2

1

2

3

2

1

3

(1)(1)

sin

()

(1)(1)

(1)(1)

sin2

()

(1)(1)

mm

k

k

mm

k

k

mm

k

k

mm

k

k

pp

mm

m

pp

k

m

qq

mm

m

qq

k

m

pp

p

p

qq

q

q

m

m

l

l

l

l

m

m

¥

=

¥

=

++

-

P=

--

++

-

P=

--

Õ

Õ





        (3.74)

Получим формулы для бесконечного произведения 
[image: image487.wmf]()
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 (3.44) и его производной, которые использовались при вычислениях. Это необходимо сделать т.к. бесконечное произведение (3.44) плохо сходится. Тот факт, что известны аналитические выражения для уравнений, корнями которых являются числа 
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, позволяет получить удобные формулы для вычислений. 

Учитывая, что при 
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 справедливы асимптотические представления 
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выведем формулы для частичных бесконечных произведений, входящих в (3.44). Так как числа 
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Отсюда получаем два представления для бесконечного произведения (3.44) 
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Чтобы получить формулы для производных в точках 
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m

 и 
[image: image497.wmf]m

l

 надо в первой формуле (3.77) перейти к пределу при 
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Для формул (3.76) можно получить также следующие асимптотические выражения, справедливые при больших значениях 
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где функции 
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Формулы (3.80) получены с использованием асимптотических представлений для чисел 
[image: image504.wmf]k
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 и 
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 (3.25), (3.26). 

Численный анализ показывает, что построенные точные решения весьма близки, но не тождественны. Можно показать, что причина их отличия заключается в разных условиях в вершине разреза.

4. ВЫВОДЫ

Решение смешанных краевых задач теории упругости связано со следующими проблемами: 

1. Построение порождающей функции общей для правой и левой полуполос. Это нетривиальная задача и пока не понятно разрешима ли она в общем виде, т.е. для произвольных комбинаций условий справа и слева от точки смены типа граничных условий. Для гармонического оператора и в задаче о стыке двух полуполос она решается просто, так как там ясно, что порождающей функцией будет просто экспонента 
[image: image506.wmf]iy

e

l

. В задаче для полосы с разрезом порождающую функцию удалось эффективно построить благодаря применению метода начальных функций путем выбора начальных функций (3.19) так, что они оказались заданными одинаковыми аналитическими выражениями для левой и правой полуполос. По этой причине удалось получить одинаковые аналитические выражения для напряжений и перемещений справа и слева и, как следствие, общее выражение для порождающей функции. 

2. Вторая проблема – выделение базисных систем функций из неминимальных систем функций Фадля-Папковича, участвующих в условиях стыка на линии, соединяющей точки смены типов граничных условий на верхней и нижней сторонах полосы. Причем, базисность в гармонической задаче и задаче о стыке полуполос понимается в классическом смысле, а в последней задаче – как в статье [10]. Эта проблема решается введением функций (2.7) и (3.30). Смысл операции (3.30) состоит в том, чтобы перейти от систем функций, содержащих тригонометрические функции, к системам функций, содержащим экспоненты. Затем отбросить часть собственных значений, скажем для правой полуполосы, заменив их эквивалентным множеством собственных значений для левой полуполосы. По существу, это та же операция, что и гармонической задаче, но только более сложная, так как в этом случае на стыке полуполос уже будет не два (1.4), а четыре граничных условия (2.5). 

3. Третья проблема – это построение разложений по системам функций Фадля-Папковича (однородным решениям). Эта проблема рассматривалась в [10]. Формально здесь она та же и решается теми же средствами. Трудность состоит в том, что приходится работать не с аналитическими представлениями (целых функций) для собственных значений, а с плохо сходящимися бесконечными произведениями, которые возникают, как результат единой системы однородных решений, составленной из решений для правой и левой полуполос. 
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