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РЕЗЮМЕ

Для класса тонких слоистых стержней, изготовленных из материалов с физическими характеристиками одного порядка, на основе классической теории получены формулы касательных напряжений при термо-силовом воздействии и  наличии переменности сечения. Как частные случаи из них вытекают известные соотношения для слоистых стержней постоянного сечения, а также однородных стержней переменного сечения. Выполнен анализ влияния структурных параметров слоистого стержня на распределение напряжений.

1. ВВЕДЕНИЕ
Прикладная теория расчета слоистых конструкций, основанная на кинематических гипотезах Кирхгофа-Лява (Бернулли-Эйлера для стержней), является наиболее простой и хорошо разработанной. К настоящему времени многочисленными теоретическими и экспериментальными исследованиями установлено [1-12 и др.], что область ее практического применения для слоистых стержней ограничивается классом тонких стержней (
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), в слоях которых материалы имеют упругие константы одного порядка. Этим требованиям удовлетворяет большинство конструктивных элементов несущих каркасов зданий и сооружений. Обращаясь к таким стержням, следует отметить, что некоторые вопросы их расчета в классической постановке не полностью освещены в литературе. В частности это касается решения прямых и обратных задач для слоистых стержней произвольной геометрии при термо-силовом воздействии, а также аналогичных задач для систем, образованных из таких стержней [13]. При решении данных задач необходимы универсальные формулы для основных – наиболее значимых компонент напряженного состояния.

В данной статье излагается методика расчета осредненных по ширине касательных напряжений в многослойном стержне произвольного переменного сечения при термо-силовом воздействии на основе классической теории.

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
Поперечное сечение стержня многослойной структуры симметрично относительно силовой плоскости 
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 слоев стержня изготовлены из различных однородных материалов с обеспечением идеального межслойного контакта. Ширина и высота сечений слоев заданы в функциональном виде
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Слоистый пакет имеет некоторую произвольную геометрическую привязку к отсчетной плоскости 
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, конкретизированную при решении задач. Через 
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 обозначим координаты границ слоев, пронумерованных снизу вверх. Геометрическая ось стержня (ось 
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) образована пересечением отсчетной плоскости с плоскостью симметрии пакета.

Основные соотношения запишем в традиционной форме
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Здесь 
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 - смещения точек оси стержня в направлении осей 
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 - деформация и кривизна оси стержня; 
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 - интенсивности внешних сил в направлении осей 
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 и моментов в плоскости 
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 - нормальное напряжение в 
[image: image33.wmf]k

-м слое; 
[image: image34.wmf]k

E

, 
[image: image35.wmf]k

a

 и далее 
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 - модуль упругости, коэффициент температурного расширения и теплопроводность материала 
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 - го слоя. 

Температурную функцию 
[image: image38.wmf](,)
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 определим, рассматривая приближенное решение краевой задачи о теплопроводности слоистого стержня с теплоизолированными боковыми поверхностями, в виде кусочно-линейного распределения 
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Здесь 
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 – параметры, определяемые из следующих условий 
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 - приращение температуры на наружных поверхностях стержня.

С учетом (2.2), (2.3) выражения связи продольной силы 
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 и изгибающего момента 
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 с обобщенными деформациями оси стержня 
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 принимают вид
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Интегральные коэффициенты при обобщенных деформациях представляют собой мембранную, смешанную и изгибную жесткости слоистого сечения 
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3. НапряженИЯ
Выделив из нормального напряжения компоненты
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на основе закона (2.2) с учетом (2.3), (2.5) получим 
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В слоистом стержне, как в структурно неоднородной системе, возникают поля самоуравновешенных температурных напряжений (3.2).

Будем полагать, что продольная нагрузка 
[image: image66.wmf]x

q

 состоит двух частей
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приложенных к верхней и нижней поверхностям стержня с некоторым заданным коэффициентом распределения 
[image: image69.wmf]()[0,1]
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. Другой способ ее приложения (на оси стержня) будет рассмотрен ниже.

Рассматривая равновесие элемента слоистого стержня, получим
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(3.3)

Подставив в (3.3) нормальные напряжения (3.1), (3.2), учитывая соотношения (2.1), для составляющих касательного напряжения
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получим следующие формулы




[image: image72.wmf](

)

(

)

secsec

()

x

AIqSSqAS

q

x

k

k

DDyDDyDD

q

bD

tx

éù

-+-

êú

=-

êú

ëû

,


(3.4)
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Здесь штрихом обозначено дифференцирование по координате 
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. Величины 
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представляют собой жесткости и температурное усилие для сдвигаемой части слоистого поперечного сечения, расположенной выше уровня с координатой 
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В случае если продольная нагрузка 
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 вся полностью приложена на оси стержня (ось 
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), то вместо формулы (3.4) следует использовать 
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Рассмотрим выполнение граничных условий для полученных напряжений. Выражения (3.1), (3.2), (3.4) – (3.9), записанные при 
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от действия 
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от продольной поверхностной нагрузки 
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Компоненты 
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 являются самоуравновешенными в слоистом сечении любой структуры.

В слоистых стержнях произвольного постоянного сечения [6] касательные напряжения от продольной силы (3.5), изгибающего момента (3.8) и температуры (3.9) при 
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 становятся равными нулю. Оставшиеся касательные напряжения 
[image: image114.wmf]()

x

q

k

t

, 
[image: image115.wmf]()

Q

k

t

, 
[image: image116.wmf]()

m

k

t

 определяются лишь параметрами локального сечения, не зависимо от продольных градиентов величин 
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). Специальный выбор отсчетной плоскости, обеспечивающей 
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Выражение касательного напряжения (3.6) является общением классической формулы Журавского [14] на случай поперечного изгиба стержня произвольной слоистой структуры. 

Основные величины, используемые в формулах напряжений, при наличии нагрузок 
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 имеют следующий порядок: 
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В силу чего отношение касательных и нормальных напряжений, в рамках одной системы нагрузок (продольных и поперечных), составит
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Это позволяет для большинства тонких стержней, пренебрегая компонентами 
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, выполнять расчеты прочности стержней без учета двуоосности напряженного состояния [13]. Однако, в некоторых ситуациях, в условиях прочности следует учитывать все компоненты напряжений. Среди них выделим следующие: а) тонкостенные сечения, имеющие внутренние слои с малым значением ширины 
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; б) расчеты стержней на участках с малым изгибающим моментом и большой поперечной силой (участки вблизи опор и локальных сосредоточенных поперечных нагрузок); в) стержни, изготовленные из материалов с низкой сдвиговой прочностью (дерево); г) оценки межслойной прочности.

Рассмотрим частный случай переменности ширины всех слоев стержня по однотипному закону вида
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с некоторой произвольной функцией 
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Учет этого в формулах (3.5), (3.8) приводит к обнулению напряжений 
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, что позволяет в стержнях с размерами слоев, изменяющимися согласно закону (3.13) или достаточно близким к нему выполнять расчеты без учета касательных напряжений, обусловленных продольной силой и изгибающим моментом.

4. АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НапряженИЙ
Рассмотрим графическую интерпретацию законов изменения нормальных и касательных напряжений в 3-х слойном стержне переменного сечения. Пусть размеры прямоугольных поперечных сечений первого и второго слоев заданы постоянными, а третий (верхний) слой при постоянной толщине 
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Стержень испытывает воздействие нагрузок 
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Таблица 1.

Структурные параметры слоистого сечения при 
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Отсчетную плоскость расположим на середине высоты второго слоя. Безразмерные напряжения 
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 зададим выражениями
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Определив напряжения по выражениям (3.1), (3.2), (3.4)-(3.9), получим для сечения при 
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 эпюры, показанные на рис.4.1,б-м. На схемах (б), (в), (г), (д) показаны распределения напряжений: нормальных от продольной силы и изгибающего момента, касательных от продольной поверхностной нагрузки и поперечной силы. Эти напряжения не зависят от параметров переменности сечения в продольном направлении и определяются лишь локальной структурой сечения при 
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Переменность ширины третьего слоя, вызывает в рассматриваемом сечении стержня наличие касательных напряжений от действия продольной силы (е), изгибающего момента (ж) и температуры (л), (м). Указанные напряжения пропорциональны величине градиента 
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На схемах (и), (к), (л), (м) показаны эпюры нормальных и касательных напряжений от температурного воздействия для двух случаев. В первом из них напряжения 
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). Кусочно-линейное распределение температуры для последнего случая на основе данных табл.1 показано на схеме (з).
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Рис.4.1.
Эпюры безразмерных напряжений в слоистом сечении при переменной ширине 
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 и постоянной толщине всех слоев.

Отметим, что если в (4.1) положить 
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), то касательные напряжения от продольной силы, изгибающего момента и температуры в слоистом стержне будут отсутствовать.

Переменность толщины слоев обусловливает качественное изменение в распределении касательных напряжений. Согласно условиям (3.12), продольный градиент наружной границы сечения 
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 вызывает ненулевые касательные напряжения на нижней или верхней поверхности стержня. Для однородных стержней это описано в [14].

Обратимся теперь к стержню, в котором при сохранении прежних параметров в сечении 
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Рис.4.2.
Эпюры безразмерных касательных напряжений (в-е) в слоистом сечении (а) при переменной толщине 
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В сечении при 
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 останутся без изменения (см. рис.4.1). Для оставшихся напряжений 
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 эпюры в безразмерном виде с использованием выражений
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приведены на рис.4.2,в,г,д,е. Особенностью их является наличие ненулевых напряжений 
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Возьмем конкретные числовые данные для расчетной схемы балки (рис.4.1,а, табл.1): 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image242.wmf]5
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 гр-1. Полагая левый конец закрепленным шарнирно, а правый - свободно опертым, вычислим напряжения (3.1), (3.2), (3.4) – (3.9) в сечении, расположенном на расстоянии 
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300 мм, 
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50 мм (рис.4.1,а). Рассмотрим четыре варианта воздействия, в которых соответственно заданы: 1) поперечная нагрузка 
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 кН/м; 2) продольная нагрузка 
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); 3) однородное поле приращений температуры при 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image253.wmf]40
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C. 

Распределение напряжений в сечении отражено на эпюрах рис.4.1, 4.2. В табл.2 приведены максимальные значения каждой из компонент напряжения для четырех вариантов воздействий и двух случаев переменности сечения в продольном направлении. В первом из них при постоянстве всех размеров слоев задан градиент ширины верхнего слоя 
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 второго слоя (рис.4.2). В стержне постоянного сечения последние три столбца табл.2 обнуляются. 













Таблица 2.

Значения максимальных напряжений в сечении 
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Определяя суммарные нормальное 
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 напряжения, может быть решен вопрос о пренебрежении некоторыми малосущественными компонентами. Однако при комплексном термо-силовом воздействии для слоистого стержня следует учитывать ряд факторов: характер внешнего воздействия, специфику геометрии и физической структуры. Например, при наличии поперечных нагрузок основной вклад в касательное напряжение дает слагаемое 
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 становятся сопоставимыми между собой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Формулы (3.1), (3.2), (3.4)-(3.9) позволяют при действии различных внешних факторов вычислять осредненные по ширине напряжения в слоистых стержнях переменного сечения, используя специальные критерии выполнять оценки прочности материалов. Представление напряжения в виде отдельных компонент, учитывающих влияние каждого внутреннего силового фактора, температуры и нагрузок в отдельности, позволяет проводить сравнительный анализ величин данных компонент и выявлять ситуации, для которых расчет может быть выполнен по упрощенным зависимостям либо на основе специальных аппроксимаций [3,9].

По аналогии с формулами (3.4)-(3.9) могут быть записаны формулы для поперечного горизонтального напряжения 
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 в элементах тонкостенных слоистых сечений. В частности, это может быть актуальным для полок неоднородного двутавра.

Разрывность функций касательных напряжений, в известной мере противоречащая истинным условиям на внутренних границах слоев, но, однако, обусловленная принятыми исходными положениями, может быть устранена путем доработки модели слоистого сечения. С этой целью в окрестности границы в более широком слое необходимо ввести тонкий переходный элемент - прослойку, соединяющий основные слои непрерывно. Введение такой прослойки, с одной стороны, легко вписывается в разработанную методику, а с другой, очевидно, приведет к сближению результатов расчета с реальной картиной распределения напряжений. 

На основе полученных выражений касательных напряжений может быть найдена величина погонной сдвигающей силы 
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, не имеющей разрывов во внутренних точках сечения. Ее оценка позволяет выполнять расчет межслойных соединений. В различных случаях конструктивного исполнения слоистых стержней могут устанавливаться, например: требуемая несущая способность и количество элементов в заклепочном и нагельном соединении, характеристики сварного и клеевого шва и т.д., в том числе и всевозможные параметры в современных вновь разрабатываемых способах соединения слоистых пакетов.
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