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РЕЗЮМЕ

Представлен метод оптимального проектирования ортотропных слоистых панелей по условию прочности, находящихся в плоском напряженном состоянии. Параметры проектирования – углы укладки слоев, относительные толщины и количество слоев. В качестве критерия оптимальности берется минимум толщины панели. В качестве ограничений по прочности используется квадратичный критерий прочности слоя, учитывающий прочность материала на растяжение и на сжатие. Для решения эффективно используется метод направленного перебора с уточняющим поиском методом сопряженных направлений. Численные результаты представлены для разных случаев нагружений. Представленный метод позволяет найти ряд эквивалентных оптимальных структур, что подтверждается результатами.
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OPTIMUM DESIGN OF COMPOSITE LAMINATES

Vasiliev V.V., Khaziev A.R.

Moscow State Aviation Technological University, Moscow, Russia
SUMMARY

A method is presented for optimum design of orthotropic composite laminated plates under in-plane loading with strength constraints. Ply orientation angles, ply thicknesses and numbers of the plies are chosen as design variables. Minimum of the plate thickness is used as the optimum criterion. A quadratic criterion of ply strength with different compression and tension strength is taken as the strength constraint. The directed sorting method with improving search by the method of conjugate directions is used to solve the problem. Numerical results are presented for different loading cases. The method results in a set of equivalent optimal structures for the given loads and the number of plies. 
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В современной технике широкое применение находят композитные материалы. Они обладают рядом исключительных качеств, дающих им преимущества перед другими материалами, в частности перед металлами. Такими преимуществами являются высокая удельная прочность, хорошая способность выдерживать знакопеременные нагрузки, высокое демпфирование и др. Наиболее широкое применение композиты нашли в аэрокосмической технике, где важную роль играет масса конструкции. Обеспечение сочетания малой массы и способности сопротивляться действующим нагрузкам в необходимых направлениях достигается выбором оптимальной структуры композитной конструкции.

Рассмотрим панель, показанную на рис.1 и состоящую из 
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 пар однонаправленных слоев композита с углами армирования 
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Рис.1. Схема нагружения проектируемой композитной панели.

В главных осях ортотропии однонаправленного слоя 1,2 характеристики этого слоя определяются упругими постоянными 
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 и пределами прочности 
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 при растяжении (знак «+»), сжатии (знак «-») и сдвиге. Оси ортотропии 1 и 2 направлены соответственно вдоль и поперек волокон однонаправленного слоя. Панель нагружена известными нормальными и касательными усилиями 
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 (рис.1.).

В качестве условия оптимальности панели, все слои которой изготовлены из одного материала, принимается условие минимума её толщины, т.е.
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Здесь 
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 – толщина пары слоев с углами 
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Задача оптимизации заключается в определении структурных параметров пластины – толщины 
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, углов армирования 
[image: image18.wmf]i

j

 и числа слоев 
[image: image19.wmf]n

, обеспечивающих минимальную толщину панели и выполнение условий прочности материала всех слоев при действии заданных усилий 
[image: image20.wmf]x

N

, 
[image: image21.wmf]y

N

 и 
[image: image22.wmf]xy

N

 (рис.1).

В настоящее время общий метод решения этой задачи отсутствует, имеются лишь некоторые частные решения. Например, в работе [1] рассмотрено оптимальное армирование композитных панелей с ограничениями по прочности при использовании первой теории прочности. В качестве критерия оптимальности принято условие совпадения траектории армирования композита с траекторией максимального главного напряжения. В силу принятых допущений при двухосном растяжении усилиями 
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 и 
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 (рис.1) оптимальная структура должна удовлетворять следующему соотношению
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где 
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 и имеет место условие симметрии упругих постоянных 
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. В работе [1] рассмотрен случай оптимального армирования двухслойной панели при действии усилий 
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. В результате получены оптимальные углы армирования слоев
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Соотношения (2) и (3) соответствуют аналитической оптимизации слоистых композитов. Численные решения задач оптимального проектирования основаны на сочетании конечно-элементного моделирования с градиентными методами оптимизации. Примером такого подхода к оптимизации композитов является задача оптимального проектирования баллона давления из углепластика с характеристиками 
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МПа, рассмотренного в работе [2]. В связи с тем, что рассматривается баллон давления, нагрузки на панель связаны соотношением 
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. В качестве целевой функции используется квадратичный критерий прочности для слоя при фиксированной толщине панели
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В результате установлено, что оптимальная панель имеет одну пару слоев с углами армирования 
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. Заметим, что из равенства (2) следует целый класс оптимальных структур. В частности, для одно слоя с углами 
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При 
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. Различие в результатах связано с тем, что в работе [1] вместо условия (4) использована теория максимальных напряжений.

Следует отметить, что аналитические и численные подходы к решению задач оптимального проектирования слоистых структур имеют как преимущества, так и недостатки. Основное преимущество аналитического решения перед численным заключается в том, что оно позволяет провести параметрическое исследование результата. Кроме того, аналитические подходы к решению задач оптимального проектирования слоистых композитных панелей, в отличие от численных, позволяют дать множество эквивалентных оптимальных структур. Примером такого решения является соотношение (2), которое для панели из 
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 слоев включает 
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 и определяет целый класс равноценных оптимальных структур панели. Основным преимуществом численного моделирования является возможность формулирования задачи в общей постановке, без введения ограничивающих решение допущений, таких как требование равнопрочности структуры, совпадения направлений армирования слоев с траекториями главных напряжений и т.п. При численном подходе в качестве целевой функции или ограничений можно использовать различные известные критерии прочности. Однако численные методы определяют, как правило, проектные параметры, соответствующие локальному экстремуму целевой функции. Получаемый результат определяется задаваемым начальным приближением ожидаемого решения и не позволяет выявить все возможные оптимальные решения. Именно такой результат и получен в работе [2] градиентным методом.

В настоящей работе предлагается численный метод, лишенный отмеченного выше недостатка и позволяющий обеспечить выполнение критерия оптимальности (1) и удовлетворение следующего критерия прочности однонаправленного композитного слоя [3], учитывающего различие в прочности материала при растяжении и сжатии
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Для реализации метода запишем основные соотношения механики слоистых композитов [3]. Соотношения упругости для ортотропной слоистой панели, нагруженной в соответствии с рис. 1, имеют вид
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Здесь 
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1

/(

,

cos

];

2

)

1

[(

2

;

4

)

2

1

(

);

2

(

2

21

12

2

,

1

2

,

1

2

12

1

12

21

12

2

1

12

12

12

2

12

1

11

n

n

j

n

n

n

-

=

=

-

-

=

-

+

-

=

+

-

=

E

E

c

G

E

R

G

E

E

R

G

E

E

R

i

i


Выражая деформации панели из равенств (6), получим
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где 
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Деформации в главных осях ортотропии 
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-ого слоя 1,2 выражаются через деформации панели следующим образом
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Здесь знаки «+» и «–» относятся к однонаправленным слоям с углами армирования 
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Подставляя деформации (7) в соотношения (8), а полученные выражения в равенства (9), можно записать следующие окончательные выражения для напряжений в слоях


[image: image71.wmf](

(

.

)

1

(

]

)

(

)

[(

2

)

1

2

(

;

)

1

(

)

1

(

)

1

](

)

(

)

[(

)

(

)

(

;

)

1

(

)

1

(

)

1

](

)

(

)

[(

)

(

)

(

12

11

12

22

33

12

12

21

33

21

12

11

12

22

12

11

21

12

21

22

2

2

12

33

12

12

11

12

22

12

12

11

12

22

12

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

+

-

=

÷

÷

ø

ö

-

-

-

+

-

+

-

-

-

+

-

=

÷

÷

ø

ö

-

-

±

-

+

-

+

+

+

-

+

-

=

±

±

±

i

i

y

x

i

xy

i

i

i

xy

i

y

x

y

x

i

i

i

xy

i

y

x

y

x

i

c

c

N

B

B

N

B

B

c

B

B

N

h

B

G

c

c

B

B

N

c

N

B

B

N

B

B

N

B

B

N

B

B

h

B

E

c

c

B

B

N

c

N

B

B

N

B

B

N

B

B

N

B

B

h

B

E

m

m

t

n

n

n

n

s

n

n

n

n

s


(10)

Для проверки выполнения условия прочности слоя с номером 
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 необходимо подставить напряжения (10) в неравенство (5). В результате получим
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Таким образом, толщина панели выражается из всех ограничений по прочности в явном виде. Очевидно, что активными ограничениями будут те, которые доставят максимальное значение толщине 
[image: image78.wmf]h

. Тогда задача оптимального проектирования слоистой композитной панели по условию прочности сводится к задаче безусловной оптимизации в минимаксной постановке
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Критерий качества (12) позволяет определить толщину панели 
[image: image80.wmf]h

 в зависимости от величин действующих нагрузок, свойств и структуры материала слоев, а также от числа слоев 
[image: image81.wmf]n

.

Рассмотрим наиболее простую структуру, состоящую из одной пары слоев композита с углами 
[image: image82.wmf]i
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, т.е. будем считать, что 
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. Поскольку в этом случае имеет место только одно ограничение по прочности, то оно и является активным, и критерий (12) принимает вид
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Так как для однослойной панели 
[image: image85.wmf]1
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, в правой части равенства (13) остается один параметр – угол армирования 
[image: image86.wmf]j
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, по которому осуществляется минимизация толщины панели 
[image: image87.wmf]h

 в соответствие с критерием оптимальности (1).

Для количественного анализа рассматривается панель из углепластика со следующими характеристиками
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Толщина элементарного монослоя 
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 мм. Действующие нагрузки задаются в соответствии со следующими условиями нормирования
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В качестве нормирующей принята нагрузка равная десяти пределам прочности монослоя при растяжении, т.е. 
[image: image100.wmf]6
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 Н/м. Минимизация толщины однослойной панели осуществляется методом золотого сечения. Результаты представлены в таблице 1 (
[image: image101.wmf]1
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). 

Следует отметить, что численная минимизация толщины (13) позволяет найти оптимальную структуру для разного вида нагружений, т.е. для любого сочетания сдвиговых, растягивающих и сжимающих нагрузок, тогда как существующие аналитические решения (2) и (3) справедливы лишь для нагрузок определенного типа. Кроме того, в тех случаях, когда решение (2) позволяет определить оптимальный угол армирования, численное решение позволяет его улучшить и снизить расчетную толщину панели. В частности, при одноосном растяжении (случай 1/0/0 в таблице 1) оптимальный угол армирования оказывается равным 
[image: image102.wmf]o
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, тогда как выражение (2) дает угол 
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, что говорит о том, что при некотором предельном сочетании нагрузок слой может выдержать растягивающую нагрузку превышающую предел прочности на растяжение. Это объясняется тем, что критерий прочности (5) сдвинут относительно центра координатных осей 
[image: image104.wmf]12
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, что подтверждается экспериментом [3]. Решения (2) и (3) этого эффекта не учитывают. Согласно этим решениям траектории волокон должны совпадать с направлениями максимальных главных напряжений, а толщина панели при одноосном растяжении оказывается 
[image: image105.wmf]1
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 мм, тогда как при критерии (5) 
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мм, т.е. минимальное значение критерия качества при ограничении по прочности (5) меньше, чем следует из решения (2). При чистом сдвиге (случай 0/0/1 в таблице 1) решение (3) дает оптимальный угол армирования 
[image: image107.wmf]o
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, совпадающий с результатом, приведенным в таблице. Для циллиндрического баллона давления (случай 0,333/0,667/0 в таблице 1) численная минимизация дает 
[image: image108.wmf]o
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, что достаточно близко к решению (2), традиционно использующемуся для проектирования баллонов, из которого для материала с заданными свойствами следует 
[image: image109.wmf]o

74

,

56

=

j

 (различие составляет 
[image: image110.wmf]%
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,

5

). В результате численной оптимизации на основе критерия (4) в работе [2] получен оптимальный угол армирования 
[image: image111.wmf]o
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. Для этого же материала при оптимизации на основе критерия (5) получим 
[image: image112.wmf]o
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.
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. Из аналитического решения (2) следует, что 
[image: image113.wmf]o
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.
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. Таким образом, различие между результатами численной оптимизации для критериев (5) и (4) составляет не более 3%, а между результатом численной оптимизации на основе критерия (5) и результатом, следующим из аналитического решения (2), – 8,4%.

Таблица 1.

Результаты оптимального проектирования композитных панелей, состоящих из одной и из двух пар слоев для различных случаев нагружения.

	Нагружение
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	Число пар слоев 
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[image: image120.wmf]o

1

j


	
[image: image121.wmf]o
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[image: image122.wmf]1
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[image: image123.wmf]2

h


	h (мм)

	1 / 0 / 0 (одноосное растяжение)
	6,49
	0,97
	6,13
	-
	1
	-
	0,97

	-1 / 0 / 0

(одноосное сжатие)
	0
	1,39
	0
	90
	0,95
	0,05
	1,36

	0 / 0 / 1

(чистый сдвиг)
	45
	5,25
	45
	-
	1
	-
	5,25

	0,5 / 0,5 / 0

(двухосное растяжение) 
	45
	3,29
	45
	-
	1
	-
	3,29

	
	
	
	40
	85
	0,85
	0,15
	3,29

	
	
	
	50
	5
	0,85
	0,15
	3,29

	
	
	
	0
	90
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	5
	85
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	10
	80
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	15
	75
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	20
	70
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	25
	65
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	30
	60
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	35
	55
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	40
	50
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	45
	45
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	50
	40
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	55
	35
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	60
	30
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	65
	25
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	70
	20
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	75
	15
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	80
	10
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	85
	5
	0,5
	0,5
	3,29

	
	
	
	90
	0
	0,5
	0,5
	3,29

	0,333 / 0,667 / 0

(двухосное растяжение, баллон давления)
	53,83


	2,87


	53,83


	-


	1
	-
	2,87



	0,5 / 0,5 / 0

(двухосное сжатие) 
	45
	1,31
	45
	-
	1
	-
	1,31

	
	
	
	40
	85
	0,85
	0,15
	1,31

	
	
	
	40
	90
	0,85
	0,15
	1,31

	
	
	
	50
	0
	0,85
	0,15
	1,31

	
	
	
	50
	5
	0,85
	0,15
	1,31

	
	
	
	30
	80
	0,65
	0,35
	1,31

	
	
	
	35
	65
	0,65
	0,35
	1,31

	
	
	
	55
	25
	0,65
	0,35
	1,31

	
	
	
	60
	10
	0,65
	0,35
	1,31

	
	
	
	20
	80
	0,55
	0,45
	1,31

	
	
	
	70
	10
	0,55
	0,45
	1,31

	
	
	
	0
	90
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	5
	85
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	10
	80
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	15
	75
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	20
	70
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	25
	65
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	30
	60
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	35
	55
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	40
	50
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	45
	45
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	50
	40
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	55
	35
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	60
	30
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	65
	25
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	70
	20
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	75
	15
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	80
	10
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	85
	5
	0,5
	0,5
	1,31

	
	
	
	90
	0
	0,5
	0,5
	1,31

	0,33 / 0,33 / 0,33

(двухосное растяжение и сдвиг)
	45
	3,48
	45
	-
	1
	-
	3,48

	-0,33 / -0,33 / 0,33

(двухосное сжатие и сдвиг)
	45
	1,48
	45
	-
	1
	-
	1,48

	-0,5 / 0,5 / 0

(сжатие и растяжение)
	90
	5,81
	90
	0
	0,64
	0,36
	2,40

	0,5/ 0 / 0,5

(растяжение и сдвиг)
	26,76
	4,01
	26,76
	-
	1
	-
	4,01

	-0,5 / 0 / 0,5

(сжатие и сдвиг)
	24,53
	5,43
	53,21
	0
	0,71
	0,29
	3,82

	-0,33 / 0,33 / 0,33

 (сжатие, растяжение и сдвиг)
	71,26
	5,48
	64,15
	0
	0,76
	0,24
	3,88


Рассмотрим двухслойную панель, структура которой определяется параметрами 
[image: image124.wmf]1
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, 
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, связанными соотношением 
[image: image128.wmf]1
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. Поиск оптимального решения осуществляется методом направленного перебора в сочетании с поиском по сопряженным направлениям. Перебор организован в одном цикле по всем проектным параметрам (
[image: image129.wmf]1

h

, 
[image: image130.wmf]1
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 и 
[image: image131.wmf]2

j

) – в этом заключается его универсальность. Суть перебора в том, что все рассматриваемые возможные решения вытягиваются в одномерный массив. Зная шаг перебора по каждому из параметров управления и область поиска, можно всегда вычислить длину 
[image: image132.wmf]max

M

 этого массива решений. Перебор ведется непосредственно в пространстве безразмерных целочисленных параметров 
[image: image133.wmf]k

x

, где каждый индекс 
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 сопоставлен в соответствие определенному фактическому проектному параметру. Например, для трехслойной панели параметру 
[image: image135.wmf]2
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 соответствует безразмерная переменная 
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, параметру 
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 – переменная 
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, параметрам 
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j

, 
[image: image140.wmf]2

j

 и 
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 – 
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, 
[image: image143.wmf]2
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 и 
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 соответственно. Если обозначить полное количество шагов в 
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-ом направлении через 
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, то перебираемые безразмерные параметры на шаге 
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 можно вычислить по рекуррентной формуле
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Здесь оператор « \ » обозначает целочисленное деление, а оператор «mod» – остаток от деления; величина 
[image: image149.wmf]0
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Фактические проектные параметры вычисляются на каждом шаге перебора следующим образом
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Шаги по относительным толщинам и углам укладки приняты постоянными 
[image: image151.wmf]i

hh

D=D

, 
[image: image152.wmf]i

jj

D=D

. Отсюда следует, что в рекуррентной формуле для вычисления безразмерных параметров 
[image: image153.wmf]m
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x

 количество шагов по углам армирования будет одинаковым. При переборе решения, не имеющие физического смысла, не рассматриваются.

В результате постановка задачи оптимального проектирования пластины с двумя парами слоев принимает вид
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Здесь 
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 определяются выражениями (11). 

Перебор по относительным толщинам организован с шагом 
[image: image158.wmf]05
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, а по квадратам косинусов с шагом по углу 
[image: image159.wmf]o
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. Далее, около найденной перебором точки оптимума выбирается окрестность, в которой осуществляется уточняющий поиск по сопряженным направлениям. 

В дальнейшем будем называть основным решением или основной оптимальной структурой структуру, при которой толщина панели будет минимальной из всех рассмотренных решений. Эквивалентным решением или эквивалентной оптимальной структурой будем называть любую структуру, при которой значение толщины панели не будет превосходить основное решение более чем на толщину монослоя. Поскольку толщина композитной панели должна быть кратной толщине монослоя, а для панели с симметричной структурой – толщине двух монослоев, эквивалентные структуры практически являются одной и той же структурой. Результаты поиска оптимальной структуры для разных случаев нагружения приведены в таблице 1 (
[image: image160.wmf]2
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). 

Из полученных результатов следует, что в случаях одноосного растяжения (1/0/0), чистого сдвига (0/0/1), двухосного растяжения, характерного для баллона давления (0,333/0,667/0), двухосного растяжения со сдвигом (0,33/0,33/0,33), двухосного сжатия со сдвигом (-0,33/-0,33/0,33) и растяжения со сдвигом (0,5/0/0,5) структура с двумя слоями вырождается в структуру с одним слоем. 

Интересный результат получается для случая одноосного сжатия (-1/0/0). Относительная толщина слоя с углом армирования 
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 составляет 95% от общей толщины пакета, а 5% толщины составляет слой с углом 
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. Это можно объяснить тем, что постановка задачи оптимального проектирования композитной панели с ограничением по прочности (5) позволяет учесть растрескивание матрицы от поперечной деформации при одноосном сжатии в силу эффекта Пуассона. Слой с углом 
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 препятствует этой деформации. Для случая одноосного сжатия двухслойная структура тоньше однослойной на 4,3%. Для случаев двухосного растяжения (0,5/0,5/0) и двухосного сжатия (-0,5/-0,5/0) получен набор эквивалентных оптимальных структур, приведенных в таблице 1. Можно отметить, что часть этих эквивалентных решений приближенно удовлетворяют условию (2). Другая часть этих результатов удовлетворяет точно условию (2), в частности, при 
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, выражение (2) принимает вид 
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. Аналогичный результат следует из таблицы 1. При совместном сжатии и растяжении (-0,5/0,5/0) двухслойная панель оказывается тоньше однослойной на 142,1%. При сжатии со сдвигом (-0,5/0/0,5) панель с двумя слоями тоньше однослойной на 58,7%, а при сжатии с растяжением и сдвигом (-0,33/0,33/0,33) – на 29,2%.
Рассмотрим трехслойную панель 
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 – параметры, описывающие структуру панели, причем 
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. Тогда постановка задачи оптимального проектирования композитной пластины, состоящей из трех пар слоев, при ограничениях по прочности имеет вид
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Так же, как и для двухслойной панели, поиск оптимального решения осуществляется методом направленного перебора с уточнением методом сопряженных направлений. Направленный перебор проводится за один цикл по параметрам 
[image: image176.wmf]1
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. Результаты поиска оптимальной структуры для разных случаев нагружения приведены в таблице 2.

Для всех рассмотренных случаев нагружения при оптимизации двухслойной панели шаг перебора по толщине был принят 
[image: image181.wmf]1
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, а шаг перебора по углу – 
[image: image182.wmf]o
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. Для уменьшения времени расчета оптимизация трехслойной панели проводилась с несколько увеличенными шагами перебора, значения которых задавались в зависимости от характера нагружения.

В случае одноосного растяжения (1/0/0) с принятыми шагами перебора (см. таблицу 2) оптимизация двухслойной структуры кроме основного решения дает 29 эквивалентных, а оптимизация трехслойной структуры – 21 решение. Кроме того, по результатам видно, что при оптимизации двухслойной панели оптимальная толщина получилась меньше, чем при оптимизации трехслойной, причем двухслойная структура выродилась в однослойную. Следовательно, как и ожидалось, в случае одноосного растяжения оптимальной структурой будет однослойная. Интересные результаты дает случай одноосного сжатия (-1/0/0). В данном случае при выбранных шагах перебора получено 4 эквивалентных оптимальных решения для двухслойной панели и 191 эквивалентное решение для трехслойной панели. Значения оптимальных толщин для двухслойной и трехслойной структур получились примерно одинаковыми, т.е. использование трех пар слоев не приводит к снижению толщины, а дает лишь дополнительные эквивалентные решения.

Таблица 2.

Результаты оптимального проектирования композитных панелей, состоящих из одной и из двух пар слоев, находящихся в ПНС, для различных случаев нагружения.
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(двухосное растяжение)
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(двухосное растяжение, баллон давления)
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	0,333 / 0,333 / 0,333

(двухосное растяжение и сдвиг)
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	-0,333 / -0,333 / 0,333

(двухосное сжатие и сдвиг)
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	-0,5 / 0,5 / 0

(сжатие и растяжение)
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	0,5 / 0 / 0,5

(растяжение и сдвиг)
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	-0,5 / 0 / 0,5

(сжатие и сдвиг)
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	-0,333 / 0,333 / 0,333

(сжатие, растяжение и сдвиг)
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В случае чистого сдвига (0/0/1) при оптимизации двухслойной панели получено 609 эквивалентных оптимальных решений, а при оптимизации трехслойной панели – 191 эквивалентное оптимальное решение. При этом основной оптимальной структурой для слоистой панели при данном нагружении будет однослойная. Оптимизация композитной панели, находящейся в условиях двухосного растяжения (0,5/0,5/0), для двухслойной структуры дает 133 эквивалентных оптимальных решения, а для трехслойной структуры – 329 эквивалентных оптимальных решений. В обоих случаях основная оптимальная структура получается однослойной. Кроме того, следует отметить, что оптимальные структуры слоистой панели в условиях двухосного растяжения 
[image: image227.wmf]y
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 являются равнопрочными и удовлетворяют условию (2). Для такого случая нагружения на практике предпочтительнее использовать одну из двухслойных эквивалентных оптимальных структур. Случай баллона давления не дает эквивалентных оптимальных структур ни для двухслойной конструкции, ни для трехслойной. Случай двухосного сжатия (-0,5/-0,5/0) аналогичен случаю двухосного растяжения (0,5/0,5/0), т.к. эквивалентные оптимальные структуры в условиях такого нагружения будут равнопрочными, и увеличение числа слоев панели не позволяет снизить толщину. В результате для двухосного сжатия количество эквивалентных оптимальных решений для двухслойной панели 127, а для трехслойной – 1249. В случае двухосного растяжения со сдвигом (0,333/0,333/0,333) количество эквивалентных оптимальных структур при оптимизации двухслойной панели получается 535, а при оптимизации трехслойной панели – 195, причем основная оптимальная структура вырождается в однослойную. В случае двухосного сжатия со сдвигом (-0,333/-0,333/0,333) получено 553 эквивалентных решения для двухслойной панели и 295 эквивалентных решений – для трехслойной панели. При этом использование трех слоев не дает преимущества. Случай сжатия с растяжением (-0,5/0,5/0) сводит оптимизируемые структуры к двухслойной. Несмотря на то, что для трехслойной панели в этом случае получено 60 эквивалентных решений, а для двухслойной лишь 3, три пары слоев не позволяют сделать панель более тонкой. Оптимизация при растяжении со сдвигом (0,5/0/0,5) дает однослойную оптимальную структуру. В случае сжатия и сдвига (-0,5/0/0,5) эквивалентных оптимальных структур для двухслойной панели получено 70, а для трехслойной – 245, причем трехслойная структура не позволяет улучшить решения. Случай сочетания сжатия, растяжения и сдвига (-0,333/0,333/0,333) также не позволяет получить лучшую оптимальную структуру с тремя парами слоев, а лишь дает набор эквивалентных оптимальных решений в дополнение к решениям для двухслойной панели. В итоге при сжатии с растяжением и со сдвигом для двухслойной панели получено 130 эквивалентных оптимальных решений, а для трехслойной – 103.

Кроме описанных случаев было рассмотрено множество других случаев нагружения, и для всех из них использование трехслойной структуры не позволяет снизить оптимальную толщину. Следовательно, можно сделать вывод, что если композитная панель находится в условиях одного случая нагружения, то ее оптимальная структура содержит одну или две пары слоев. Однако во многих случаях трехслойная структура дает дополнительные эквивалентные решения, использование которых позволяет повысить надежность конструкции при повреждении слоев.

В заключение отметим, что предлагаемая постановка задачи оптимального армирования слоистых панелей в условиях плоского напряженного состояния позволяет, в отличие от аналитических решений не вводить дополнительных допущений, ограничивающих класс действующих нагрузок, и в отличие от существующих численных решений выявить систему эквивалентных оптимальных структур.
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