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РЕЗЮМЕ

Исследуется вопрос о возможности получения полной диаграммы нагружения для элемента статически неопределимой системы. Рассматривается простейшая конструкция, состоящая из двух стержней. Конструкция подвергается растяжению, в процессе которого её элементы (один или оба) оказываются в  состоянии частичной потери несущей способности.  

Исследуется состояние конструкции на всех стадиях нагружения, от начала и линейного деформирования обоих стержней до полной потери несущей способности конструкции вследствие разрушения одного из стержней. На каждом этапе находится зависимость между внешней нагрузкой и деформациями стержней. Показано, что конструкция может сохранять свою несущую способность после нарушения условия прочности в одном из стержней.

Установлены условия, при которых возможна реализация полной диаграммы деформирования. 

Проектирование машиностроительных конструкций и сооружений, работающих в экстремальных условиях, обуславливает необходимость расчёта их элементов с учётом развития накопления повреждений в материале. Такой учёт может быть осуществлён при помощи введения физического закона, непрерывно описывающего связь между напряжениями и деформациями от момента начала нагружения до состояния полного разрушения, при котором в какой-то точке тела нарушается гипотеза сплошности. При одномерном напряженном состоянии этот закон выражается полной диаграммой деформирования 

 (рис.1). 

Экстремальное значение напряжения 

, соответствующее значению деформации 

, является критическим напряжением 

. На восходящей ветви 
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, стержень находится в состоянии устойчивого равновесия: увеличение внешнего усилия приводит к увеличению внутренней продольной силы на ту же величину. На нисходящей ветви 
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, стержень может находиться только в состоянии неустойчивого равновесия, при котором процесс роста удлинения должен сопровождаться процессом уменьшения внешней нагрузки.

В настоящее время имеется достаточное количество экспериментальных исследований по получению нисходящей ветви диаграммы нагружения. Для хрупких материалов методика этих экспериментов разработана в [1,2] и сводятся к изгибу испытуемого образца. Образование трещины позволяет избежать внезапного отрыва частей стержня друг от друга. В [3] исследуется несущая способность балки с развивающейся трещиной при изгибе с полной диаграммой нагружения. 
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Получение полной диаграммы предполагает нагружение образца в процессе испытания так называемым перемещением, при котором на участке нисходящей ветви диаграммы нагрузка на образец уменьшается и остается равной равнодействующей внутренних сил в образце. Возможность реализации такого нагружения связывают со статической неопределимостью системы, элементом которой является испытуемый образец. Усилия в различных элементах такой системы распределяются прямо пропорционально их жесткости. Уменьшение жесткости образца, вызванное его разрушением, приводит к уменьшению усилия в нем. Для неоднородного по длине стержня возможность получения нисходящей ветви диаграммы 

 обсуждалась в [4].

Рис.1. Полная диаграмма деформирования.

В работе [5,6] предложена физическая интерпретация нелинейной ветви диаграммы как процесса развития рассеянной трещиноватости вследствие наличия неоднородностей основных деформационных характеристик материала. Предложено математическое описание полной диаграммы нагружения хрупко-упругого тела.

При одноосном нагружении зависимость 

 описывается уравнением 




Здесь 

 - функция поврежденности, характеризующая отношение площади поперечного сечения разрушившихся волокон к первоначальной площади поперечного сечения стержня.

При деформациях, не превосходящих предела пропорциональности 

, разрушения в стержне не происходят и 
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. Далее, по мере увеличения деформаций, при

 развитие повреждений в виде рассеянной трещиноватости приводит к уменьшению эффективной площади поперечного сечения и увеличению поврежденности 

 вплоть до 1 при 

, когда происходит отрыв одной части стержня от другой. Здесь 

 - предел деформируемости материала стержня.

Отношение 
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 характеризует вязкость разрушения. Для хрупких материалов величина 
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 близка к единице. Чем больше величина 
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, тем пластичнее материал. 

В простейшем случае, когда неоднородность по пределу деформируемости 

 характеризуется линейной функцией 

 зависимость 

 описывается соотношениями
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(1)

Данная модель описывает стержень в целом как однородный по длине, а неоднородность рассматривается только по поперечному сечению. 

В [7,8] описанная модель применялась для исследования процесса накопления повреждений в стержнях при растяжении и изгибе. 
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Исследуем вопрос о возможности получения полной диаграммы нагружения для элемента статически неопределимой системы. Рассмотрим конструкцию, состоящую из двух стержней одинаковой длины, соединённых параллельно (рис.2). В одном стержне в процессе растяжения накапливаются рассеянные повреждения, которые в конечном итоге приводят к его разрушению. Зависимость 

 для него описывается уравнением (1). Второй стрежень является неограниченно упругим, поэтому зависимость 

 остаётся линейной при любой деформации. 

Рис.2. Схема нагружения конструкции.

Стержни крепятся к основанию и к абсолютно жёсткому брусу 3 при помощи шарниров так, что выполняется равенство их осевых смещений, вследствие чего их оси остаются параллельными. Конструкция нагружается сосредоточенной силой 
[image: image8.wmf]P
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Площади поперечных сечений стержней 

, модули упругости их материалов 
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Обозначим через 
[image: image10.wmf]e

 относительную деформацию стержней, и запишем условие равновесия внешней нагрузки и внутренних продольных сил:
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Зависимость 
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 остаётся линейной до тех пор, пока в первом стержне не появятся очаги разрушения при деформации 
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По мере появления и развития повреждений в материале первого стержня его жесткость будет ослабевать, зависимость продольной силы от деформации выражается формулой 
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(2)

Для второго стержня, в силу его неограниченной упругости, эта зависимость остаётся линейной.

Равновесие внешней нагрузки и внутренних продольных сил в стержнях, с учётом (1), (2), запишется в виде равенства  
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(3)

Это равновесие будет оставаться устойчивым до тех пор, пока увеличение внешней нагрузки приводит к соответствующему увеличению равнодействующей внутренних продольных сил в обоих стержнях. При этом конечному приращению нагрузки 
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 соответствует конечное приращение деформации стержней 
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.     

Иными словами, равновесие остаётся устойчивым, если с ростом внешней нагрузки 
[image: image18.wmf]P

, относительная деформация растёт в соответствии с равенством (3). Данное условие может быть выражено дифференциальным неравенством 
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Дифференцируя выражение (3) по переменной 
[image: image20.wmf]e

 и подставляя производную в последнее неравенство, получим 
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Выражая относительную деформацию 
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 и обозначая 
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, преобразуем неравенство к виду
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Полученное неравенство определяет область деформаций, при которых равновесие конструкции остаётся устойчивым на стадии развития  разрушений в первом стержне. Деформация 
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является критической. Она соответствует максимальному значению внешней нагрузки 
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, при которой возможно деформирование конструкции с разрушающимся стержнем. Подставляя 
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 в (3), получим значение критической нагрузки
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На рис.3 пунктирными линиями изображены графики зависимости 
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)

e

P

 для обоих стержней, а их формальная сумма изображена сплошной линией. Для разрушающегося стержня график зависимости 
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 состоит из прямолинейного и криволинейного участков. Криволинейный участок графика, определяемый выражением (2), представляет собой часть параболы с ветвями, направленными вниз. Для упругого стержня график зависимости 
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 представляет собой прямую линию. 

Значение деформации 
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 является корнем уравнения 
[image: image33.wmf]0

=

e

d

dP

, то есть соответствует максимуму функции 
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Дальнейшее увеличение внешней нагрузки на конструкцию приведёт к немедленному разрушению первого стержня, так как равнодействующая внутренних продольных сил не может превышать максимального значения 
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 в рассматриваемой области деформаций. Часть внешней силы, приходящаяся на первый стержень в момент его разрушения, внезапно приложится ко второму стержню. Дополнительно прикладываемая нагрузка находится подстановкой деформации 
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 в выражение (2). Она равна 
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[image: image78.wmf]s


Рис.3.
Графики зависимости внутренних сил от деформации для упругого и разрушающегося стержней.

Наибольшее напряжение 
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 в разрушающемся стержне достигается при деформации 
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. Это напряжение является пределом прочности или временным сопротивлением. При расчёте на прочность по наибольшим напряжениям конструкция считается разрушенной, если хотя бы в одной точке какого либо её элемента напряжение достигает значения предела прочности. Однако, как видно из соотношения (5) и рисунка 3, несущая способность повреждённого стержня, как и несущая способность конструкции в целом, не исчерпываются после достижения деформации 
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, соответствующей пределу прочности 
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. Обозначим через 
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 нагрузку, при которой в разрушающемся стержне возникает напряжение равное пределу прочности. Подставляя 
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 в (3), получим
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Учитывая соотношение для 
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, получим


[image: image46.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

1

1

2

*

-

+

-

+

=

=

b

b

b

r

k

k

P

P

KP

.

То есть 
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Величина 
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 характеризует длину нисходящей ветви диаграммы деформирования. Учитывая выражение (5), получим
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Из последнего равенства видно, что длина нисходящей ветви тем больше, чем больше отношение жёсткости упругого элемента к жёсткости разрушающегося элемента.

Неравенство 
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 определяет условие, при которым становится возможным деформирование первого стержня вплоть до предела деформируемости его материала. Подставляя в последнее неравенство значение 
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 из выражения (5) и выполняя элементарные преобразования, получим условие реализации нисходящей ветви диаграммы нагружения для разрушающегося стержня
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(6)

Полученное условие определяет верхнюю границу жёсткости первого стержня, до появления очагов повреждения в нём, по отношению к жёсткости второго стержня. 

Из условия (6), в частности, следует, что для реализации нисходящей ветви диаграммы деформирования хрупкого стержня, в процессе накопления им повреждений, его жёсткость должна быть значительно меньше, чем жёсткость абсолютно-упругого стержня.

На рис.4 изображены графики зависимости нагрузки, прикладываемой к системе от деформации 
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 при различных соотношениях жёсткостей стержней. 
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Рис.4.
Графики зависимости растягивающей силы 
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 от деформации стержней 
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, при различных соотношениях жёсткостей 
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Один график соответствует разрушающемуся стержню, отношение первоначальной жёсткости которого к первоначальной жёсткости упругого стержня равно 
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, то есть удовлетворяет условию (6). В процессе нагружения системы этот стержень претерпевает все стадии: от упругого деформирования и появления первых очагов разрушения до полного разрушения при деформации равной пределу деформируемости. Другой график соответствует разрушающемуся стержню, отношение первоначальной жёсткости которого к первоначальной жёсткости упругого стержня равно 
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, то есть не удовлетворяет условию (6). Поэтому в процессе нагружения системы стержень разрушается, не достигнув предела деформируемости материала.
Рассмотрим конструкцию, состоящую из двух стержней, подвергающихся разрушениям в процессе их нагружения. Обозначим 
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 - пределы пропорциональности стержней; 
[image: image61.wmf]2

1

,

n

n

e

e

 - пределы деформируемости стержней.  

В случае, когда 
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, можно считать второй стержень линейно-упругим. Поэтому, без ограничения общности, будем считать, что 
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По мере появления и развития повреждений в материалах стержней их жесткости ослабевают, зависимости продольных сил от деформации выражаются формулами 
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Внешняя нагрузка равна сумме внутренних продольных сил в стержнях. 
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(7)

Дифференцируя последнее выражение по переменной 
[image: image66.wmf]e

 и используя неравенство (4), получим  условие устойчивости равновесия внешней нагрузки и равнодействующей внутренних продольных сил
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Преобразуем последнее неравенство к виду
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(8)

Полученное неравенство определяет область деформаций, при которых равновесие конструкции остаётся устойчивым в процессе развития разрушений в обоих стержнях. Стоящее в правой части последнего неравенства выражение определяет критическую деформацию 
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, соответствующую максимальному значению внешней нагрузки 
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, при которой возможно деформирование конструкции с разрушающимися стержнями. 
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Для того чтобы нисходящая ветвь диаграммы деформирования первого стержня была полностью реализована в процессе нагружения конструкции, необходимо выполнение условия 
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. Подставляя в последнее неравенство вместо 
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 дробь, стоящую в правой части неравенства (8), и выполняя необходимые преобразования, получим  условие реализации нисходящей ветви диаграммы нагружения для первого стержня
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КРАТКИЕ ВЫВОДЫ

1. Возможность получения и характеристики нисходящей ветви диаграммы деформирования зависят не только от свойств материала испытуемого образца и его геометрии, но и от соотношения упругих свойств элементов статически неопределимой системы, содержащей испытуемый образец.  

2. Нисходящая ветвь диаграммы деформирования разрушающегося элемента статически неопределимой системы, может быть полностью реализованной, если отношение его жёсткости к жёсткости упругого элемента удовлетворяет условию 
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. В противном случае нисходящая ветвь диаграммы деформирования реализуется лишь частично. 

3. Длина нисходящей ветви диаграммы деформирования тем больше, чем больше отношение жёсткости упругого элемента к жёсткости разрушающегося элемента.   

4. Для реализации нисходящей ветви диаграммы деформирования хрупкого стержня, в процессе накопления им повреждений, его жёсткость должна быть существенно меньше, чем жёсткость абсолютно-упругого стержня. 

5. Статически неопределимая конструкция может сохранять несущую способность после нарушения условия прочности в одном из элементов. 

6. Получено значение несущей способности конструкции, состоящей из двух разрушающихся стержней с различными деформационно-прочностными характеристиками. 

7. Установлены условия, при которых реализуется нисходящей ветвь диаграммы деформирования в одном из стержней конструкции.
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