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Резюме

Поставлена и аналитически решена задача о теплопереносе в полубесконечных телах при наличии произвольного числа нестационарно подвижных границ фазовых превращений (задач типа Стефана). Такие задачи возникают при высокотемпературном нагреве композиционных материалов, когда происходит разложение (деструкция) связующих с образованием подвижных границ начала и окончания фазовых превращений, границ уноса массы и т.д. Получено аналитическое решение задачи типа Стефана при произвольном числе нестационарно подвижных границ и подробно исследован теплоперенос при наличии двух подвижных границ. 
Ключевые слова: теплоперенос; задача Стефана; границы подвижные; материалы композиционные; связующих разложение; решения аналитические

Analytical investigation of stephan’s problems 
for composite materials with arbitrary moving phase transfer boundaries’ number
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SUMMARY


A Stephan’s type problem of heat transfer in the area of binding agent’s thermal destruction with two non-steady moving boundaries is formulated when the temperatures and calorific effects of start and end points of phase transformations are initially known. The temperature fields in three phases are derived analytically and the phase transform area’s moving boundaries are found.

The developed approach can be for Stephan’s type problems with three and more moving boundaries applicated. 
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Введение

Известно значительное число физико-химических процессов, в которых под воздействием тепловых источников возникают нестационарно подвижные границы фазовых превращений, положения которых заранее определить  невозможно, а можно определить только после нахождения поля температур, используя на этих границах, так называемые, условия Стефана – равенство разности тепловых потоков на подвижных границах тепловому эффекту фазовых превращений, а также непрерывность температур.

При циклическом нагреве, когда тепловые пики, сопровождающиеся фазовыми превращениями, сменяются тепловыми спадами без фазовых превращений может возникать значительное число подвижных границ.

При высокотемпературном нагреве конструкций, изготовленных из композиционных материалов, например, тепловой защиты гиперзвуковых летательных аппаратов из стекло-, абсо-, углепластиков возникают области разложения связующих, ограниченных подвижными границами начала и окончания разложения. Кроме этого, может появиться наружная подвижная граница уноса массы под воздействием высокотемпературного газодинамического потока. Возникает потребность в решении задач в условиях произвольного числа подвижных границ фазовых превращений.

Ранее на основе общего подхода и моделирования теплового состояния композиционных материалов при высокотемпературном нагружении проблема рассматривалась в [1-5]. Однако, в этих работах рассматривалось численное решение задач типа Стефана со многими подвижными границами.

В данной статье поставлена и аналитически решена задача типа Стефана об определении теплового состояния в полубесконечной области с произвольным числом подвижных границ фазовых превращений с использованием следующих предположений: газообразные компоненты на подвижных границах отсутствуют; подвижные границы не пересекаются; скорость движения границ положительна; температуры, тепловые эффекты и теплофизические характеристики (ТФХ) постоянны.

1. Математическая модель

Рассматривается следующая задача теории теплопроводности в многослойной конструкции, каждый слой которой ограничен двумя нестационарно подвижными границами фазовых превращений. При этом под номером 1 находится полубесконечный слой исходной фазы, ограниченной подвижной границей 
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, причем наружный слой, примыкающий к границе 
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, ограничен снаружи неподвижной границей  с температурой 
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, а изнутри – подвижной границей 
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В задаче (1)-(8) условия (4), (5) – граничные условия Стефана на подвижных границах.

Наружная граница 
[image: image15.wmf]1

w

 с температурой 
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 (6) может также рассматриваться подвижной под действием конвективно-кондуктивных тепловых потоков.

Однако, чтобы не загромождать выкладки, будем рассматривать границу 
[image: image17.wmf]1(0)
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 неподвижной.

Задача (1)-(9) – нелинейна, в чем можно убедиться подставив уравнения (1)-(3) в краевые условия (4), (5). 

Здесь 
[image: image18.wmf],,,,,
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 - теплопроводность, теплоемкость, плотность, температуропроводность, температура, теплота фазовых превращений соответственно.

Решением задач теплопереноса (задач для уравнений (1)-(3) с граничными условиями первого рода (5)-(7) будут функции [2] 
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В зависимостях (10)-(12) координаты 
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 подвижных границ не известны. Для определения координат каждой границы имеются два краевых условия стефановского типа (4), (5) (всего 
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 краевых условия). Из представления решений (10)-(12) ясно, что зависимости 
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 должны быть пропорциональны 
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причем, поскольку 
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, то для любых моментов времени, постоянные 
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. В этом случае решения (10)-(12) с учетом (13) примут форму
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Для определения коэффициентов 
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, 
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 подставим решения (14)-(16) в краевые условия (4), получим следующую систему  трансцендентных уравнений в количестве 
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 относительно 
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. Не теряя общности всего алгоритма, рассмотрим задачу (1)-(9) для 
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 с двумя нестационарно подвижными границами 
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, для определения координат которых получаем следующую систему из двух трансцендентных уравнений (качественная картинка процесса представлена на рис.1)
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Рис.1. Расчетная схема.

Поскольку 
[image: image43.wmf](

)

12

,

I

F

cc

,
[image: image44.wmf](

)

12

,

II

F

cc

 – дифференцируемые функции, то для нахождения 
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можно применить итерационный процесс Ньютона (при условии, что на каждой итерации якобиевы матрицы системы (17), (18) – невырожденны). Однако для применения итерационных процедур необходимо найти начальное приближение вектора неизвестных 
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. Для системы двух уравнений это можно сделать графически, построив кривые 
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 и найдя точку их пересечения; при этом, каждую точку на плоскости 
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 для каждой кривой  необходимо находить  итерационным методом из соответствующего уравнения (17) или (18). Найденную точку пересечения принимаем в качестве начального вектора 
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, после чего применяется итерационный процесс по уточнению 
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Подставляя далее найденные значения 
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 и теплофизические характеристики в решения (13)-(16), получим нестационарное температурное поле в трех областях с двумя нестационарно подвижными границами, координаты которых определены в (13). 

Сложность решения системы (17) , (18) двух трансцендентных уравнений , заключается в том, что компоненты якобиевой матрицы
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имеют очень большие значения производных в окрестности вектора-решения  
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 и незначительные колебания итерационных значений 
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 приводят к значительным колебаниям элементов этой матрицы, что может уводить расчеты от решения 
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 и приводить к аварийному останову. Поэтому компоненты начального вектора 
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 необходимо вычислять с высокой точностью с отклонением от точного вектора 
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Для варьируемых значений 
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получены результаты решения задачи (1)-(9) в виде распределения температур и координат 
[image: image71.wmf](

)

(

)

***

,

хtхt

 подвижных границ, представленных на рис.2-5.

На рис.2,3 представлены температурные поля в трех областях для случая 
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 при различных температурах 
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 в различные моменты времени. На рисунках четко прослеживаются положения границ 
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 по разрыву касательных к графикам функций, причем, если разница 
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 рис.2), то профили температур находятся на более близком расстоянии друг от друга по сравнению со случаем 
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 на рис.3. При этом скорость движения границ в существенной степени зависит от уровня температур 
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На рисунках 4,5 представлены координаты подвижных границ 
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, причем на рис.4 приведены результаты при фиксированных 
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 и варьируемых значениях 
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, а на рис.5, аналогичные результаты при фиксированном значении 
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. Из рисунков видно, что при фиксированных значениях 
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 и монотонно возрастающих значениях 
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 (рис.4) скорости движения границ 
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 монотонно убывают. 
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[image: image97]Рис.2.
Распределение температур в трех областях, ограниченных подвижными границами 
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Рис.3.
Распределение температур в трех областях, ограниченных подвижными границами 
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Рис.4.
Изменение координат нестационарно подвижных границ 
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Рис.5.
Изменение координат нестационарно подвижных границ 
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Наоборот, при фиксированных значениях
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 и монотонно возрастающих 
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 (рис.5) скорость движения границы 
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 монотонно убывает, а скорость движения границы 
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 монотонно возрастает (не смотря на то, что 
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), что является неожиданным результатом.
Выводы

Поставлена и аналитически решена задача типа Стефана со многими нестационарно подвижными границами. Анализ полученных результатов показал, что температурные профили в точках 
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 и 
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 имеют изломы касательных в соответствии с условиями Стефана, а скорости движения границ в существенной степени влияют друг на друга.
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