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РЕЗЮМЕ

Напряженно деформированное состояние высотной многоэтажной башни смоделировано состоянием структурированного стержня, в котором напряжения вычислены методом, предложенным Н.С. Бахваловым для осреднения дифференциальных уравнений с быстро осциллирующими коэффициентами. Показано, что сжимающие напряжения в структурированном стержне существенно превышают максимальные напряжения в поперечном сечении в эквивалентном однородном стержне. При этом число таких поперечных сечений стержня со структурой пропорционально числу этажей в башне.
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EVALUATION OF STRESS STATE OF ROD WITH REGULAR STRUCTURE 

Astapov N.S., Kornev V.M.

Lavrentyev Institute of Hudrodynamics SB RAS, Novosibirsk, Russia

SUMMARY
The stress-deformed state of a high-rising many-storied building is modeled on the base of the state of a structured rod for which stresses have been calculated by the method proposed by N.S.Bakhvalov for averaging differential equations with fast oscillating coefficients. It has been shown that compressive stresses in a structured rod essentially exceed maximum stresses in cross-sections of the equivalent homogenous rod. In this case, the number of such cross-sections of the structured rod is proportional to the number of stores in the high-rise building.
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ВВЕДЕНИЕ

Многие материалы (композиты, пенопласты, перфорированные пластины, железобетонные плиты, материалы с системой трещин и др.) и конструкции (фермы мостов, каркасы высотных зданий, наделенных междуэтажными перекрытиями) имеют структуру близкую к периодической. Процессы в средах с периодической структурой описываются уравнениями с периодическими быстро осциллирующими коэффициентами, зависящими от малого параметра 
[image: image1.wmf]e

, характеризующего относительный размер периодической ячейки. Эффективным методом исследования макроскопических и микроскопических свойств периодических структур является асимптотический метод осреднения [1], в котором решение уравнения разыскивается в виде ряда по степеням малого параметра 
[image: image2.wmf]e

. Целью такого построения является получение уравнений, коэффициенты которых не являются быстро осциллирующими, а их решения близки в среднем к решениям исходных уравнений. Эти новые уравнения называют осредненными уравнениями, а их коэффициенты ( эффективными коэффициентами материала или конструкции.

В монографии [1] проведено построение и подробное исследование асимптотического разложения решения задачи 
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где 
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 ( бесконечно дифференцируемая функция, не зависящая от 
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, 
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 ( бесконечно дифференцируемая 1-периодическая функция.

В данной работе рассматривается применение метода осреднения в задаче оценки прочности высотной башни с междуэтажными перекрытиями. За основное определяющее уравнение выбрано уравнение 


[image: image10.wmf](

)

(

)

(

)

1

/()

SxExuxfx

e

¢

¢

=

éù

ëû

,

где 
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 ( величина смещения поперечного сечения башни, 
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 ( площадь поперечного сечения с абсциссой 
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 ( плотность равнодействующей внешних сил, действующих на сечение с абсциссой 
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 вдоль оси башни [2]. Модуль Юнга 
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 и плотность материала 
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 считаются постоянными, не зависящими от 
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. Аналогичные задачи возникают при растяжении–сжатии композитных стержней, когда структура стержня периодически меняется, причем параметр 
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 ( диаметр структурной ячейки, характеризует быструю осцилляцию. Обратим внимание на то, что ниже исследуется задача прочности. А потому необходимо построение асимптотических разложений решений в высших приближениях [3].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Исследуем распределение напряжений при сжатии вертикального стержня под действием собственного веса с быстроменяющейся по периодическому закону площадью поперечного сечения стержня. Такой стержень может моделировать, например, высотное здание с учетом междуэтажных перекрытий. В качестве математической модели данной задачи рассмотрим уравнение
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при краевых условиях
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где 
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 ( высота стержня, 
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 ( малый параметр (при достаточно больших натуральных 
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 ( количество этажей), характеризующий частоту изменения жесткости 
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 поперечного сечения стержня, 
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. Правая часть уравнения (3) отличается от правой части уравнения (1), так как 
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 описывает медленно меняющуюся часть нагрузки, а 
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 ( нагрузку, связанную со структурой ячейки (этажа). Далее предполагается, что функции 
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 являются бесконечно дифференцируемыми, причем 
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1-периодическими функциями и 
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, где угловые скобки здесь и далее означают среднее значение функции по периоду 
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. Второе краевое условие (4) при 
[image: image41.wmf]xl

=

 записано для деформаций и этим отличается от условия (2). Кроме того, в отличие от задачи (1)–(2) в задаче (3)–(4) большее значение имеет оценка напряжений 
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, а не только само решение 
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, представляющее перемещение поперечного сечения стержня [1,4].

Построим методом осреднения формальное асимптотическое разложение решения задачи (3)–(4) в высших приближениях. Предположительно целесообразно строить асимптотическое разложение до членов, содержащих 
[image: image44.wmf]2

e

 включительно, чтобы с достаточной точностью можно было получить оценки напряжений, как для медленно меняющейся, так и для быстро осциллирующей составляющей решения. На конкретном примере проведем сравнение численных результатов, полученных с помощью построенного  асимптотического решения с точностью до членов, содержащих 
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 и 
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 включительно, и аналитического точного решения.

2. ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ
Учитывая линейность уравнения (3), его решение 
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Так как 
[image: image49.wmf][

]

(

)

(

)

(

)

(

)

()(/)

KUKuwKuKwKuKwfxgx

e

¢

éù

¢

¢¢¢¢

¢¢¢¢¢

=+=+=+=+

êú

ëû

, то функцию 
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 ( асимптотическое разложение решения уравнения
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( построим с помощью аналогичного [1,4] алгоритма; быстро осциллирующую функцию 
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Произвольные постоянные в общем решении 
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 выберем так, чтобы выполнялись краевые условия (4).

Частное решение обыкновенного дифференциального уравнения (7) можно записать в виде 
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где константа 
[image: image56.wmf]111

1

0

()()

y

CKKygtdt

---

=-áñáñ

ò

 не зависит от 
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. Из леммы 1 из [1] следует, что построенное решение (8) оказывается 1‑периодической функцией, причем
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Перейдем к построению функции 
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. Асимптотическое разложение решения уравнения (6) разыскивается в виде
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где 
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; функция 
[image: image65.wmf]()

vx

 не зависит от 
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 и имеет асимптотическое разложение
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причем 
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 не зависят от 
[image: image69.wmf]e

. Из краевых условий (4), учитывая (5) и условия (9), получим следующие краевые условия для функции 
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Подставим ряд (10) в левую часть уравнения (6) и краевые условия (12) и сгруппируем слагаемые при одинаковых степенях 
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. Будем формально считать, что переменные 
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 независимы. Выберем функции 
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 так, чтобы слагаемые порядка 
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 обратились в нуль, а все слагаемые более высоких порядков относительно 
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 не зависели от 
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. Функции 
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 определяются из дифференциальных уравнений с точностью до некоторых постоянных.

Заметим, что если выбирать постоянную интегрирования для функций 
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, то осредненное уравнение бесконечного порядка точности по 
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 примет наиболее простой вид. Однако в этом случае функции 
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 могут не обращаться в нуль при 
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 и, следовательно, подстановка ряда в граничные условия дает асимптотические равенства [1,4]. В результате возникают сложности при построении асимптотического разложения решения, удовлетворяющего граничным условиям с точностью до слагаемых порядка не менее 
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. Имея в виду применение метода осреднения для исследования напряженно-деформированного состояния материалов и конструкций, наделенных периодической структурой по двум переменным, фиксируем выбор функций 
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Краевые условия для 
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 для 1‑периодической функции 
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, то в выражении производной асимптотического разложения (10) 
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второе слагаемое под знаком суммы при 
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 обращается в нуль. Подставляя в (13) разложение 
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 в ряд (11) и собирая члены при одинаковых степенях 
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, запишем определяющее уравнение для краевых условий 
[image: image100.wmf]()

q

vl

¢

 в виде


[image: image101.wmf](

)

(

)

101120

()1()()1()()()()

ulNnvlNnvlNnvl

e

¢¢¢¢¢¢¢¢

=+++++

éù

ëû



[image: image102.wmf](

)

21

1221301

1()()()()()()...(0)

NnvlNnvlNnvlCK

ee

-

¢¢¢¢¢¢¢¢¢

+++++=-

éù

ëû

,
(14)

где 
[image: image103.wmf]/

nl

e

=

. В записи разложения (13) и уравнения (14) подразумевается, что для функций 
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. Приравнивая в справедливом для любого 
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 равенстве (14) коэффициенты при различных степенях 
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Для 
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где 
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. Задача (18) называется осредненной задачей нулевого порядка. Она описывает напряженное состояние в таком однородном стержне, свойства которого в некотором смысле близки эффективным свойствам исходного стержня с периодической структурой. Хотя истинные перемещения 
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, однако разность между производными точного решения и решения осредненной задачи может заметно отличаться [1,3]. Следовательно, для правильного определения напряжений необходимо учитывать в разложении (10) члены, содержащие 
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 включительно. Решением цепочки краевых задач последовательно находим функции 
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 и этим завершается построение асимптотического разложения решения задачи (3)–(4).

3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ

Из уравнения (3) с учетом краевого условия 
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Отсюда, учитывая краевое условие 
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Для обоснования полезности сложных построений асимптотического разложения решения отметим, что точного решения может не существовать, например, в математической модели задачи, описывающей двоякопериодическую структуру конструкции. Подробное изложение преимуществ асимптотических разложений можно найти в [5].

4. СРАВНЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО И ТОЧНОГО РЕШЕНИЙ НА КОНКРЕТНОМ ПРИМЕРЕ. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ

Рассмотрим уравнение равновесия 
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где 
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для которой 
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краевые условия с учетом выражения (5) и условия (22) примут вид 
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Для определения функции 
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Для определения функции 
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Вычисление функций 
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решением которой является многочлен первой степени 
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Используя выражение (28) в разложении (10) для производной решения 
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Если в разложении (10) учесть только два первых члена, то есть пренебречь членами, содержащими 
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 во второй и более степени, то получим приближенное выражение производной
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Интересно отметить, что приближенное с точностью до 
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 включительно выражение (30) оказалось сложнее точного представления (29). Согласно (23) функция 
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 решения задачи (21)–(22) дается по-прежнему выражением (30), а асимптотическое разложение производной решения с учетом всех членов записывается формулой
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где для функций 
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Теперь найдем выражение производной точного аналитического решения задачи (21)–(22). Пользуясь равенством (19), получим представление
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которое полностью совпадает с асимптотическим разложением (31).

Перейдем к вычислению напряжений. В однородном стержне с постоянной площадью 
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Заметим, что если в задаче (3)–(4) положить 
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Теперь сравним напряжения в стержне со структурой (в 
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с классическим выражением (33). С помощью разложений (30) и (31) исследуем влияние членов различного порядка малости по 
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Численное сравнение полученных результатов приведем для структурированного стержня высотой 
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Рис.1. Зависимость напряжения от высоты 
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Рис.2. Зависимость напряжения от высоты 
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Рис.3. Зависимость напряжения от высоты 
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На рис.4 приведены графики трех первых волн напряжения 
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Рис.4. Три первых волны зависимости напряжения 
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На рис.5 дан график функции 
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Рис.5. Вклад в зависимость 
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На рис.6 приведен график вклада в зависимость напряжения 
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Рис. 6. Вклад в зависимость 
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 в бесконечном числе различных внутренних точек стержня коэффициент концентрации напряжения за счет структуры стремится к двум, что согласуется с данными последнего столбца таблицы.

Таблица.
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ВЫВОДЫ

Из проведенного сравнения напряжений видно, что хотя исходная задача имеет решение в квадратурах, однако непосредственный анализ структуры этого решения (например, влияние величины малого параметра 
[image: image327.wmf]e

 на значение наибольшего напряжения) сложнее анализа асимптотического разложения. Расчеты показывают, что напряжения в структурированном стержне могут существенно превышать напряжения в эквивалентном однородном стержне.
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