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РЕЗЮМЕ
Предельная нагрузка рс для анизотропного тела с макротрещиной и направление 
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 развития макротрещины определяются независимо друг от друга, с использованием оригинальных методов, в основе которых лежат осреднения функций, аппроксимации параметров, характерных для механики трещин, анализ напряженно-деформированного состояния в окрестности вершины трещины. Приведены алгоритмы решения рассматриваемых задач, численные результаты для тонкой однонаправленно армированной композитной пластины неограниченных размеров, когда начальное направление макротрещины параллельно армирующим волокнам.

Ключевые слова: механика трещин; анизотропные и композитные тела; несущая способность; картина разрушения
RESEARCH OF BEARING CAPACITY AND DESTRUCTION
OF THE ANISOTROPIC AND COMPOSIT BODIES HAVING
THE MACROCRACK
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SUMMARY
Ultimate load pc for an anisotropic body with a macrocrack and a direction 
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 of development of a macrocrack are defined independently from each other. Original methods in which basis averaging functions lay, approximations of parameters, characteristic cracks for mechanics, the analysis of the is intense-deformed condition in a vicinity of top of a crack are used. Algorithms of the decision of considered problems are resulted. Also numerical results for thin are resulted is unidirectional the reinforced composit plate of the unlimited sizes, when an initial direction of a macrocrack to in parallel reinforcing fibres.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Основоположником механики трещин (механики разрушения) является А.А.Гриффитс [1], предложивший «энергетический» подход к решению рассматриваемых задач. В настоящее время в линейной механике разрушения получили развитие так называемые «силовые» подходы, основанные на соотношениях теории упругости и использующие введенное Д.Р. Ирвином понятие коэффициента интенсивности напряжений (КИН) – см., например [2]. Метод раздельного решения двух основных задач механики трещин (задачи определения несущей способности тела с макротрещиной и задачи определения направления развития макротрещины), предложен в [3] и соответствует силовому подходу. В работе [4] этот метод использован для решения соответствующих задач для изотропных тел с макротрещиной, показан его эффективность. В настоящей работе предпринята попытка приложения этого метода для решения задач механики трещин применительно к анизотропным и композитным телам, имеющим начальную макротрещину.
Рассмотрим квазиоднородное анизотропное тело с макротрещиной, которое в каждой своей точке обладает плоскостью упругой симметрии, нормальной к оси z [5]. Критерий прочности для сплошного анизотропного тела, находящегося  в совместных условиях плоской и антиплоской задач теории упругости, примем в следующем виде:
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Здесь 
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- компоненты тензора напряжений. Коэффициенты A,…,N определяются по результатам испытаний материала на прочность. Критерий прочности (1.1) является частным случаем критерия А.К. Малмейстера [6].

В малой (в сравнении с размерами тела и трещины) окрестности вершины трещины напряжения определяются следующими формулами [5]:
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(1.2)

Здесь KI, KII, KIII – КИН; начала систем координат Oxyz и Orθz совпадают с вершиной О трещины; направление оси x совпадает с начальной ориентацией макротрещины; ось z ортогональна плоскости рисунка. Коэффициенты с1,…,с8 определяются следующими  формулами [5]:
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(1.3)
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Значения 
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 зависят от упругих характеристик материала [5]. Подставив (1.2) в (1.1), получаем следующий 
[image: image9.wmf]c

e

S

- критерий разрушения:
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(1.4)

Здесь
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Пусть внешние силы растут пропорционально некоторому параметру нагружения 
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; тогда
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(1.6)
Здесь 
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 - коэффициенты, зависящие от геометрий тела и трещины, от конфигурации внешней нагрузки [7].  Подставив (1.6) в (1.4), получаем:
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(1.7)

Уравнение (1.7) определяет поверхность 
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в пространстве переменных r,θ,z, соответствующую фиксированному значению параметра нагрузки p. Эта поверхность (поверхность процесса разрушения) является границей между областью деструкции материала в окрестности вершины трещины и окружающей эту область упругой частью тела. Если функция 
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 не зависит от координаты z, то уравнение (1.7) определяет соответствующую линию процесса разрушения в плоскости переменных r, θ. При монотонном возрастании параметра p размеры поверхности процесса разрушения увеличиваются таким образом, что:
-напряженные состояния во всех точках поверхности процесса разрушения удовлетворяют критерию прочности (1.1);

-при фиксированных значениях θ и z напряженные состояния одинаковы для различных значений 
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r

, т.е. в соответствующих точках различных поверхностей процесса разрушения напряженные состояния совпадают (независимо от значения параметра p). После достижения внешней нагрузкой своего предельного значения (при p=pc) поверхность процесса разрушения получает свои предельные размеры 
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, а макротрещина – возможность катастрофического роста.
Критерий разрушения (1.4) является «точным» в рамках гипотезы прочности (1.1). Из вышеизложенного видно, что используя только (1.7) невозможно определить две неизвестные величины – предельное значение параметра нагрузки pc и соответствующую функцию 
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. Для решения этой проблемы необходимо принять дополнительные гипотезы и иметь соответствующие экспериментальные данные. Например, полагают, что 
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= const (для материала), 
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, где θс предположительно соответствует направлению развития макротрещины [8]. В [3] показано, что жесткая взаимозависимость между задачами определения pc и θc не следует из основных соотношений силового подхода в механике трещин. В настоящее время нам неизвестен общепризнанный метод определения θc при исследовании предельного состояния анизотропных и композитных тел с макротрещиной (в общем случае). Поэтому развитие независимых друг от друга методов определения pc и θc для анизотропных и композитных тел с макротрещиной является актуальной задачей.
2. АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ рс БЕЗ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ θс (АЛГОРИТМ А1):
1. Провести «базовые» эксперименты для рассматриваемого материала при различных отношениях 
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, определить соответствующие экспериментальные значения разрушающих нагрузок 
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 и направлений роста макротрещин 
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2. Используя (1.7), определить соответствующие функции 
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; усреднить, тем или иным способом, эти функции. Например, если 
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 не зависит от z, можно использовать следующую формулу:
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3. Совокупность значений 
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 аппроксимировать некоторой «предельной» поверхностью в выбранных базовых осях 
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. Уравнение этой поверхности символически запишем в виде 
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4. Значение критического радиуса 
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 для теоретически решаемой задачи определить как соответствующее расстояние от начала координат до поверхности 
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. Способ выбора направления вектора 
[image: image36.wmf]c

r

ur

 устанавливается один раз, исходя из удовлетворительного согласования теоретических результатов с соответствующими экспериментальными данными. Например, компоненты вектора 
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 могут быть пропорциональными отношениям 
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 - некоторые характерные значения КИН, использованные при определении 
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5. Подставив значение 
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 вместо 
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 в (1.7), записать приближенный критерий разрушения для конкретно рассматриваемого случая. Оценку предельной нагрузки 
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 определить путем усреднения функции 
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, определяемой из (1.7), приняв 
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Соответствующие вычисления, проведенные нами, показали: если для некоторых значений 
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 функция 
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, удовлетворительных результатов (с позиции согласования теории с соответствующими экспериментальными данными) можно добиться, усредняя каждый одночлен, входящий в выражение для функции 
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3. АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ θс (АЛГОРИТМ А2):
1. Исследовать напряженно-деформированные состояния (НДС) в точках с координатами 
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, которые соответствуют экспериментально определенным направлениям развития макротрещин (см. п.п.1,2 алгоритма  определения 
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). Выяснить, какие напряжения, деформации (или их комбинации), имеющие место в рассматриваемых точках, коррелируют со значениями 
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2. Для теоретического определения 
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 (при заданных отношениях KI: KII: KIII) задать произвольное значение параметра внешней нагрузки p (в разумных пределах), построить соответствующую поверхность (линию) процесса разрушения 
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 с использованием уравнения (1.4). Исследовать НДС в различных точках, расположенных на этой поверхности (линии) и определить, в соответствии с  п.1 настоящего алгоритма, значение 
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.  Этот пункт алгоритма основан на том факте, согласно которому НДС в точках с фиксированными координатами θ, z и с изменяющейся координатой 
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 (в соответствии с изменением p) не зависит от значения p.
Далее, для простоты изложения, рассмотрим плоские напряженные состояния. Результаты соответствующих наших расчетов позволяют сформулировать следующие гипотезы при теоретическом определении значения θс:
1. В направлении 
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, по крайней мере, одно из главных напряжений имеет максимум (в общем случае - локальный экстремум).

2. В направлении 
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 реализуется, например, одно из следующих напряженных состояний (здесь и далее не предполагается выполнение условий
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, напряжения σ1 и σ2 могут поменяться местами):

а) 
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В случаях a), b) доминантным главным напряжением будет 
[image: image66.wmf]1

s

. В случае
с) полагаем, что одно из главных напряжений (например 
[image: image67.wmf]2

σ

) близко к своему максимально возможному положительному значению (в соответствии с критерием (1.1)), а другое (например 
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σ

) – существенно меньше своего максимально возможного положительного значения. В этом случае 
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 будет доминантным главным напряжением.

3.
Докритические микротрещины образуются перпендикулярно направлению действия доминантного главного напряжения. С ростом внешней нагрузки они сливаются друг с другом, что приводит к росту макротрещины в направлении 
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.
Направление главного напряжения 
[image: image71.wmf]1
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 определяется углом α0, отсчитываемым от оси x. В общем случае доминантное главное напряжение не перпендикулярно направлению развития макротрещины, т.е. направления рассеянных микротрещин не совпадают с направлением 
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Для изотропных тел с макротрещиной в работе [3] было показано, что в направлении с углом 
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 функция 
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 имеет минимум (в общем случае – локальный), а главные напряжения 
[image: image75.wmf]1

σ

 принимают свои максимально возможные положительные значения и направлены перпендикулярно направлению развития макротрещины. Результаты наших исследований, некоторые из которых приведены ниже, показывают, что направление, в котором функция 
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 имеет минимум, хорошо коррелирует с направлением развития макротрещины и в случае анизотропных и композитных тел. Этот факт существенно облегчает решение задачи определения значения 
[image: image77.wmf]с
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 в анизотропных и композитных телах с макротрещиной. В [3] эта корреляция была объяснена, исходя из условия достижения минимума поверхностной потенциальной энергии вновь образующихся поверхностей макротрещины. Хотя критерий прочности (1.1) и не получен с использованием выражения для потенциальной энергии деформации анизотропного тела, он аналогичен критерию пластичности Мизеса для изотропных тел. По-видимому, для анизотропных и композитных тел также можно предположить, что макротрещина в них будет развиваться таким образом, чтобы потенциальная энергия вновь образующихся поверхностей трещины была минимальной (имеется в виду условный минимум).
4. НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ ТРЕЩИН

Рассмотрим бесконечную пластину с макротрещиной при плоском напряженном состоянии. Материал пластины – однонаправлено армированный стеклопластик. Первоначальное направление макротрещины параллельно направлениям армирующих волокон. На рис.1 показан элемент этой пластины, нагруженный равномерно распределенными по его торцам нормальными (σ) и касательными (τ) силами. Начальная длинна трещины равна 2ℓ. 
Для рассматриваемой задачи имеют место следующие формулы [7]:
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В работе [8] для однонаправлено армированного стеклопластика скотч-плай 1002 приведены следующие значения характеристик трещиностойкости:
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Используя (4.1), (4.2), находим (при ℓ=6см):
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Значение 
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 из (4.3) можно принять за экспериментально определенную предельную нагрузку при нормальном отрыве берегов рассматриваемой трещины, значение 
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 - аналогичная величина при поперечном сдвиге берегов.
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Рис.1.
Элемент бесконечной пластины с макротрещиной, нагруженный равномерно распределенными силами σ и τ.

Уравнение (1.1) для скотч-плай 1002 имеет следующий вид [8]:
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На рис.2а приведена линия процесса разрушения для случая 
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, построенная с использованием (4.4), (1.4). Используя (2.1) и функцию 
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, описывающую кривую на рис.2а, находим 
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 в (1.4) и используя (2.2), получаем 
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На рис.2b приведена линия процесса разрушения для случая 
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. Эта оценка на 14.6% больше, чем соответствующее экспериментальное значение 
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Примем rcI, rcII за базовые оси: 
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. Предельную кривую в плоскости переменных rI, rII опишем следующим уравнением:
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Направление вектора 
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 выберем в соответствии со следующим отношениями:
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Рассмотрим комбинацию отрыва с поперечным сдвигом берегов трещины при следующих отношениях:
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Рис.2. Линии процесса разрушения.
Используя (4.6), (4.5) для случая (4.7), находим 
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. Используя алгоритм А1 для рассматриваемого случая, получаем следующие оценки предельной комбинации внешних нагрузок:
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Для случая KI≠0, KII=0 (
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) на рис.3а приведены графики функций 
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 вдоль соответствующей линии процесса разрушения (рис.2а). На рис.3b приведены графики соответствующих главных напряжений σ1 и σ2.
Анализ функций, графики которых приведены на рисунках 2а, 3а, 3b, в соответствии с алгоритмом А2, позволяет сделать вывод, что макротрещина в случае нормального отрыва ее берегов может развиваться в направлении с 
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. для этого направления α0=0 (соответствует направлению главного напряжения 
[image: image111.wmf]1

σ

 в системе xОy).
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Рис.3.
На рис.3с приведено сечение предельной поверхности (4.4) плоскостью главных напряжений (
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, лежащая на этой кривой, соответствует рассматриваемому варианту задачи. Максимально возможные значения растягивающих главных напряжений в соответствии с кривой на рис.3с следующие: 
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 являются доминантными, микротрещины образуются перпендикулярно 
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, т.е. параллельно армирующим волокнам.
Для случая KI=0, KII≠0 (
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) на рис.4а приведены графики функций 
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 вдоль соответствующей линии процесса разрушения (рис.2b). На рис.4b приведены графики соответствующих главных напряжений 
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. Анализ функций, графики которых приведены на рисунках 2b, 4a, 4b, позволяет сделать вывод, что макротрещина в случае поперечного сдвига берегов рассматриваемой трещины может развиваться в направлении с 
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На рис.4с приведено сечение предельной поверхности (4.4) плоскостью главных напряжений (σ1, σ2) для рассматриваемого случая. Точка 2 с координатами 
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, лежащая на этой кривой, соответствует рассматриваемому варианту задачи. Имеем: 
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. Согласно принятым нами гипотезам, в рассматриваемом случае σ1 является доминантным напряжением, микротрещины образуются перпендикулярно σ1, имеют направления с 
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 и не коллинеарны направлению роста макротрещины.
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Рис.4.
Для случая KI≠0, KII≠0 (
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) на рис.5а приведены графики функций 
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 вдоль соответствующей линии процесса разрушения (рис.2с). На рис.5b приведены графики соответствующих главных напряжений 
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. Анализ функций, графики которых приведены на рисунках 2с, 5a, 5b, позволяет сделать вывод, что макротрещина в рассматриваемом случае комбинации нормального отрыва и поперечного сдвига берегов трещины может развиваться в направлении с 
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. Для этого направления α0=19.30. На рис.5с приведено сечение предельной поверхности (4.4) плоскостью главных напряжений (σ1, σ2) для рассматриваемого случая. Точка 3 с координатами 
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, лежащая на этой кривой, соответствует рассматриваемому варианту задачи. В данном случае доминантным главным напряжением является σ1, микротрещины образуются перпендикулярно σ1, имеют направления с 
[image: image134.wmf]70.7

q

=-

o

 и не коллинеарны направлению роста макротрещины.
5. ОБСУЖДЕНИЕ

Из известных нам работ других авторов, где были исследованы аналогичные рассматриваемым в данной работе задачи, отметим [9-11]. В работе [9] с использованием аппарата математической теории упругости исследована устойчивость прямолинейной пути развития трещины нормального отрыва в ортотропной пластинке; существенное влияние на результаты этой работы оказало предположение о том, что прочностные свойства материала являются однородными и изотропными. В работе [10] предложена вариационно-асимптотическая модель критерия типа Гриффитса развития краевой прямолинейной трещины в однородной анизотропной пластинке, когда имеет место комбинация различных КИН; предлагаемая модель позволяет учитывать анизотропию прочностных свойств материала пластинки. В работе [11] исследовано предельное равновесие бесконечной ортотропной пластинки с центральной трещиной при двухосном растяжении; в отличие от аналогичной модели Леонова-Панасюка-Дагдейла, параметры предлагаемой в [11] математической модели определяется на основе выполнения критерия прочности материала (конкретно – критерия Гольденблата-Копнова) в зоне предразрушения около вершины трещины. В работах [9-11] приведены также обзоры современного [image: image140.wmf]-0.4
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состояния результатов исследований в рассматриваемой области науки.

Разработанные нами методы и алгоритмы, изложенные в данной работе, являются, на наш взгляд, развитием известного «силового» подхода в механике трещин. Используемый в них математический аппарат намного проще, чем, например, соответствующие математические аппараты, использованные в работах [9-11]. Предлагаемые нами методы и алгоритмы находятся ближе к научной дисциплине «Сопротивление материалов», чем к математической теории упругости; в них заложены возможности максимального учета соответствующих экспериментальных данных и простой коррекции в соответствии с новыми экспериментальными данными в механике трещин. Диапазон применимости предлагаемых нами методов и алгоритмов может быть ограничен применимостью линейной механики трещин, а также возможными противоречиями между ними и соответствующими новыми экспериментальными данными. 
6. ВЫВОДЫ
1. Параметр rc не является постоянной характеристикой материала. Его значение зависит как от принятых отношений KI: KII: KIII, так и от используемой гипотезы прочности для сплошного тела.
2. В направлении возможного развития макротрещины функции 
[image: image135.wmf]*

r

, σ1 и (или) σ2 имеют экстремальные значения.

3. Методы раздельного определения pc и θс могут иметь важное значение при решении соответствующих задач для анизотропных и композитных тел, имеющих макротрещину.
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