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РЕЗЮМЕ

Эксплуатация конструкций в экстремальных условиях приводит к необходимости расчёта её элементов, подверженных различным механизмам разрушения. В работе рассматривается продольный изгиб стержня с разрушающимися заделками. Исследовано влияние разрушения заделок на процесс выпучивания. Материал заделок неоднороден по пределу деформируемости. Состояние материала в процессе деформирования и последующего разрушения описывается полной диаграммой нагружения. Материал стержня абсолютно-упругий, то есть допускает любые деформации, не разрушаясь при этом. 
Исследуются зависимости углов поворота концевых сечений стержня от продольной силы для упругих и разрушающихся заделок при различных значениях вращательной жёсткости и коэффициента неоднородности материала по пределу деформируемости. Предложены параметрические уравнения изогнутой оси стержня для произвольного значения продольной силы, позволяющие получать координаты точек оси не только в упругой стадии деформирования заделки, но и в стадии её разрушения.
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SUMMARY

Exploitation of constructions in extreme conditions leads to necessity of calculation of its elements subject to various mechanisms of destruction. The longitudinal bend of a column with failing attachments is investigated. Material of the attachment is heterogeneous, according the deformability. The state of material during the deformation and the subsequent destruction is described by the full diagramme of loading. The material of the column is absolutely elastic, so it supposes all kinds of deformation without failing.

Dependences of angles of rotation of end-sections on the longitudinal force for elastic and collapsing kinds of fixation are found for different meanings of rotary rigidity and factor of heterogeneity of the material according the deformability. Parametrical equatations of a bent axis of the column for an arbitary meaning of the longitudinal force are found, allowing to find coordinates of axial points not only during the process of elastic deformation of the attachment, but also during its destruction.
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ВВЕДЕНИЕ

При расчёте стержня на продольный изгиб рассматривают различные условия закрепления концов. Традиционные расчётные схемы предполагают, что концы стержня или свободно вращаются, или абсолютно жёстко заделаны так, что концевые сечения остаются неподвижными на протяжении всего процесса нагружения. Наряду с этим существует широкий класс закреплений концов при помощи упруго перемещающихся и упруго поворачивающихся опор [1]. Под действием внешней нагрузки концы стержня перемещаются или поворачиваются и в опорах возникают силы или моменты, противодействующие соответствующим перемещениям и поворотам. На практике часто возникают ситуации, когда под действием внешней нагрузки опоры подвергаются разрушениям. Вследствие чего их упругие свойства изменяются. Несовершенство опор, безусловно, сказывается как на величине критической силы, так и на форме продольной оси стержня. 
Процесс потери устойчивости абсолютно-жёсткого стержня с разрушающейся опорой рассматривался в [2].

В качестве модели закрепления стержня, деформируемыми в процессе выпучивания заделками, примем модель изображённую на рис.1. К концам упругого стержня 1 с короткими полками 2 присоединены упругие элементы 3, противодействующие поворотам концов стержня. Предполагается, что на обоих концах, полки и упругие элементы одинаковы. Кроме того, стержень закреплён при помощи шарнирных опор. Стержень сжимается продольной силой 
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Рис.1. Модель закрепления стержня деформируемыми заделками.

Введём обозначения: 
[image: image2.wmf]l

 - длина стержня; 
[image: image3.wmf]J

 - момент инерции поперечного сечения; 
[image: image4.wmf]E

 - модуль упругости материала стержня. 
Выберем систему координат так, как показано на рис.2. Центр совместим с нижним концом стержня, а ось абсцисс, совпадающую с первоначальной неизогнутой осью стержня, направим вверх. Ось ординат направим в сторону выпучивания стержня.
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Рис.2. Искривлённая ось сжатого стержня.

Будем полагать, что при выпучивании углы поворота торцевых сечений (углы поворота полок) остаются одинаковыми по величине. Обозначим величину этих углов через 
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[image: image6.wmf](

)

0

0

y

q

¢

=

.
Пока материал заделки является упругим, на концах стержня возникают равные реактивные моменты, прямо пропорциональные углам поворота торцевых сечений. То есть
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Здесь 
[image: image8.wmf]k

 - коэффициент, определяемый упругими свойствами заделки.
1. ПРОДОЛЬНЫЙ ИЗГИБ СТЕРЖНЯ С УПРУГИМИ ЗАДЕЛКАМИ
Задача о продольном изгибе стержня с упруго заделанными концами решена в [3]. При этом использовалось линеаризованное дифференциальное уравнение изгиба оси стержня, то есть кривизна принималась равной второй производной от прогиба. При таком решении упругая линия, а, следовательно, и углы концевых сечений, остаются неопределёнными. 
В [4] предложено точное решение задачи о продольном изгибе шарнирно опёртого стержня. 
Линеаризованное дифференциальное уравнение продольного изгиба стержня может быть записано в виде
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(1.1)
Здесь 
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При граничных условиях 


[image: image12.wmf](

)

(

)

00,0

yyl

==


дифференциальное уравнение (1.1) имеет нетривиальное решение, если 
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 удовлетворяет условию 
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Наименьший положительный корень последнего равенства принадлежит интервалу
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Отсюда для критической силы получим неравенства
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Здесь 
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 - критическая сила Эйлера для свободно опёртого стержня.

При свободно вращающихся концах 
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. При абсолютно жёсткой заделке 
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Уравнение изогнутой оси стержня определяется с точностью до постоянного множителя, который не может быть найден исходя из условий поставленной задачи. Поэтому прогибы остаются неопределёнными. 

Рассмотрим точное выражение для кривизны изогнутой оси стержня 
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Здесь: 
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 - угол между касательной к изогнутой оси стержня и осью абсцисс; 
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 - длина дуги оси стержня. 

Тогда равенство момента нормальных напряжений в сечении и внешнего момента приводит к дифференциальному уравнению изгиба стержня
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При этом имеют место начальные условия 
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Дифференцируя (1.3) по переменной 
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 и учитывая, что 
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Перепишем последнее уравнение в виде
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и интегрируем его с начальными условиями 
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Наибольшее значение угол 
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, а, следовательно, и 
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, принимают в том сечении, для которого кривизна 
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, то есть в точке перегиба оси стержня. Приравняем правую часть уравнения (1.5) к нулю и выразим из полученного равенства 
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Обозначим: 
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 - наибольшее значение угла; 
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 и для всех сечений справедливы неравенства 
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С учётом сказанного, сделаем замену переменной 
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Принимая во внимание, что в срединном сечении 
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 уравнение (1.5) запишем в виде
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Дифференцируем выражение (1.6) и выразим из полученного равенства 
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Подставив 
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 в уравнение (1.7) и разделив переменные, получим
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Интегрируем последнее уравнение, учитывая, что 
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Здесь 
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 - интеграл Лежандра первого рода.

При 
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При 
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[image: image68.wmf]0

1

sin

j

g

=

,

и так как 
[image: image69.wmf]0

2

pjp

pp

, то

[image: image70.wmf]0

1

arcsin

jp

g

=-

.








(1.9)
Из уравнений (1.8), (1.9), с учётом выражений для 
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 и 
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, определяем угол 
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На рис.3 изображены графики зависимости угла 
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 от силы 
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 при различных значениях величины 
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, характеризующей вращательную жёсткость заделки.
При отклонении оси стержня от прямолинейной формы равновесия 
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Отсюда получим уравнение для критической силы
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Это уравнение эквивалентно уравнению (1.2). 
Рис.3.
Графики зависимости угла поворота концевого сечения 
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 в зависимости от продольной силы 
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 при различных значениях вращательной жёсткости заделки 
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На рис.4 изображён график зависимости критической силы 
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от величины 
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Координаты точек изогнутой оси стержня определяются из дифференциальных соотношений: 
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 и разделяя переменные, получим:
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Интегрируем последние уравнения:
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Здесь 
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 - интеграл Лежандра второго рода.

В частности, в срединном сечении будет наибольший прогиб
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а в точке перегиба 


[image: image98.wmf](

)

2

0

1

2

2

1

m

y

lq

g

aa

=-=

.
[image: image184.wmf]0

q


Рис.4. Зависимость критической силы 
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 от вращательной жёсткости заделки 
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2. ПРОДОЛЬНЫЙ ИЗГИБ СТЕРЖНЯ С РАЗРУШАЮЩИМИСЯ ЗАДЕЛКАМИ
По мере увеличения угла поворота конца стержня, в материале заделки появятся и начнут развиваться повреждения. Зависимость момента от угла поворота перестаёт быть линейной. 

В работах [5-7] состояние материала в процессе разрушения описывается функцией целостности 
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 является скалярной функцией, изменяющейся от 1 для целостного материала до 0 для полностью разрушенного материала, и непрерывно зависящей от деформации. Для деформаций, превосходящих предел пропорциональности 
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, эта зависимость может быть выражена в простейшем случае линейным законом
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Здесь 
[image: image105.wmf]n

e

 - предел деформируемости. Величина 
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 характеризует неоднородность материала по пределу деформируемости и называется показателем неоднородности.
При этом зависимость напряжения от деформации при одноосном нагружении описывается формулой
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При малых углах поворота концевых сечений для схемы, изображённой на рис.1 реактивный момент, возникающий в заделке в процессе выпучивании стержня, равен
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Здесь: 
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 - напряжение, возникающее в элементе опоры 3, сопротивляющемся повороту концевого сечения; 
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 - модуль упругости материала этого элемента; 
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 - площадь его поперечного сечения; 
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 - длина полки 2, которая является плечом для реакции, возникающей в деформируемом элементе. 
Обозначим через 
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 - деформацию элемента опоры 3, а через 
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 - её длину. Тогда 
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Зависимость момента от угла выражается формулой
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Здесь: 
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 - коэффициент, характеризующий упругие свойства заделки; 
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 - функция, характеризующая целостность заделки. 
Как и 
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, функция 
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 непрерывно изменяется от 1 для целостной заделки до 0 для полностью разрушенной заделки и в простейшем случае может быть принята линейной
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Здесь: 
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 - угол поворота концевого сечения, при котором появляются первые признаки разрушения в заделке; 
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 - угол, при котором элемент 3 полностью разрушается. При угле равном 
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 заделка перестаёт сопротивляться повороту концевого сечения стержня. 
На рис.5 изображён график зависимости 
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. Этот график имеет три характерных участка: 1) Упругая стадия 
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. Заделка не подвергнута разрушениям. Зависимость 
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 - линейная. 2) Стадия упрочнения 
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. Заделка подвергается разрушениям, что отражается на её жёсткости. Однако равновесие внешнего изгибающего момента и момента нормальных напряжений остаётся устойчивым. Увеличение внешнего момента, и как следствие угла поворота, сопровождается увеличением внутреннего момента, стремящегося компенсировать рост угла и внешнего изгибающего момента. 3) Стадия разупрочнения 
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, или нисходящая ветвь, характеризуется неустойчивым равновесием между внешним изгибающим моментом и моментом нормальных напряжений. Увеличение внешнего изгибающего момента приводит к полному разрушению элемента 3, а увеличение угла должно сопровождаться уменьшением нагрузки, соответствующим уменьшению изгибающего момента в заделке. 
Значению 
[image: image130.wmf]0

qt

*

=

 соответствует максимальное значение момента 
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При 
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 элемент 3 полностью разрушается и дальнейшее увеличении концевого угла не сопровождается сопротивлением со стороны опоры. Концы стержня могут свободно вращаться.
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Рис.5. Зависимость момента в заделке от угла поворота концевого сечения.
При других способах реализации заделки зависимость 
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 может быть другой, однако она обладает такими же характерными участками и упрощённо может быть выражена формулой
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В [8,9] получены аналогичные зависимости момента 
[image: image135.wmf]M

 нормальных напряжений в поперечном сечении от кривизны 
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 оси стержня.

С учётом разрушения заделок, дифференциальное уравнение изгиба стержня принимает вид
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Повторяя рассуждения предыдущего раздела, для определения угла поворота концевого сечения 
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 получим уравнения (1.8), (1.9), в которых 
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Так как в начале процесса потери устойчивости стержня заделка упругая, то критическая сила для разрушающейся опоры является такой же, как и для упругой опоры и определяется из уравнения (1.2) или (1.10).

Кривая прогиба определяется уравнениями (1.10), (1.12). 

Прогиб в срединном сечении
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Прогиб в точке перегиба 
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Заметим, что произведение 
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 принимает наибольшее значение при 
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. Следовательно, прогиб стержня в точке перегиба не превышает значения 
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то есть убывает с увеличением нагрузки 
[image: image145.wmf]P

. При этом обе точки перегиба приближаются к соответственным концам стержня.

[image: image186.wmf]4

3

p

На рис.6 изображены графики зависимости угла 
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 от силы 
[image: image147.wmf]P

 при различных значениях величины 
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 для разрушающейся заделки, первоначальная поворотная жёсткость которой соответствует значению 
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. Пунктирной линией изображён график зависимости 
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 для стержня со свободно вращающимися концами.
Рис.6.
Графики зависимости угла поворота концевого сечения 
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 от силы 
[image: image152.wmf]P

, для разрушающейся заделки, первоначальная поворотная жёсткость которой соответствует значению 
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, при различных значениях величины 
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С началом разрушений в заделке углы поворота концевых сечений растут, в зависимости от внешней нагрузки, значительно быстрее, чем для целостной упругой заделки. Этот рост выражен тем в большей степени, чем меньше неоднородность материала заделки по пределу деформируемости, то есть, чем более хрупким он является.

При некотором значении сжимающей силы 
[image: image155.wmf]P

*

 происходит полное разрушение деформирующихся компонент 3 и превращение заделок в шарнирные опоры. Это сопровождается резким скачком угла поворота концов стержня, с переходом системы в состояние со свободно вращающимися концами, изображённого на рисунке 6 пунктирной линией. 

Значение 
[image: image156.wmf]P
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 является максимальным значением внешней сжимающей силы, которое могут выдержать заделки. При нагрузке 
[image: image157.wmf]PP
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 конструкция продолжает сопротивляться продольному изгибу стержня, однако уже не сопротивляется повороту концов стержня. Учитывая форму изогнутой оси стержня и значения прогибов при 
[image: image158.wmf]PP
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, величина 
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 может быть принята за критическое значение сжимающей силы второго рода. В отличие от критической силы первого рода 
[image: image160.wmf]kp
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, рассмотренной ранее, при которой стержень меняет устойчивую форму равновесия с прямолинейной на криволинейную, критическая сила второго рода 
[image: image161.wmf]P
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 характеризует полное исчерпании несущей способности стержня и разрушении его опор. 
[image: image187.wmf]p

На рис.7 изображён график зависимости критической силы второго рода 
[image: image162.wmf]P
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 от показателя неоднородности материала заделки 
[image: image163.wmf]b

 при 
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Рис.7.
График зависимости критической силы второго рода 
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 от показателя неоднородности материала 
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.
Угол поворота концевых сечений 
[image: image168.wmf](
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, соответствующий максимальному значению нагрузки, зависит от показателя неоднородности материала 
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. При 
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 этот угол равен 
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. Полное разрушение элемента, сопротивляющегося вращению, происходит тогда, когда реактивный момент в заделке достигает максимального значения. При 
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 угол, соответствующий разрушению элемента 3, больше, чем 
[image: image173.wmf]t

*

. При этом с увеличением 
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, разность 
[image: image175.wmf](

)

P

qt

**

-

 также увеличивается. Состояние заделки изображается на графике 
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 точками нисходящего участка. Для случая закрепления, изображённого на рис.1, графику момента 
[image: image177.wmf](

)

0

M

q

 соответствует подобный график 
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 для элемента 3. Следовательно, при значениях угла 
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, напряжённо-деформированное состояние материала заделки описывается точками нисходящего участка графика 
[image: image180.wmf](
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. Это обуславливает необходимость учёта нисходящего участка диаграммы деформирования в расчётах элементов конструкций на продольный изгиб. 
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