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РЕЗЮМЕ

На примере стержня из сплава с памятью формы (СПФ) показана склонность к потере устойчивости тонкостенных элементов из СПФ, находящихся в состоянии хаотического мартенсита и подверженных нагрузке, способной вызвать выпучивание. В рамках различных подходов получены аналитические решения задачи о потере устойчивости стержня из СПФ, предварительно, в отсутствии внешней нагрузки переведённого из аустенитного состояния в мартенситное за счёт охлаждения через интервал температур прямого мартенситного превращения. Поэтому можно считать, что материал стержня до нагружения находится в состоянии хаотического мартенсита. В дальнейшем стержень подвергается квазистатическому равномерному нарастающему сжатию, что приводит к накоплению структурных деформаций за счёт увеличения степени ориентированности мартенсита и, при некоторой критической нагрузке, к потере устойчивости. Анализ найденных решений показывает, что изучаемый стержень может терять устойчивость при значениях сжимающей нагрузки, существенно меньших соответствующей силы Эйлера при мартенситном значении модуля упругости СПФ.
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ON THE BUCKLING OF SHAPE MEMORY ALLOYS ELEMENTS
AT structural transition TAKING threshold stresSES INTO ACCOUNT
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SUMMARY
On an example of the rod from a shape memory alloy (SMA) is shown a propensity to buckling of thin-walled elements out of a shape memory alloy, being in a state of chaotic martensite and under loads, which able to cause a buckling. In framework of various approaches are received analytical solutions of the problem buckling of the rod from SMA, previously without a load transformed from an austenite state to a martensite state as a result of cooling through an interval of temperature of a direct martensite transition. Therefore, it is possible to consider that the material of the rod before loading is in a state of a chaotic martensite. Further the rod is subjected to quasistatic uniform incremented compression, which leads to accumulation of structural strains due to increase of a degree of directivity of a martensite and, at certain critical load, to the buckling. The analysis of the found solutions shows that the studied rod can buckle at values of a critical load, essentially smaller than the matching Euler's force at the martensite value of elastic modulus SMA.
Key words: shape memory alloy; buckling; rod; structural transitions; threshold stress
ВВЕДЕНИЕ

Сплавы с памятью формы (СПФ) обладают уникальными механическими свойствами, обусловленными происходящим в них термоупругими мартенситными фазовыми превращениями [1], которые связаны с изменением типа кристаллической решётки. При охлаждении нагруженного образца из СПФ через определенный интервал температур происходит прямое превращение из аустенитной фазы (кубическая объемно-центрированная решётка) в мартенситную (ячейка моноклинной структуры с искажениями), сопровождающееся накоплением значительных фазовых деформаций. При последующем нагреве через, вообще говоря, другой температурный интервал, происходит обратное превращение из мартенситной фазы в аустенитную, сопровождающееся снятием ранее накопленных деформаций. В изотермических условиях прямое превращение может быть вызвано ростом напряжений, а обратное – снижением уровня действующих напряжений. Если прямое превращение в образце осуществлено без нагрузки, то в нём накапливаются только деформации, связанные с изменением объёма, которые оказываются значительно меньше деформаций, характеризующих изменение формы [2]. Если после этого к образцу, находящемуся в мартенситном состоянии, приложить нагрузку, то в нём разовьются значительные неупругие деформации, связанные с изменением формы, которые при последующем нагреве снимаются как обычные фазовые деформации. Указанные деформации естественно назвать структурными [3,4]. Соответствующий тензор деформаций является девиатором. Возникновение структурных деформаций может быть объяснено изменением ориентации мартенситных мезоэлементов под воздействием локальных напряжений. Изменение типа кристаллической решётки при этом, очевидно, не происходит. Действительно, переход частиц аустенитной фазы в мартенситную при отсутствии нагрузки может осуществляться в самых разных направлениях, поскольку внутренние микронапряжения, «ориентирующие» мартенситные мезоэлементы, вероятно, действуют в произвольных направлениях, по крайней мере, для не подверженных специальной термообработке СПФ. Поэтому в результате полного прямого превращения образуется так называемый хаотический мартенсит. Таким образом, для хаотического мартенсита характерно отсутствие преимущественной ориентации мартенситных ячеек. При последующем нагружении он деформируется «в направлении» нагрузки, складывающейся из внутренних микронапряжений и макронапряжений, порождаемых «внешними» силами, что приводит к образованию всё более ориентированного мартенсита. Величина возникающих при этом структурных деформаций, как и при прямом мартенситном превращении, ограничена соответствующей кристаллографической деформацией, подсчитываемой на основании сопоставления ячеек кристаллической решётки аустенита и мартенсита. Разделение неупругих деформаций, возникающих при прямом мартенситном превращении, на чисто фазовую и структурную составляющие, в значительной степени условно, поскольку при обратном превращении, как отмечалось, они снимаются в равной мере. Кроме того, при осуществлении прямого мартенситного превращения в общем случае в нагруженном образце, очевидно, одновременно могут развиваться как «чисто» фазовые, так и структурные деформации. В настоящей работе в качестве неупругих деформаций рассматриваются исключительно структурные деформации, поскольку изучается выпучивание сжатого стержня из СПФ, который по предположению был переведён в мартенситное состояние в отсутствии нагрузки, и, следовательно, материал стержня, должен находиться в состоянии хаотического мартенсита до момента начала сжатия. Возможная при высоких уровнях нагрузки дислокационная пластичность СПФ не учитывается.
Тонкостенные элементы из СПФ склонны к потере устойчивости. Термоупругие прямое и обратное мартенситные фазовые превращения, могут быть причиной потери устойчивости тонкостенных элементов из СПФ, что экспериментально и теоретически подтверждено в работах [5-14] и ряде других. В процессе потери устойчивости при переходе элемента из СПФ в смежную форму равновесия напряжения в нём перераспределяются, что при определённых условиях может вызвать дополнительный фазовый переход. В [6-11] предложен ряд гипотез (концепций) в рамках которых явление потери устойчивости элементов из СПФ может быть адекватно описано. Это гипотеза «фиксированного фазового состава», следуя которой при переходе в смежную форму равновесия дополнительного фазового перехода не происходит, концепция «повсеместного дополнительного фазового перехода», в рамках которой дополнительное фазовое превращение имеет место по всему сечению рассматриваемого элемента и гипотеза «фиксированной нагрузки», согласно которой при анализе потери устойчивости возмущения нагрузки отсутствует. Решения в рамках гипотезы «фиксированной нагрузки» в обязательном порядке предполагают дополнительное фазовое превращение при переходе в смежную форму равновесия, причем область материала, где происходит это фазовое превращение, заранее не известна и должна находиться в процессе решения задачи. Поэтому решение в рамках концепции «фиксированной нагрузки» приводит к наибольшим математическим трудностям. Решения в рамках гипотез «фиксированного фазового состава» или «повсеместного дополнительного фазового перехода» обязательно предполагают наличие малых вариаций внешних нагрузок, которые при необходимости могут быть найдены в ходе решения задачи.

В настоящей работе на примере стержня из СПФ изучаются особенности потери устойчивости при структурном превращении, причём в качестве определяющих уравнений, моделирующих структурное превращение, используются соотношения, учитывающие существование пороговых напряжений [4]. Как уже отмечалось, изучается потеря устойчивости стержня из СПФ, изначально находящегося в состоянии хаотического мартенсита, который в дальнейшем нагружается увеличивающейся сжимающей нагрузкой вплоть до потери устойчивости. При этом сформулированная в [6-11] система подходов (с небольшими изменениями) оказывается весьма плодотворной в отношении рассматриваемой частной задачи устойчивости стержня из СПФ. Формально изменения сводятся к замене слова «фазовый» в формулировке соответствующей гипотезы, если оно, конечно, там присутствует, на слово «структурный». Например, вместо гипотезы «фиксированного фазового состава», в рассматриваемом случае естественно принять гипотезу «фиксированного структурного состава», вместо «повсеместного дополнительного фазового перехода» — «повсеместного дополнительного структурного перехода». Смысл замены очевиден и предполагает, что при потери устойчивости стержня из СПФ вместо обусловленного выпучиванием дополнительного фазового перехода, характерного для прямого и обратного мартенситных превращений, теперь имеет место дополнительное структурное превращение. Для рассматриваемой в работе задачи устойчивости в равной мере оправдано использование альтернативного названия – потеря устойчивости при мартенситной неупругости, поскольку изотермическое деформирование СПФ в мартенситном состоянии под воздействием нагрузки, сопровождающееся накоплением неупругой деформации, часто называют мартенситной неупругостью.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Считается, что однородный прямолинейный стержень из СПФ длины 
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 в отсутствии внешней нагрузки за счёт охлаждения через интервал прямого мартенситного перехода предварительно переводится в полностью мартенситное состояние. Естественно полагать, что СПФ при этом будет находиться в состоянии хаотического мартенсита. После этого стержень постепенно нагружается за счёт приложения возрастающих квазистатическим образом от нуля «мёртвых» сжимающих концевых сил 
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. В результате чего при докритическом деформировании в стержне помимо обычных упругих деформаций будут развиваться неупругие – структурные деформации, причём величина последних может многократно превышать упругие. При некотором минимальном значении сжимающей силы, его, очевидно, следует признать критическим, сжимаемый стержень из СПФ теряет устойчивость. В зависимости от того, допускаются ли при выпучивании стержня вариации внешней нагрузки и каким образом они влияют на перераспределение напряжений в сечениях стержня, может быть получен целый интервал критических нагрузок стержня. Наибольшее значение критической нагрузки получается в рамках концепции «фиксированного структурного состава», наименьшее – «повсеместного дополнительного структурного перехода». Если вариации нагрузки не допускаются, то критическая нагрузка разыскивается в рамках гипотезы «фиксированной нагрузки», и обычно располагается в некоторой средней точке указанного интервала, ближе к его наименьшему значению. Задача устойчивости решается в статической постановке, в рамках теории малых деформаций. При этом полагается справедливой гипотеза об аддитивности деформаций и используется модель стержня Бернулли–Эйлера
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Здесь 
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 – полные, упругие и структурные деформации а также полная деформация осевой линии стержня, 
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 – её кривизна, 
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 – поперечная координата, отсчитываемая от оси стержня. Температурные деформации ввиду их малости не учитываются.
2. Система определяющих соотношений
при мартенситной неупругости
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SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.1)
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SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.2)

Соотношения 
(2.2)

 (2.1)

, (2.2)

 описывает приращение структурных деформаций. В соотношениях (2.1)

 выражают закон Гука для мартенситного состояния СПФ. Формула  GOTOBUTTON ZEqnNum918354  \* MERGEFORMAT  – предельное значение интенсивности неупругой деформации, 
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 – тензор и интенсивность напряжений, 
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 – деформации, единица в качестве верхнего индекса в скобках указывает, что рассматриваются упругие деформации, двойка – структурные, штрих, что соответствующий тензор – девиатор, 
[image: image13.wmf],
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 – мартенситное значения утроенного объемного и сдвигового модулей, 
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 – плотность распределения интенсивности микронапряжений. В работе рассматривается случай, когда вводится понятие так называемого порогового напряжения. Считается, что для переориентации мартенситного мезоэлемента, выросшего в результате предшествующего прямого превращения, действующие локальные напряжения должны превзойти некоторое пороговое напряжение 
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s

, имеющее достаточно большую величину, поскольку размеры мартенситного мезоэлемента достаточно велики, по сравнению с ориентированным зародышевым элементом мартенсита, имеющего значительно меньшие размеры, для которого пороговые значения очень малы и ими можно пренебречь [2-4]. Далее предполагается, что микронапряжения в хаотическом мартенсите распределены в соответствии с нормальным законом с нулевым математическим ожиданием и квадратичным уклонением 
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. В этом случае в качестве интегральной функции распределения интенсивности микронапряжений, отвечающей плотности 
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 следует принять зависимость
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выражаемую через функцию Лапласа 
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В случае одноосного монотонного растяжения–сжатия с учётом (2.2)

 имеем(2.1)

, (1.1)
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где 
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 – модуль Юнга СПФ в мартенситном состояний.

3. РАЗЛИЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ УСТОЙЧИВОСТИ
Варьирование соотношения (2.4)

 приводит к уравнению(1.1)

, с учётом двух последних формул 
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из которого для вариации напряжения в общем случае следует зависимость
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в которой введено обозначение
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В формуле 
(3.1)

 символом  GOTOBUTTON ZEqnNum175184  \* MERGEFORMAT  обозначена ступенчатая функция Хэвисайда. Она отражает тот факт, что фактически выражение для 
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 присутствует в 
(3.1)

 лишь в той части сечения стержня, где происходит дополнительный структурный переход, то есть там, где ври выпучивании  GOTOBUTTON ZEqnNum175184  \* MERGEFORMAT  растёт (см. 
(2.2)

). Во всех остальных точках следует положить  GOTOBUTTON ZEqnNum128392  \* MERGEFORMAT , что формально достигается за счёт использования 
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1. При получении решения задачи устойчивости в рамках гипотезы «повсеместного дополнительного структурного перехода» полагается, что дополнительное структурное превращение имеет место в каждой точке сечения стержня, поэтому, образуя вариацию внутреннего момента на основании (3.2)

, можно получить(3.1)

, 
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В этой формуле 
[image: image32.wmf]J

 – момент инерции стержня, 
[image: image33.wmf]F

 – площадь его поперечного сечения, а для вариации кривизны использовано линейное выражение через вариацию прогиба 
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. Подставка (3.3)

 в соответствующее уравнение равновесия моментов, позволяет получить однородное дифференциальное уравнение относительно вариации прогиба
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Дифференциальное уравнение (3.4)

, которое с привлечением граничных условий
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соответствующих свободно-опёртому стержню, образуют задачу на собственные значения, решая которую можно получить следующее уравнение для критической силы
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которое легко разрешается относительно критической длины стержня 
[image: image38.wmf]l

. Для безразмерной критической длины 
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 (отнесенной к критической длине изотермической потери устойчивости стержня в мартенситном состоянии, найденной без учета структурного превращения 
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 получается следующая зависимость
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в которой для функции 
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 (2.3)

 имеем(3.2)

, с учётом зависимости 
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2. В случае, когда решение рассматриваемой задачи устойчивости разыскивается в рамках концепции «фиксированного структурного состава», считается, что ни в одной точке сечения нет дополнительного структурного превращения. В этом случае во всех формулах предыдущего пункта следует положить 
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, что, очевидно, приводит к эйлеровым значениям искомых критических характеристик.
3. Наконец если задача решается в рамках гипотезы «фиксированной нагрузки» предполагается что в части сечения стержня реализуются условия для дополнительного структурного превращения, а в части – нет. Поскольку стержень подвергнут сжимающим напряжениям 
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, то условием дополнгительного превращения является неравенство 
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. Так как знаменатель правой части формулы 
(3.1)

 положителен, то распределение  GOTOBUTTON ZEqnNum175184  \* MERGEFORMAT  по сечению стержня имеет вид
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Далее для простоты рассматривается стержень прямоугольного поперечного сечения 
[image: image49.wmf]bh

´

 (
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 – толщина). Образуя на основании 
(3.8)

 вариацию осевой сжимающей силы  GOTOBUTTON ZEqnNum736778  \* MERGEFORMAT , которая при отсутствии вариаций внешних сил должна равняться нулю. Из этого условия можно найти выражение для безразмерной координаты 
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 границы, разделяющей сечение стержня на зоны дополнительного структурного превращения и разгрузки, и которая полагается постоянной по длине стержня
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Подсчитывая вариацию изгибающего момента 
[image: image54.wmf]M

d

 с учётом существования границы (3.9)

, разделяющей стержень на указанные зоны, в итоге получаем выражение
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Подстановка (3.10)

 в уравнение равновесия моментов для возмущенного состояния стержня приводит к уравнению
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Определяя наименьшее собственное значение задачи 
(3.5)

 можно получить выражение, например, для относительного значения (в долях (3.11)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum763855  \* MERGEFORMAT ) критической длины стержня 
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4. НЕКОТОРЫЕ ЧИСЛОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис.1 представлены зависимости безразмерной критической силы стержня-полоски из СПФ (в долях соответствующей силы Эйлера при мартенситном значении модуля упругости), подсчитанной на основе концепции «повсеместного дополнительного структурного перехода», от безразмерной же длины стержня (в долях высоты сечения).
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Рис.1.
При расчётах рассматривался свободно опёртый стержень, однако, поскольку на приводимых ниже рисунках все величины носят безразмерных характер, то все рисунки в равной мере относятся как к свободно-опёртому, так и к консольному стержню, поскольку безразмерные нагрузки у них одинаковы. Для СПФ из которого изготовлен стержень принято
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Линия 1 подсчитана на основе использовании определяющих соотношений, не учитывающих существование пороговых напряжений, 2 – с учётом пороговых напряжений, причём 
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. Как видно из этого рисунка безразмерная критическая нагрузка, подчитанная на основе определяющих соотношений, не учитывающих существование так называемых пороговых напряжений для не очень коротких стержней заметно меньше соответствующей критической нагрузки, подсчитанной с учётом пороговых напряжений.
На следующем рис.2 кривая 1 соответствует гипотезе «повсеместного дополнительного структурного перехода» и поэтому фактически перенесена с предыдущего рис.1 (кривая 2). Что касается пунктирной линии 2 с рис.2, то она подсчитана в рамках гипотезы «фиксированной нагрузки».
Как видно из рис.1-2 для очень коротких стержней критическая нагрузка является эйлеровой при значении модуля упругости равному мартенситному состоянию СПФ. При некоторых значениях безразмерной длины, когда стержень всё ещё остаётся очень коротким (на рисунках – 
[image: image63.wmf]47
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), независимо от того в рамках какой гипотезы подсчитываются критические нагрузки и на основе каких определяющих соотношений проведён расчёт (из рассмотренных в работе), наблюдается скачок критической нагрузки, показанный на графиках вертикальными точечными линиями. При большей длине стержня безразмерные критические нагрузки значительно меньше эйлеровой силы и могут, как уменьшаться (см. кривую 1 с рис.1) если пороговые напряжения не учитываются так и расти (другие кривые с рис.1,2) при некоторых значения пороговых напряжений по мере увеличения длины стержня.
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Рис.2.
На рис.3 представлены зависимости левых частей соответствующих разрешающих уравнений рассматриваемых задач на собственные значения от безразмерной сжимающей нагрузки (в долях эйлеровой силы при мартенситном значении модуля упругости).


[image: image65.emf]0.00


0.25


0.50


0.75


-0.75


-0.50


-0.25


0.00


V


P


1


2




0.00 0.25 0.50 0.75

-0.75

-0.50

-0.25

0.00

V

P

1

2


Рис.3.
Указанное выражение, обозначенное на графике символом 
[image: image66.wmf]V

, может быть получено, например, из 
(3.6)

, если в нём всё перенести в одну сторону и выбрать определённый масштаб. Линия 1 соответствует гипотезе «повсеместного дополнительного структурного перехода», 2 – «фиксированной нагрузки». Для примера взято  GOTOBUTTON ZEqnNum326434  \* MERGEFORMAT . Как видно из предыдущего рис.2 безразмерная критическая нагрузка для концепции «фиксированной нагрузки» равна единице, а подсчитанная в рамках гипотезы «повсеместного дополнительного структурного перехода» примерно 0.1. Изучение рис.3 объясняет это. При 
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 выражение 
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 для гипотезы «повсеместного дополнительного структурного перехода» (сплошная линия 1) на рис.3 имеет 3 корня (единицу и примерно 0.1, 0.17), а для гипотезы «фиксированной нагрузки» — два наименьших корня отсутствуют, поскольку локальный максимум пунктирной кривой 2 расположен ниже нуля. Понятно, что в рамках каждой из рассмотренных концепции и применяемой системы определяющих соотношений можно указать безразмерную длину стержня, при превышении которой, разыскиваемая критическая нагрузка претерпевает подобный скачок и, следовательно, принимает в разы меньшие значения. Из рис.3 ясно, что этому моменту соответствует случай, когда локальный максимум соответствующей кривой «касается» оси абсцисс.
На заключительном рис.4 представлена зависимость безразмерной критической длины изучаемого стержня из СПФ, выраженной в долях эйлеровой критической длины при мартенситном значении модуля упругости, от значения безразмерного равномерного сжимающего напряжения 
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Рис.4.
Кривая 1 рис.4 соответствует определяющим соотношениям, не учитывающим пороговые напряжения 
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, линии 2, 3, 4 – значениям порогового напряжения равным 
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. Анализ рис.4 показывает, что по мере увеличения порогового напряжения 
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 минимум кривой сдвигается от значения 
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, соответствующего отсутствию порогового напряжения вправо вдоль оси абсцисс, причём при достаточно больших величинах 
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 абсцисса точки минимума все более приближается к значению 
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Таким образом, для определяющих соотношений, не учитывающих пороговое напряжение, наименьшая безразмерная критическая длина достигается при малых значениях сжимающих напряжений, а при достаточно больших пороговых напряжениях – при значении напряжений, соответствующем минимуму нужной кривой с рис.4. Следует подчеркнуть, что на рис.4 представлены графики для безразмерной критической длины.
Выводы

Анализ потери устойчивости элементов из СПФ при мартенситной неупругости показывает, что искомые критические нагрузки могут иметь в разы меньшие значения, чем соответствующая эйлерова нагрузка при мартенситном значении модуля упругости. Интересно отметить, что критическая нагрузка очень короткого стержня (соизмеримого с размером поперечного сечения) в точности равна эйлеровой, но уже для чуть более длинного стержня, превышающего по длине несколько размеров поперечного сечения, эта нагрузка скачкообразно уменьшается в разы. Такое поведение с точностью «до наоборот» напоминает упруго-пластическую потерю устойчивости, при которой короткий стержень имеет значительно меньшую эйлеровой критическую силу, а по мере увеличения длины стержня его критическая сила стремится к силе Эйлера. Это несоответствие может быть объяснено различием вида кривых деформирования 
[image: image79.wmf]e

 – 
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 (по оси абсцисс отложены деформации) для СПФ при мартенситной неупругости и для упруго-пластического материала. Для СПФ кривая деформирования имеет две точки перегиба. При некоторых, относительно небольших значениях деформаций отрицательная кривизна меняется на положительную (точка перегиба 1) а при больших значениях напряжения всё больше приближается к вертикальной асимптоте, которой можно условно сопоставить вторую точку перегиба (напомним, что пластические эффекты в СПФ в работе не рассматриваются). Как известно при пластичности наблюдается падающая диаграмма деформирования, в случае идеальной пластичности имеет место горизонтальная асимптота. Для ряда материалов имеют место более сложные виды кривых деформирования, однако вертикальная асимптота отсутствует в любом случае.
Интересно отметить, что критическая нагрузка потери устойчивости сжатого стержня из СПФ при мартенситной неупругости, полученная в соответствии с гипотезой «повсеместного структурного перехода», может быть найдена по формуле Эйлера, в которой вместо модуля упругости фигурирует так называемый касательный модуль, точнее его минимальное значение, подобно тому, как это имеет место при анализе упруго-пластической потери устойчивости стержня. По-видимому, аналогии могут быть установлены и в других случаях, несмотря на то, что как указывалось ранее, качественно потеря устойчивости при мартенситной неупругости и упруго-пластическая потеря устойчивости, в указанном ранее смысле «противоположны» друг другу.
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