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РЕЗЮМЕ
Описывается подход моделирования трехмерных элементов конструкций, имеющих сложную геометрию. Благодаря синтезу идеи параметризации всей рассматриваемой области параметрами единичного куба и метода конечных элементов (МКЭ) с аппроксимацией искомых переменных в пределах каждого элемента интерполяционными эрмитовыми кубическими сплайнами трех переменных, удается получать пространственно искривленные согласованные трехмерные конечные элементы. Определены напряженно-деформированные состояния (НДС) тонкостенной панели со сквозной и несквозной трещиной, а также искривленной балки сложной геометрии. 
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Modelling of elements of designs of difficult geometry by three-dimensional finite elements
Yakupov N.M., Kiyamov H.G., Yakupov S.N., Kiyamov I.H.

Institute of Mechanics and Engineering, Kazan Science Center, 

Russian Academy of Sciences, Kazan, Russia
SUMMARY

The approach of modelling of three-dimensional elements of the designs having difficult geometry is described. Thanks to synthesis of idea of parameterization of all considered area in parameters of an individual cube and a finite element method with cubic approximation of required variables in all three directions within each element it is possible to receive spatially bent coordinated three-dimensional finite elements. The example of definition of the intense-deformed condition of the thin-walled panel with a through and not through crack is considered. 
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ВВЕДЕНИЕ
При проектировании конструкций идет процесс синтеза формы будущей конструкций и материала, из которого она будет изготовлена. При этом значение формы конструкции, по словам известного испанского архитектора Эдуардо Торроха, имеет большое значение для обеспечения необходимой ее жесткости и прочности: “Лучшим сооружением является то, надежность которого обеспечивается главным образом за счет его формы, а не за счет прочности его материала...” [1-2]. В связи с этим возникает необходимость в надежных методах расчета конструкций любой формы.
В работах [3-6] изложен эффективный метод расчета тонкостенных оболочечных конструкций, имеющих сложную геометрию – сплайновый вариант метода конечных элементов. Метод, благодаря синтезу идеи параметризации и метода конечных элементов (МКЭ) с аппроксимацией искомых переменных в пределах каждого элемента интерполяционными эрмитовыми бикубическими сплайнами, позволяет получать пространственно искривленные согласованные двумерные конечные элементы. Однако метод [3-6] не позволяет с достаточной степенью точности определять напряженно-деформированное состояние (НДС): области стыка оболочек, зоны приложения сосредоточенных нагрузок и точечного крепления тонкостенных конструкций, а также дефектных областей типа трещин и локальных углублений. 
В связи с этим разработка методов определения напряженно-деформированного состояния на базе объемных (трехмерных) элементов является актуальной задачей. Естественно, трехмерные элементы необходимы и для анализа НДС трехмерных элементов конструкций со сложной геометрией, а также для анализа НДС области пересечения оболочек, зон приложения сосредоточенных нагрузок и точечного крепления и т.д.,  в которых оболочечные элементы не применимы.
ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ МЕТОДА
О параметризации области.
Как и для двумерного случая [3-6], на первом этапе решается задача параметризации. На рис.1а представлен фрагмент односвязной трехмерной области сложной геометрии, состоящий из 6 граней сложной формы и 12 криволинейных ребер. Такие области охватывают широкий круг возможных форм элементов конструкций. При этом трехмерные области сложной геометрии могут быть заданы в любой системе координат (декартовой, цилиндрической, сферической, тороидальной и т.д.). Стыкуя две противоположные грани односвязной трехмерной области (рис.1а) нетрудно получить и двусвязные области сложной геометрии (рис.1в).




Рис.1. Параметризация фрагмента трехмерного тела сложной геометрии.
Рассматриваемый трехмерный объект сложной геометрии, занимаемый объем V, задается криволинейными координатами t1, t2, t3 единичного куба Vф (рис.1б) таким образом, чтобы прямоугольной сетке в области Vф соответствовала криволинейная пространственная сетка V:

[image: image1.wmf](

)

3

2

1

r

=

r

t

,

t

,

t

 

.








(1)

Задача параметризации сложной области на единичный куб – самостоятельная сложная задача и не рассматривается в рамках статьи. Отметим лишь, что авторами статьи разработан, экспериментально-теоретический подход параметризации, включающий изготовление пространственного каркаса с двенадцатью ребрами из криволинейных формообразующих элементов. На каркас натягивают пространственную исходно кубическую сеть из эластичного материала, замеряют координаты узловых точек и выполняют обработку полученных результатов с определением компонент метрики рассматриваемой области. На часть этой работы получен патент РФ на изобретение №2374697 [7]. 

Дифференцируя (1) по t1, t2, t3, определяются координатные векторы 
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(2)
компоненты метрического тензора gij и дискриминант первого метрического тензора g
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(3)
и символы Кристофеля Гijk
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(4)
В общем случае, для рассмотрения многосвязных областей, а также областей имеющих не 12 ребер или совсем не имеющих ребер, можно использовать блочный (суперэлементный) подход, когда заданная трехмерная область сложной геометрии разбивается на отдельные трехмерные блоки (суперэлементы) типа, представленного на рис.1а. Любые сложные области, имеющие не 12 ребер или совсем не имеющие ребер, можно разбить на подобласти (блоки) из 12 ребер. Например, область не имеющей ребра (рис.2а) можно разбить на 7 блоков: на поверхности области выбираем 8 точек (A, B, C, D, E, F, G, H); внутри области выбираем центральный 12 реберный блок (a, b, c, d, e, f, g, h); соединяя соответствующие точки A – a, B – b, C – c, D – d, E – e, F – f, G – g, H – h получим еще 6 блоков. А область, имеющая 6 ребер (рис.2б) – треугольная пирамида KLMN сложной геометрии – можно разбить на 4 блока: на поверхности граней выбираем 4 точки (A, B, C, D); на ребрах выбираем 4 точки (a, b, c, d); соединяем соответствующие точки A – a, A – c, A – d,  B – a, B – b, B – e, C – c, C – b, C – f, D – d, D – e, D – f; внутри треугольной пирамиды выбираем точку G и соединяем точки A – G, B – G, C – G, D – G. При этом образуется 4 блока с 12 ребрами, например, верхний блок с гранями GAaB, GBbC, GCcA, AaNc, BbNa, CcNb. Очевидно, что треугольной пирамидой сложной геометрии можно описать любые сложные области.

Рис.2. Разбиение трехмерного тела сложной геометрии на подобласти.
Основные соотношения.
Геометрические соотношения представляются в виде [8,9]
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(5)
где (ik – ковариантные компоненты тензора деформации, ui – ковариантные компоненты вектора переменных.
В качестве физических соотношений используются, в частности, соотношения для однородного изотропного тела [8,9]:
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(6)

где 
[image: image11.wmf]ij
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 – компоненты тензора напряжений и деформации, соответственно; Вij – параметры, зависящие от характеристик материала и метрики.
Представление искомых неизвестных.
Рассматриваемая область единичного куба Vф разбивается на конечные элементы (параллелепипеды) и решение u, v и w в каждом из них представляется в виде интерполяционного эрмитового кубического сплайна трех переменных
[10-11]
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(7)
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где 1, 2 и 3 – векторы координатных функций по трем соответствующим координатным линиям, FU, FV, FW – трехмерные матрицы компонент искомых неизвестных u, v, w и его производных соответственно.  
Ковариантные компоненты вектора перемещения и их производных ijk-го узла сетки, например, для u обозначаются через следующие символы:
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(8)
Система уравнений равновесия.
Разрешающие соотношения получаются из вариационного уравнения Лагранжа:
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где W – удельная потенциальная энергия деформации трехмерного тела; fi, pi - контравариантные компоненты вектора массовых и поверхностных сил; ( – массовая плотность; g – определитель матрицы метрического тензора; S – поверхность боковых граней тела.

Подставляя вариации перемещений и деформаций, учитывая независимость узловых перемещений и их производных, после ряда преобразований получается система 24Ф алгебраических уравнений вида 

[ A ] { U }= { R },








(10)

где [A] – симметричная матрица жесткости системы ленточной структуры, {U} – вектор неизвестных, {R} – вектор нагрузки, Ф – суммарное число узлов в рассматриваемом трехмерном объекте. 
В простейшем случае для регулярной сетки Ф=MNL, где M, N и L число узлов в трех направлениях соответственно. В случае отсутствия некоторых конечных элементов – параллелепипедов в единичном кубе – число уравнений уменьшается. Путем удаления некоторых конечных элементов можно в рассматриваемой метрике создать различные дополнительные конфигурации, в том числе многосвязные области. Путем введения дополнительных узлов с координатами существующих узлов нетрудно сформировать дополнительные внутренние грани, например, для образования односторонних и сквозных трещин.

Общая матрица жесткости [A] собирается из матриц жесткостей каждого трехмерного конечного элемента размером (192*192), которые получаются путем интегрирования в каждом конечном элементе. При интегрировании используется квадратурная формула Гаусса по восьми узловой схеме. При формировании матрицы жесткости все операции выполняются в матричной форме, при этом структура интегралов одинакова. Вычисления выполняются с двойной точностью. Все это позволяет сэкономить ресурсы ПЭВМ и получать достоверные результаты. На базе вышеописанного подхода решены отладочные задачи, которые показали достоверность получаемых результатов. Ниже приведены два примера, иллюстрирующие некоторые возможности метода.  

Примеры расчета.
Пример 1. Рассматривается плоская панель длиной 12 см, шириной 2 см, толщиной 0,1 см (рис.3), имеющая трещину KL длиной 0,2 см, расположенной на расстоянии 1 см от кромки х=0 в центральной части панели (рис.4). Рассмотрены сквозные и несквозные трещины. Трещина организуется введением дополнительных узлов: сквозная (рис.3а) и несквозная (рис.3б). Панель была разбита (рис.4) на 54 конечных элементов (9 элементов по оси х, 6 элементов – по оси y, 1 элемент – по толщине z). Кромка панели х=0 защемлена, а на кромке х=12 см по узлам приложена растягивающая нагрузка по оси х, равная в сумме Рсум=800 H. Модуль упругости материала панели Е=100000 МПа. 


Рис.3. Панель со сквозной (а) и несквозной (б) трещиной длиной КЛ.
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Рис.4. Схема разбиения на конечные элементы.
Напряжения вычислены по 5 точечной схеме. В таблице 1 представлены распределения интенсивностей напряжений около трещины в 5 Гауссовых точках (вдоль трещины) вблизи верхней и нижней поверхностях в 12, 13, 21, 22 элементах панели (рис.3в) (на расстоянии отстоящих от поверхности элементов перпендикулярных оси х на расстоянии 0.025 см в точках).

Распределение напряжений на нижней и верхней поверхности панели при сквозных трещинах полностью совпадают. Можно также отметить, что наблюдается симметрия распределений напряженно-деформированного состояния для рассмотренных панелей относительно плоскостей симметрий. 

Моделирование трещины трехмерными элементами позволяет улавливать особенности деформирования по толщине панели при сквозных и несквозных трещинах, которые невозможно получить при решении задачи в двухмерной постановке. Трещина, как и следовало ожидать, приводит к перераспределению напряжений вблизи вершины трещины. Наличие несквозной трещины приводит к значительному перераспределению напряжений по толщине панели. При необходимости более точной оценки напряжений в области трещины можно увеличить разбиение на конечные элементы.

Табл.1.
	Интенсивность напряжений, МПа (сквозная трещина)

	Верхняя поверхность, элем. №12, х~1
	Верхняя поверхность, элем. №13, х~1

	42.6
	41.4
	39.1
	44.0
	60.4
	42.1
	40.9
	38.4
	43.5
	61.0

	Верхняя поверхность, элем. №21, х~1
	Верхняя поверхность, элем. №22, х~1

	60.4
	64.9
	54.3
	31.2
	15.7
	61.0
	65.2
	53.6
	30.8
	17.2

	Нижняя поверхность, элем. №12, х~1
	Нижняя поверхность, элем. №13, х~1

	42.6
	41.4
	39.1
	44.0
	60.4
	42.1
	40.9
	38.4
	43.5
	61.0

	Нижняя поверхность, элем. №21, х~1
	Нижняя поверхность, элем. №22, х~1

	60.4
	64.9
	54.3
	31.2
	15.7
	61.0
	65.2
	53.6
	30.8
	17.2

	

	Интенсивность напряжений, МПа (несквозная трещина)

	Верхняя поверхность, элем. №12, х~1
	Верхняя поверхность, элем. №13, х~1

	39.9
	38.9
	37.8
	37.2
	37.8
	39.4
	38.4
	36.8
	36.1
	37.4

	Верхняя поверхность, элем. №21, х~1
	Верхняя поверхность, элем. №22, х~1

	37.8
	42.1
	50.3
	58.1
	61.9
	37.4
	42.4
	51.4
	60.0
	63.9

	Нижняя поверхность, элем. №12, х~1
	Нижняя поверхность, элем. №13, х~1

	43.3
	43.0
	41.8
	47.7
	65.2
	42.8
	42.6
	41.5
	47.8
	65.9

	Нижняя поверхность, элем. №21, х~1
	Нижняя поверхность, элем. №22, х~1

	65.2
	69.6
	61.2
	45.2
	37.7
	65.9
	69.6
	60.1
	44.1
	37.5


Пример 2. Рассматривается искривленная балка переменной жесткости нижняя, срединная и верхняя поверхности которой изображены на рис.5. 
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Рис.5. Искривленная балка переменной жесткости.
Балка разбита на 54 элемента: 9 вдоль, 6 поперек и 1 по толщине. Координаты узлов нижней поверхности по осям х, y, z приведены в таблице 2, а в таблице 3 приведены толщины балки в направлении z для тех же координат х, y. Кромка балки х=0 защемлена, а на противоположной кромке по узлам вдоль локальных координатных линий t1 и t3 приложены суммарные усилия по 100 H. Модуль упругости материала балки Е=100000 МПа.

Таблица 2.
	Координаты , x (i,j) узлов нижней поверхности балки, см

	0.000
	0.000
	0.000
	0.000
	0.000
	0.000
	0.000

	0.500
	0.500
	0.500
	0.500
	0.500
	0.500
	0.500

	0.900
	0.900
	0.900
	0.900
	0.900
	0.900
	0.900

	1.000
	1.000
	1.000
	1.000
	1.000
	1.000
	1.000

	1.100
	1.100
	1.100
	1.100
	1.100
	1.100
	1.100

	2.000
	2.000
	2.000
	2.000
	2.000
	2.000
	2.000

	4.000
	4.000
	4.000
	4.000
	4.000
	4.000
	4.000

	8.000
	8.000
	8.000
	8.000
	8.000
	8.000
	8.000

	11.000
	11.000
	11.000
	11.000
	11.000
	11.000
	11.000

	12.000
	12.000
	12.000
	12.000
	12.000
	12.000
	12.000

	Координаты y (i,j) узлов нижней поверхности балки, см 

	-2.150
	-1.075
	-0.215
	0.000
	0.215
	1.075
	2.150

	-2.088
	-1.044
	-0.209
	0.000
	0.209
	1.044
	2.088

	-2.060
	-1.030
	-0.206
	0.000
	0.206
	1.030
	2.060

	-2.067
	-1.033
	-0.207
	0.000
	0.207
	1.033
	2.067

	-2.071
	-1.036
	-0.207
	0.000
	0.207
	1.036
	2.071

	-2.025
	-1.013
	-0.203
	0.000
	0.203
	1.013
	2.025

	-1.928
	-0.964
	-0.193
	0.000
	0.193
	0.964
	1.928

	-1.750
	-0.875
	-0.175
	0.000
	0.175
	0.875
	1.750

	-1.650
	-0.825
	-0.165
	0.000
	0.165
	0.825
	1.650

	-1.650
	-0.825
	-0.165
	0.000
	0.165
	0.825
	1.650

	Координаты z (i,j) узлов нижней поверхности балки, см 

	-0.025
	-0.516
	-0.708
	-0.717
	-0.708
	-0.516
	-0.025

	-0.078
	-0.518
	-0.689
	-0.696
	-0.689
	-0.518
	-0.078

	-0.142
	-0.537
	-0.689
	-0.696
	-0.689
	-0.537
	-0.142

	-0.156
	-0.545
	-0.696
	-0.702
	-0.696
	-0.545
	-0.156

	-0.174
	-0.555
	-0.703
	-0.710
	-0.703
	-0.555
	-0.174

	-0.445
	-0.725
	-0.832
	-0.837
	-0.832
	-0.725
	-0.445

	-1.489
	-1.654
	-1.716
	-1.719
	-1.716
	-1.654
	-1.489

	-4.142
	-4.368
	-4.451
	-4.454
	-4.451
	-4.368
	-4.142

	-4.604
	-4.789
	-4.856
	-4.859
	-4.856
	-4.789
	-4.604

	-4.172
	-4.312
	-4.362
	-4.365
	-4.362
	-4.312
	-4.172


Таблица 3.
	Толщины балки в узловых точках балки, см 

	0.053
	1.092
	1.499
	1.517
	1.499
	1.092
	0.053

	0.114
	1.058
	1.425
	1.440
	1.425
	1.058
	0.114

	0.135
	1.004
	1.339
	1.354
	1.339
	1.004
	0.135

	0.126
	0.988
	1.322
	1.336
	1.322
	0.988
	0.126

	0.120
	0.972
	1.303
	1.318
	1.303
	0.972
	0.120

	0.134
	0.808
	1.067
	1.078
	1.067
	0.808
	0.134

	0.137
	0.552
	0.708
	0.715
	0.708
	0.552
	0.137

	0.234
	0.602
	0.736
	0.742
	0.736
	0.602
	0.234

	0.287
	0.624
	0.745
	0.751
	0.745
	0.624
	0.287

	0.270
	0.587
	0.700
	0.706
	0.700
	0.587
	0.270


На рис.6 и 7 представлены (в плане) линии равных уровней интенсивности напряжения для нижней и верхней поверхностей, из которых видно сложный характер распределения интенсивностей напряжений по поверхностям балки сложной геометрии.
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Рис.6. Линии равных уровней интенсивности напряжения на нижней поверхности.
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Рис.7. Линии равных уровней интенсивности напряжения на верхней поверхности

ВЫВОДЫ
Разработан подход моделирования массивных и тонкостенных элементов конструкций сложной геометрии трехмерными конечными элементами, основанный на базе синтеза идеи предварительной параметризации всей рассматриваемой области параметрами единичного куба и метода конечных элементов с аппроксимацией искомых переменных в пределах каждого элемента во всех трех направлениях эрмитовыми кубическими полиномами. 
Разработка позволяет производить расчет напряженно-деформированного состояния, как трехмерных массивных элементов, так и тонкостенных элементов конструкций сложной геометрии. 
ЛИТЕРАТУРА
1. Демокрит в его фрагментах и свидетельствах древности / Под ред. и с комм. Г.К. Баммеля. – М.: ОГИЗ, 1935. – 382 с.
2. Якупов Н.М. Строительные конструкции: этапы и перспективы развития. / Учебное пособие. – Казань: КГАСУ, ИММ КазНЦ РАН, 2006. – 154 с.
3. Якупов Н.М. Об одном методе расчета оболочек сложной геометрии / Исследования по теории оболочек. Труды семинара. – Казань: КФТИ КФАН СССР, 1984. – Вып.17. – Часть II. – С.4-17.

4. Корнишин М.С., Якупов Н.М. Сплайновый вариант метода конечных элементов для расчета оболочек сложной геометрии // Прикладная механика. – 1987. – Т.23. – №3. – С.38-44.

5. Якупов Н.М., Серазутдинов М.Н. Расчет упругих тонкостенных конструкций сложной геометрии. – Казань: ИММ КНЦ РАН, 1993. – 207 с.

6. Якупов Н.М. Прикладные задачи механики упругих тонкостенных конструкций. – Казань: ИММ КНЦ РАН, 1994. – 124 с.

7. Якупов Н.М. Нуруллин Р.Г., Якупов С.Н., Мифтахутдинов И.Х., Киямов Х.Г. Экспериментальный способ параметризации минимальных поверхностей со сложным контуром / Патент на изобретение РФ №2374697. 
8. Демидов С.П. Теория упругости. – М.: Высшая школа, 1979. – 432 с.

9. Якупов Н.М., Киямов Х.Г., Галявиев Ш.Ш., Хисамов Р.З. Методы и подходы исследования напряженно-деформированного состояния конструкций сложной геометрии // Строительство. Известия ВУЗов. – 2002. – Т.524. – №8. – С.14-18.
10. Якупов Н.М., Киямов Х.Г. К расчету двумерных и трехмерных элементов конструкций сложной геометрии / Межд. научно-практическая конф. «Инженерные системы - 2009». Труды. – М.: РУДН, 2009. – Т.II. – С.355-361.

11. Якупов Н.М., Киямов Х.Г. Моделирование тонкостенных элементов конструкции / XIV Межд. конф. «Современные проблемы механики сплошной среды». Тезисы докладов. – Ростов-на-Дону: Изд-во ЮФУ, 2010. – С.88-89.
___________________________________
Сведения об авторах:

Якупов Нух Махмудович, д.т.н., проф., заведующий лабораторией Нелинейной механики оболочек Института механики и машиностроения Казанского научного центра РАН,
г. Казань, Россия, e-mail: yzsrr@kfti.knc.ru 
Киямов Хаким Габдрахманович, к.т.н., доцент Казанского государственного архитектурно-строительного университета, г. Казань, Россия, e-mail: kijamov.hakim@yandex.ru
Якупов Самат Нухович, аспирант Института механики и машиностроения Казанского научного центра РАН, г. Казань, Россия

Киямов Ильнур Хакимович, ассистент Казанского государственного архитектурно-строительного университета, г. Казань, Россия
х





Рсум








б








а











Л











К











Л











t2











К











К











Vф











V











Л











t3











t1











y





z











б

















f














d








а

















в























K








М











М











М











21











he








ge








fe








ee








d








c








b








a








N








M








L








K








e








f








c








D








b








d








A








C








B








a1














х = 1 см











22











g











в








c











b











a











12











H








G








F








E








D








C








B








A1








he








ge








fe








ee








d








c








b








a








G








13














а








б











154
153

_1337672512.unknown

_1344172425.unknown

_1344340771.unknown

_1362495011.unknown

_1344339012.unknown

_1344340244.unknown

_1344324674.unknown

_1337686134.unknown

_1338113448.unknown

_1344067414.unknown

_1337677667.unknown

_1337672215.unknown

_1337672275.unknown

_1337672177.unknown

_1333435627.unknown

