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РЕЗЮМЕ

Представлен новый подход к оптимальному проектированию стержневых композитных элементов конструкций, находящихся под действием осевого нагружения, по условиям прочности, жесткости и устойчивости. Структура проектируемого стержневого элемента представляет собой ядро, состоящее из однонаправленных волокон, обмотанное парой спирально-перекрестных слоев. Ядро стержня рассматривается как трансверсально-изотропное тело, пара спирально-перекрестных слоев – как тонкостенная ортотропная оболочка Проектные параметры – относительная толщина и угол ориентации пары спирально-перекрестных слоев. В качестве критерия оптимальности рассматривается минимум площади поперечного сечения стержня. В качестве ограничений по прочности используются первая (максимальных напряжений) и вторая (максимальных деформаций) теории прочности для ядра стержня и квадратичный критерий прочности – для пары спирально-перекрестных слоев. Поставленная задача сводится к задаче безусловной минимизации и решается методом покоординатного спуска. На основе предлагаемого подхода получена оптимальная структура шарнирно опертого стержня из углепластика, находящегося в условиях одноосного сжатия.
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SUMMARY

New approach for a composite road optimum design is suggested. The road is subjected to uniaxial loading. A structure of the road is a core consisting of unidirectional fibers and a pair of spirally-cross plies. The core is considered as transversally-isotropic solid body and the pair of spirally-cross plies is considered as thin orthotropic shell. Design variables are a normalized thickness and a reinforced angle of the pair of spirally-cross plies. Minimum of the road cross-section area is used as the optimum criterion. Criteria of maximum stresses and strains are used as the strength constraints for the road core and a quadratic criterion of ply strength with different compression and tension strength is used as the strength constraint for the pair of spirally-cross plies. The problem is reduced to an unconstrained minimization problem. The solution method is the method of descent. The optimal structure is obtained for a simply supported carbon rod subjected to uniaxial compression.
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Стержневые конструктивные элементы широко распространены в различных областях техники. Стержни, изготовленные из полимерных композитных материалов, по сравнению с традиционными изотропными материалами, такими, например, как металлы, имеют ряд важных преимуществ. Это, прежде всего, значительно меньшая масса и высокие удельные физико-механические характеристики.

Общеизвестная особенность композитных материалов, которая заключается в анизотропии их свойств, зачастую проявляется как недостаток. Высокая прочность и жесткость композитов в одних направлениях, как правило, влечет за собой снижение этих характеристик в других направлениях. Выходом из такой ситуации является создание композитных изделий с оптимальной структурой материала, позволяющей эффективно использовать композит и добиваться его высоких эксплуатационных характеристик. Разработаны различные схемы армирования композитов, которые направлены на решение этой проблемы [1-3]. Осуществление на практике различных вариантов n-мерного армирования (при n>3) сопряжено со значительными техническими трудностями. В настоящее время теоретические исследования технологий изготовления длинномерных сложноармированных изделий с многонаправленной структурой армирования и повышенными физико-механическими характеристиками находятся в фазе всестороннего развития и совершенствования. В литературных источниках наибольшее отражение получили исследования, посвященные проектированию слоистых балок, тонкостенных стержней и труб [4-6].

В данной работе рассматривается стержень, имеющий многонаправленную армированную структуру, в которой внутренний слой изделия состоит из одноосно-ориентированных волокон, а наружный слой из спирально-ориентированных волокон. 

Стержневой элемент длиной 
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 круглого поперечного сечения состоит из внутренней части однонаправленных волокон (ядро), ориентированных параллельно оси стержня, и внешней пары спирально-перекрестных слоев с углами ориентации 
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 относительно оси стержня (рис.1). Радиус ядра стержня – 
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, толщина пары спирально-перекрестных слоев – 
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 (рис.2).
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Рис.1. Схема нагружения композитного стержня.
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Рис.2. Поперечное сечение композитного стержня.
В главных осях ортотропии однонаправленного материала 1-2-3 необходимые характеристики этого материала определяются упругими постоянными 
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 и пределами прочности в напряжениях 
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 при растяжении (знак «+»), сжатии (знак «–») и сдвиге, и предельными деформациями 
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 в поперечном относительно ориентации волокон направлении при расширении («+») и сужении («–») композита. Ось ортотропии 1 направлена вдоль волокон однонаправленного слоя, оси 2 и 3 направлены поперек волокон ортогонально друг другу. Стержень нагружен одноосным растяжением/сжатием 
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 (рис.1).

В качестве условия оптимальности стержня, все слои которого изготовлены из одного материала, рассмотрим условие минимума площади его поперечного сечения, т.е.
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где 
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 радиус поперечного сечения стержня 
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 (рис.2).

Задача оптимального структурообразования предполагает определение структурных параметров стержня – радиуса 
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 ядра стержня, толщины внешней пары перекрестно армированных слоев 
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 и угла их армирования 
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, обеспечивающих минимальную площадь поперечного сечения стержня при выполнении условий прочности, жесткости и способности сохранять устойчивость при действии заданной нагрузки 
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 (рис.1).

Для реализации метода оптимального проектирования изготавливаемого композитного стержня представим модель стержня следующим образом. Ядро стержня, состоящее из однонаправленных продольных волокон, рассматривается как трансверсально-изотропное тело. Внешняя пара спирально-перекрестныъх слоев рассматривается как тонкостенная ортотропная оболочка.

Уравнение равновесия для ядра стержня в цилиндрических координатах 
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 имеет вид [7]
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где 
[image: image26.wmf]r

s

 и 
[image: image27.wmf]q

s

 – радиальная и окружная компоненты напряжений.

Закон Гука для ортотропного тела в цилиндрических координатах 
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 записывается следующим образом [5]
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Здесь 
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 – осевая, радиальная и окружная компоненты деформаций; 
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 – осевая компонента напряжений; 
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 – модуль упругости материала в направлении 
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 – модуль упругости материала в плоскости 
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 – коэффициенты Пуассона.

Также имеет место условие симметрии упругих постоянных [4]


[image: image43.wmf]21

2

12

1

n

n

E

E

=











(4)
Геометрические соотношения для цилиндрического тела, находящегося в осесимметричном плоском деформированном состоянии, имеют вид [7]
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где 
[image: image47.wmf]r
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 – перемещение в радиальном направлении, а последнее выражение характеризует плоское деформированное состояние.

Разрешим систему уравнений (3) относительно напряжений с учетом соотношения (4)
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где
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Далее геометрические соотношения (5) подставляются в физические соотношения (6), а полученные соотношения – в уравнение равновесия (2) с учетом симметрии коэффициентов жесткости 
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При учете того, что на оси цилиндра радиальных перемещений 
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 нет, решение уравнения (9) принимает вид
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Неизвестные постоянные 
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 и 
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 определяются из условий совместности деформаций ядра стержня и пары спирально-перекрестных слоев и условия равновесия сил на ось х стержня.

Подставляя выражение (10) в соотношения (5) для деформаций 
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Далее при подстановке деформаций (11) в физические соотношения (6) напряжения в ядре цилиндра выражаются через неизвестные постоянные 
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Пара спирально-перекрестных слоев рассматриваются как тонкая безмоментная цилиндрическая оболочка с радиусом кривизны срединной поверхности 
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. Из условий равновесия бесконечно малого элемента спирального слоя (см. рис.3) окружные внутренние усилия определяются следующим образом
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рис.3. Элемент спирального слоя.
Физические соотношения для внешнего спирального слоя имеют вид [4,5]
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где 
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 – мембранные жесткости пары спирально-перекрестных слоев, вычисляемые следующим образом
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Здесь индексы 
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 обобщают направления 
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 – коэффициенты упругости спиральных слоев, определяемые выражениями
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Ядро стержня и пара спирально-перекрестных слоев деформируются совместно, поэтому окружная деформация 
[image: image92.wmf]q

e

 пары спирально-перекрестных слоев равна окружной деформации ядра стержня, т.е. определяется выражением (11)

После последовательной подстановки выражения (12а) в выражение (13), а затем полученного результата в соотношение (14б) с учетом (11), окончательное выражение может быть рассмотрено как уравнение относительно 
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где
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Здесь 
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Чтобы определить осевую деформацию 
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, записывается условие равновесия сил в проекциях на ось x
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Далее при подстановке выражения (18) для деформации 
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 в выражения (12а) и (14а) для напряжений 
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 в ядре стержня и усилий 
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 в паре спирально-перекрестных слоев и дальнейшей подстановке полученных выражений в условие равновесия (20) выражается осевая деформация 
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где 
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С учетом (18) определяются радиальная и окружная компоненты деформации, заданные выражением (15)
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Затем, выражения (21) и (22) для деформаций подставляются в выражения (6) для напряжений 
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, действующих в ядре стержня, т.е.
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Далее необходимо определить напряженное состояние пары спирально-перекрестных слоев 
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. Для этого сначала необходимо найти деформации 
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 в спиральных слоях, которые в системе координат 1-2 слоя определяются следующим образом [4]
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Напряжения в системе координат 1-2 слоя определяются из закона Гука, сформулированного для однонаправленного слоя [4], т.е.
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Подставляя деформации 
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 в выражения (24), а полученные выражения в выражения (25), будем иметь
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где
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Используя полученные параметры, описывающие напряженно-деформированное состояние стержня, можно сформулировать следующие ограничения по прочности [8]:

для внутреннего слоя
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для внешней пары спирально-перекрестных слоев
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(29)
Выражения (28а) и (28б) представляют собой первую теорию прочности (максимальных напряжений), а выражения (28в) – вторую теорию прочности (максимальных деформаций) для внутренней части стержня. Совокупность критериев (28) позволяет описать прочность ядра стержня, находящегося в условиях трехосного напряженного состояния. При этом условие (28в) представляют собой условие прочности, предотвращающее растрескивание матрицы ядра, а так же отслоение ядра от внешней пары спиральных слоев за счет эффекта Пуассона. Для оценки прочности спиральных слоев используется квадратичный критерий прочности (29). Критерий прочности (29) учитывает влияние комбинированного нагружения, включающего растяжение, сжатие и сдвиг, на прочность слоя и растрескивание матрицы слоя за счет эффекта Пуассона при сжатии слоя вдоль волокон. 

Таким образом, в рамках вышеописанных требований по прочности стержня, подверженного осевому растяжению-сжатию, не допускается нарушение его монолитности, обеспечиваемой связующим, и разрушение волокон. Следовательно, для нормальной работы стержня в заданных условиях дополнительно необходимо учесть требования по жесткости и общей устойчивости.

Для формализации ограничения по жесткости учтем того, что все точки поперечных сечений стержня в процессе деформации смещаются одинаково. Тогда соотношение между осевой деформацией 
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 и осевыми перемещениями 
[image: image139.wmf]u

 имеет вид
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Учитывая, что левый конец стержня зафиксирован от продольных смещений, из уравнения (30) имеем
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Тогда удлинение/укорочение стержня длины 
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 при заданной нагрузке 
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 с учетом (21) определяется как
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Окончательно ограничение по жесткости принимает вид
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где 
[image: image147.wmf]u

+

 и 
[image: image148.wmf]u

-

 – максимально допустимые удлинение и укорочение стержня.

При сжатии стержня осевой силой 
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 необходимо наложить ограничения по условию устойчивости. Линеаризованное уравнение устойчивости стержня имеет вид [4]
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где 
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 – изгибная жесткость стержня, определяемая следующим образом
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где 
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Из условия существования нетривиального решения уравнения (30) определяется критическая сила
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где 
[image: image156.wmf]c

 – коэффициент влияния условий закрепления стержня (для шарнирно опертого стержня 
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, для защемленного стержня 
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Тогда ограничение по устойчивости можно записать следующим образом
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Можно заметить, что площадь поперечного сечения стержня 
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 выражается в явном виде из всех ограничений. Таким образом, сформулированную задачу условной оптимизации в выражениях (1), (28), (29), (33) и (37), изначально имеющую три проектных параметра 
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, можно свести к задаче безусловной оптимизации в минимаксной постановке с двумя варьируемыми параметрами 
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 подобно тому, как это было сделано в [9,10] при минимизации толщины панели:
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Здесь
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Таким образом, исходная задача оптимального проектирования композитного стержня с ограничениями свелась к задаче безусловной минимизации площади 
[image: image168.wmf]F

 поперечного сечения стержня, зависящего от двух проектных параметров – относительной толщины 
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 и косинуса угла ориентации 
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 пары спирально-перекрестных слоев 
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Для количественного анализа рассматривается проектирование шарнирно опертого стрежня из углепластика со следующими характеристиками
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Стержень имеет длину 
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м и подвержен осевому сжатию 
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 Н. Предполагается, что по условиям эксплуатации укорочение стержня не должно превышать 
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 м. Кроме того, стержень, работающий на сжатие, должен сохранять устойчивость под действием заданной нагрузки.

В результате минимизации методом покоординатного спуска была получена следующая оптимальная структура стержня: 
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. Следует отметить, что активными ограничениями в данном случае являются ограничения по максимальным деформациям и по устойчивости стержня. Следствием этого является то, что угол ориентации пары спирально-перекрестных слоев получился равным 77,3˚. Такое армирование предотвращает растрескивание стержня, вызываемое эффектом Пуассона.

В заключение следует отметить, что предлагаемый подход к решению задачи оптимального проектирования композитных стержней отличается простотой и позволяет определять оптимальные структурные параметры проектируемого стержневого элемента с учетом технологии изготовления такого элемента и без введения каких-либо специальных допущений.
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