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РЕЗЮМЕ

В работе предложена методология восстановления характеристик тензора теплопроводности анизотропных композиционных материалов на основе численного решения двумерной нестационарной задачи теплопроводности, содержащей смешанные дифференциальные операторы, используемой для определения матрицы чувствительности и шагов спуска при минимизации квадратичного функционала невязки. Предложенная методология может быть использована для восстановления других многочисленных теплофизических характеристик композиционных материалов. Получены и обсуждаются результаты численных экспериментов по определению компонентов тензора теплопроводности композиционных материалов в двумерном пространстве.
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SUMMARY

This paper considers a technique, reconstructing heat transfer tensor properties for anisotropic composite materials via numerical solution of two dimensional transient heat transfer problem with mixed differential operators. This problem is used to find sensitivity matrix and descent steps for minimization of quadratic residual functional. The proposed technique can be used for reconstruction of other thermo physical properties of composites. Results of numerical experiments for obtaining heat transfer tensor components for composites in a two dimensional space are discussed.
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1. ВВЕДЕНИЕ
При решении задач аэрогазодинамического нагрева гиперзвуковых летательных аппаратов (ЛА) крайне важно знать теплофизические характеристики теплозащитных материалов, среди которых многие являются анизотропными. Определение компонентов тензоров теплопроводности теплозащитных материалов с помощью экспериментальных замеров температур является актуальной задачей, решаемой с помощью методологии обратных задач теплопереноса.

При постановке и решении обратных задач вообще и теплопереноса, в частности, приходится попутно решать многочисленные проблемы, связанные с формированием функционала невязки, численными методами решения прямых и сопряженных задач теплопроводности, численными методами минимизации функционала невязки и определения итерационного шага спуска, а также с проблемами получения экспериментальных распределений температур с определенной  погрешностью. Отсюда ясно, что прямые задачи, даже очень сложные, являются незначительной частью при решении обратных задач.

Систематизированное изложение численного решения обратных задач теплопереноса, в основном, в простейших одномерных постановках приведено в монографиях [1,2].
Решения многомерных обратных задач теплопроводности в анизотропных средах практически отсутствуют, за исключением  работы [3], в которой решается обратная задача анизотропной теплопроводности на основе ранее полученного аналитического решения [4].
В данной работе предложена и использована методология численного решения обратной задачи теплопроводности по определению характеристик тензора теплопроводности анизотропных композиционных материалов.

Экспериментальное температурное поле формируется путем численного решения прямой задачи многомерной анизотропной теплопроводности по теплофизическим характеристикам, считающимися искомыми и подлежащими определению. 

Для их определения формируется квадратичный функционал невязки, зависящий от искомых параметров, причем минимизация функционала осуществляется не непосредственно, а после того как теоретические значения температуры разложены в ряды Тейлора с удержанием линейных членов относительно приращений параметров. При этом возникающие производные температур по искомым параметрам (коэффициенты чувствительности) определяются из решения сопряженных задач теплопроводности, полученных путем дифференцирования исходной прямой задачи по искомым параметрам.

Предложенная методология прекрасно зарекомендовала себя в численных экспериментах и может быть рекомендована для решения других обратных задач, например, теории упругости.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В анизотропной пластине (рис.1) рассматривается следующая коэффициентная обратная задача теплопереноса по определению компонентов тензора теплопроводности 
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Рис.1. Расчетная область.
Выражение для определения компонентов тензора теплопроводности имеют вид [5]:
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Поскольку рассматриваемая область двумерна, то количество точек с экспериментальными значениями в направлении каждой координатной оси должно быть не менее двух, а поскольку оно еще и анизотропно, то количество экспериментальных точек по координатным направлениям должно быть не менее трех (в соответствии с пространственным шаблоном для конечно-разностных схем). Таким образом, принимается минимально возможное количество пространственных точек, равное девяти, с экспериментальными значениями температур, зависящими от времени.
Прямая задача (1)-(6) решается численно экономичным, абсолютно устойчивым методом переменных направлений с экстраполяцией (МПНЭ), для нерегулярных узлов (угловые и граничные точки) использовался интегро-интерполяционный метод Самарского А.А. 
Решение прямой задачи использовалось для моделирования экспериментальных значений температуры.

3. РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПЕРЕНОСА
Для определения параметров 
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 вводится квадратичный функционал [3].
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(7)

в виде суммы по пространственно-временным переменным квадратов отклонения экспериментальных значений 
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 в точках 
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 от расчетных, в данном случае от значений, полученных с помощью численного решения прямой задачи (1)-(6) в перечисленных точках. В качестве экспериментальных значений 
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 в тех же пространственно-временных точках использовались расчеты прямой задачи с некоторым зашумлением по равномерному распределению от расчетных по тем же входным данным.
Обозначим вектор неизвестных через 
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Тогда в соответствии с методом градиентного спуска [6] можно выписать следующий алгоритм минимизации функционала (7):
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где 
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 – параметрические шаги, выбираемые достаточно малыми с подчинением условию


[image: image42.wmf](1)()

)

((

)

nn

SS

ll

+

<










(9)

Окончание итерационного процесса устанавливается при достижении нуля 
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где 
[image: image47.wmf]e

 – заданная точность.

Для вычисления градиента функционала (7) с последующей подстановкой в (8) и определением вектора 
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, разложим в ряд Тейлора функцию 
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 в окрестности 
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Компоненты градиента от функционала (11) имеют вид
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Представим (12) в следующей векторно-матричной форме:
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где
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Здесь 
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Подставляя (13) в (8), получим
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откуда


[image: image73.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

nnnnn

nn

ЕZZZTT

alllall

TT

+×D=--

%


или
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Элементы матрицы (14) (матрица коэффициентов чувствительности) в точках 
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 от функции температуры в указанных пространственно-временных точках и имеют смысл коэффициентов чувствительности температуры от параметров 
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Для нахождения элементов матрицы коэффициентов чувствительности необходимо решить три независимые начально-краевые задачи относительно функций 
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, которые можно получить продифференцировав задачу (1)-(6) по соответствующим параметрам 
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Продифференцируем уравнения задачи (1)-(6) по параметру 
[image: image85.wmf]11

l

:


[image: image86.wmf]2222

111222

222

11111111

2

TTTTT

c

xxxyyt

lllr

llll

æöæöæöæö

æö

¶¶¶¶¶¶¶¶¶

+++=

ç÷ç÷ç÷ç÷

ç÷

¶¶¶¶¶¶¶¶¶¶

èø

èøèøèøèø

,


[image: image87.wmf]2122

1111

0,

TT

xy

ll

ll

æöæö

¶¶¶¶

+=

ç÷ç÷

¶¶¶¶

èøèø

   
[image: image88.wmf]2122

1111

0,

TT

xy

ll

ll

æöæö

¶¶¶¶

+=

ç÷ç÷

¶¶¶¶

èøèø



[image: image89.wmf]1112

1111

,

TTT

xyx

ll

ll

æöæö

¶¶¶¶¶

+=-

ç÷ç÷

¶¶¶¶¶

èøèø

   
[image: image90.wmf]1112

1111

,

TTT

xyx

ll

ll

æöæö

¶¶¶¶¶

+=-

ç÷ç÷

¶¶¶¶¶

èøèø



[image: image91.wmf](

)

11

,,00.

T

xy

l

¶

=

¶


Заменяя 
[image: image92.wmf]11

(,,)

T

uxyt

l

¶

=

¶

, получим следующую начально-краевую дифференциальную задачу, относительно неизвестной функции 
[image: image93.wmf](,,)

uxyt

:


[image: image94.wmf]2222

111222

222

2

uuuuT

c

xxyytx

lllr

æö

¶¶¶¶¶

++=-

ç÷

¶¶¶¶¶¶

èø

, 
[image: image95.wmf][

]

1

0;,

xl

Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image96.wmf][

]

2

0;,

yl

Î

 
[image: image97.wmf]0;

t

>


(19)

[image: image98.wmf]2122

0,

uu

xy

ll

¶¶

+=

¶¶

 
[image: image99.wmf][

]

1

0;,

xl

Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image100.wmf]0,

y

=

 
[image: image101.wmf]0;

t

>






(20)


[image: image102.wmf]2122

0,

uu

xy

ll

¶¶

+=

¶¶

 
[image: image103.wmf][

]

1

0;,

xl

Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image104.wmf]2

,

yl

=

 
[image: image105.wmf]0;

t

>






(21)


[image: image106.wmf]1112

,

uuT

xyx

ll

¶¶¶

+=-

¶¶¶

 
[image: image107.wmf]0,

x

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image108.wmf][

]

2

0,,

yl

=

 
[image: image109.wmf]0;

t

>





(22)


[image: image110.wmf]1112

,

uuT

xyx

ll

¶¶¶

+=-

¶¶¶

 
[image: image111.wmf]1

,

xl

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image112.wmf][

]

2

0,,

yl

=

 
[image: image113.wmf]0;

t

>





(23)


[image: image114.wmf](

)

,,00,

uxy

=

 
[image: image115.wmf][

]

1

0;,

xl

Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image116.wmf][

]

2

0;,

yl

Î

 
[image: image117.wmf]0.

t

=






(24)

Аналогично продифференцировав задачу (1)-(6) по параметрам 
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Задачи (19)-(24), (25)-(30) и (31)-(36) решаются совместно  с  прямой задачей (1)-(6) с помощью метода переменных направлений с экстраполяцией, причем на каждом временном слое используются значения температур найденных при решении прямой задачи (1)-(6). Таким образом, одновременно находятся матрица (14) и вектор (16), которые подставляются в выражение (18).
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2. Решаются задачи (1)-(6) и (19)-(24), (25)-(30), (31)-(36) для коэффициентов 
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3. Выписываются матрица (14) и вектор (16) в определенных пространственно-временных точках 
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4. Вычисляется 
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5. Вычисляются коэффициенты 
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6. Решаются задачи (1)-(6) и (19)-(24), (25)-(30), (31)-(36) для коэффициентов 
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7. Вычисляется функционал (7) и  если выполняется неравенство
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(37)
то коэффициенты считаются вычисленными, иначе повторяется итерационный процесс с п.3.
Единственное решение системы (18) имеет место тогда, когда матрица 
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 – невырождена, то есть существует обратная ей матрица, или определитель этой матрицы не равен нулю
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ
По изложенной методике проведены расчеты по идентификации компонентов тензора теплопроводности в анизотропной пластине. Для моделирования экспериментальных значений температур из выражения (7) использовались теплофизические характеристики углерод-углеродного композиционного материала с армированным однонаправлено непрерывным волокном [7] под углом 
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Рис.2. Температурное поле в расчетной области.

В таблице 1 приведены результаты, полученные в итерационном процессе по определению компонентов тензора теплопроводности. 

Таблица 1.

Итерационный процесс по определению коэффициентов тензора теплопроводности по точным ”экспериментальным” значениям температур.
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“Экспериментальные” значения температур в точках 1-9 определялись из решения прямой задачи в моменты времени 
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, и приведены в таблице 2. При этом компоненты тензора теплопроводности вычислялись по формулам: 
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Начальное приближение (на нулевой итерации) взято в предположении, что материал изотропный с постоянной теплопроводностью 
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 и отличается от исходных значений в 2-4 раза.

Таблица 2.

“Экспериментальные” значения температур в точках 1-9, К.
	t, мин
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	100
	621,9
	658,5
	641,2
	630,0
	648,9
	636,8
	639,2
	652,3
	625,8

	200
	955,2
	991,8
	974,6
	963,3
	982,2
	970,1
	972,5
	985,6
	959,1


Из таблицы 1 видно, что итерационный процесс сходится к точному значению компонентов тензора теплопроводности. 

В таблице 3 приведены результаты итерационного процесса по “экспериментальным” значениям температур c добавленной погрешностью 
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, распределенной случайно с равномерным распределением в интервале [-5;5]: 
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. Значения температур вычислялось в моменты времени 
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. Увеличение количества “экспериментальных“ значений по времени необходимо для повышения точности. 
Таблица 3.

Итерационный процесс по определению коэффициентов тензора теплопроводности по “экспериментальным” значениям температур с добавленной погрешностью.
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Из таблицы 3 видно, что относительная погрешность 
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По следующим формулам можно определить главные компоненты тензора теплопроводности и угол ориентации главных осей:
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Таким образом, относительная погрешность исходных параметров не превысила 1,5%.
ВЫВОДЫ
В работе предложен алгоритм численного решения обратной коэффициентной задачи теплопереноса в композиционных анизотропных материалах, абсолютно независящий от качества и величин входных данных, которые могут быть изменены в соответствии с физическим экспериментом. 

Результаты численных экспериментов показали хорошую сходимость метода, даже при существенном отличии начального приближения неизвестных параметров от истинных значений. Показано, что метод применим и в случае, когда экспериментальные значения температур получены с заданной погрешностью. 

Предложенная методология может быть использована для восстановления и других многочисленных характеристик композиционных материалов.
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