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РЕЗЮМЕ

Исследуются решения задачи о распространении нормальных волн в упругом слое, полученные на основе приближенной трехмерной теории N-го порядка, и изучается характер сходимости приближенного  решения задачи стационарной динамики к точному решению Рэлея-Лэмба при характерных ненулевых значениях волнового числа по фазовым частотам и формам нормальных волн. 
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KINEMATICS OF NORMAL MODES IN ELASTIC LAYER FOR SOME WAVENUMBERS INVESTIGATION BASED ON N-TH ORDER 
THREE-DIMENSIONAL SHELLS’ THEORY
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SUMMARY

Normal modes in an isotropic elastic layer are considered using an approximated three-dimensional shells’ theory of N’th order and it’s convergence to the Rayleigh-Lamb problem’s solution is investigated at some nonzero wavenumbers. Normal mode frequencies and shapes convergence is considered. 
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ВВЕДЕНИЕ
Построено приближенное решение задачи о распространении нормальных волн в упругом слое на базе приближенной трехмерной теории оболочек N-го порядка. Настоящая работа является продолжением исследований применимости теории, предложенной в [1-4], к описанию локального статического напряженного состояния толстостенных оболочек в областях неприводимости к двумерной модели [5,6] и к описанию нормальных волн в слое в окрестности частот запирания [7,8]. Уравнения краевой задачи стационарной динамики толстой плиты соответствуют частному случаю теории [4], являющейся дальнейшим развитием теорий оболочек [9-11]. Ранее на основе вариационных уравнений динамики оболочки произвольной геометрии [4] были построены дисперсионные уравнения стационарной задачи для плоского изотропного упругого слоя [7], вычислены частоты запирания продольных и изгибных волн и получена оценка сходимости приближенного решения к точному решению [12,13] по величине частот запирания. В работе [8] построены собственные векторы линейного оператора дисперсионной задачи [7], соответствующие частотам запирания волн, и получена оценка погрешности приближенных форм распространяющихся мод продольных и изгибных волн в среднем квадратичном.  Ниже приводятся аналогичные [7,8] оценки погрешности фазовых частот и форм распространяющихся мод нормальных волн при некоторых характерных ненулевых значениях волнового числа. Конечной целью является оценка применимости различных теорий высших порядков к описанию высокочастотных нормальных волн в пластинах и оболочках, продолжающая исследования [14-17].
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается плоская деформация изотропного упругого слоя плотностью 
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 с константами Ламе 
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. Скорости распространения волн дилатации и сдвига равны 
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. Прямоугольная декартова система координат 
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 связана со срединной плоскостью слоя 
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. Безразмерные переменные вводятся следующим образом [7]:
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Краевая задача стационарной динамики слоя имеет вид 
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Далее всюду подразумевается суммирование по повторяющемуся греческому индексу. В рамках приближенной трехмерной теории оболочек 
[image: image12.wmf]N

-го порядка [1-4] в пространстве 
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 вводится базис, образованный полиномами Лежандра 
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. Компоненты вектора перемещения 
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Плоской стационарной задаче теории упругости (1.3)

 соответствует система уравнений движения теории пластин N-го порядка, следующая как частный случай при нулевой кривизне базовой поверхности из обобщенных уравнений Лагранжа II рода приближенной теории оболочек N-го порядка [4]:
(1.2)
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 - коэффициент Пуассона, 
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. Здесь и далее подразумевается суммирование по повторяющимся латинским индексам 
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, заключенным в скобки, при этом согласно [2,3,7]
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Нормальной волне соответствует представление решения в форме
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 - безразмерное волновое число, 
[image: image26.wmf]2
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 - безразмерная фазовая частота. С учетом 
(1.4)

 приводятся к (1.6)

 уравнения  GOTOBUTTON ZEqnNum630534  \* MERGEFORMAT  линейному уравнению [13]:
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Нетривиальному решению системы (1.7)

 соответствует спектральная задача
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Дисперсионные соотношения теории 
[image: image31.wmf]N

-го порядка [7] определяются спектром оператора 
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 распадается на независимые подсистемы для продольных (S) и  изгибных (A) волн:
(1.9)

. Система 
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2. АНАЛИЗ ФОРМ РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ МОД НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ВОЛНОВОГО ЧИСЛА
Анализ форм распространяющихся мод в окрестности частот запирания, соответствующих 
[image: image34.wmf]0
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, на основе приближенной трехмерной теории 
[image: image35.wmf]N

-го порядка, и сходимости к точному решению по норме гильбертова пространства проведен в работе [8]. Далее рассмотрим некоторые характерные точки на дисперсионных кривых (рис.1), построенных в [7].
2.1. Формы распространяющихся нормальных мод на фазовой частоте 
[image: image36.wmf]ω=κβ

.

Все дисперсионные кривые, кроме нулевой, пересекают прямую 
[image: image37.wmf]1

-

w=bk

 (рис.1-а). Данная фазовая частота характеризуется равной для всех мод нормальных волн с 
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 фазовой скоростью 
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 (рис.1-б).
В таблице 1 и на рис.2 приведены результаты сравнения фазовых частот продольных мод 
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, вычисленных при 
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 на основе теорий порядков 1…13, с определяемыми дисперсионным уравнением Рэлея-Лэмба [12,13] для симметричной задачи точными значениями «L» частот 
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, соответствующими волновым числам 
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В таблице 2 приведены относительные фазовые скорости 
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 продольных мод с первой по тринадцатую, вычисленные на основе теорий порядка 1…13.
	[image: image45.wmf]
	[image: image46.wmf]
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Рис.1.
Дисперсионные кривые продольных мод: фазовые частоты (а) и скорости (б). Сплошные линии – точное решение [13]; пунктир – теория 19 порядка.
Таблица 1.
Приближенные значения фазовых частот симметричных мод, соответствующих волновому числу 
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, определенные на основе теорий 1…13 порядков.
	N
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	L

	n
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	2,82
	2,65
	2,41
	2,36
	2,35
	2,35
	2,35
	2,35
	2,35
	2,35
	2,35
	2,35
	2,35
	2,35

	2
	(
	5,50
	5,35
	5,03
	4,86
	4,78
	4,72
	4,71
	4,70
	4,70
	4,70
	4,70
	4,70
	4,70

	3
	(
	(
	9,60
	9,09
	7,69
	7,41
	7,26
	7,19
	7,12
	7,09
	7,06
	7,05
	7,05
	7,05

	4
	(
	(
	(
	11,90
	11,89
	10,76
	10,32
	9,86
	9,63
	9,57
	9,51
	9,48
	9,44
	9,40

	5
	(
	(
	(
	(
	18,55
	16,64
	13,49
	13,14
	12,81
	12,44
	12,03
	11,94
	11,88
	11,75

	6
	(
	(
	(
	(
	(
	20,16
	19,41
	16,66
	16,27
	15,50
	15,19
	14,96
	14,57
	14,10

	7
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	30,39
	25,27
	19,43
	19,14
	18,66
	18,04
	17,55
	16,45

	8
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	31,54
	28,10
	22,78
	22,58
	21,35
	21,01
	18,80

	9
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	45,21
	35,18
	25,61
	25,35
	24,61
	21,15

	10
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	46,12
	38,09
	29,31
	29,29
	23,50

	11
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	63,08
	46,48
	32,22
	25,84

	12
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	63,84
	49,45
	28,19

	13
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	84,01
	30,54
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Рис.2.
Фазовые частоты первых 17 продольных мод при 
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 – номер моды. Теории 1…23 порядка.
Таблица 2.
Приближенные значения относительных фазовых скоростей симметричных мод 
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, соответствующие волновому числу 
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 и определенные на основе теорий 1…13 порядков.
	N
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	n
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	1,20
	1,13
	1,03
	1,01
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00

	2
	(
	1,17
	1,14
	1,07
	1,04
	1,02
	1,01
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00

	3
	(
	(
	1,36
	1,29
	1,09
	1,05
	1,03
	1,02
	1,01
	1,00
	1,00
	1,00
	1,00

	4
	(
	(
	(
	1,27
	1,27
	1,15
	1,10
	1,05
	1,03
	1,02
	1,01
	1,01
	1,00

	5
	(
	(
	(
	(
	1,58
	1,42
	1,15
	1,12
	1,09
	1,06
	1,02
	1,02
	1,01

	6
	(
	(
	(
	(
	(
	1,43
	1,38
	1,18
	1,15
	1,10
	1,08
	1,06
	1,03

	7
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	1,85
	1,54
	1,18
	1,16
	1,14
	1,10
	1,07

	8
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	1,68
	1,50
	1,21
	1,20
	1,14
	1,12

	9
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	2,14
	1,66
	1,21
	1,20
	1,16

	10
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	1,96
	1,62
	1,25
	1,25

	11
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	2,44
	1,80
	1,25

	12
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	2,25
	1,75

	13
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	2,75


Точному решению [12] соответствуют компоненты вектора перемещения, зависящие от нормальной координаты 
[image: image55.wmf]z

 при 
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 следующим образом [13]:
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Форма данных мод соответствует форме мод Гудьера-Бишопа [18,13]. 
Рассмотрим формы нормальных волн при 
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, вычисляемые на основе теорий вплоть до 23-го порядка. Соответствующие (1.9)

 собственные функции определяются соотношениями
(1.8)

, 
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[image: image61.wmf]m
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- собственные векторы линейного оператора 
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На рис.3-5 показаны нормированные формы продольных волн (2.2)

:
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и их погрешности относительно точного решения (2.1)

:
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Определим относительную погрешность формы нормальной волны, вычисляемую на основе теории 
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-го порядка, по норме пространства 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.5)

Анализ дисперсионных кривых (рис.1) показывает, что сходимость приближенного решения зависит от волнового числа 
[image: image68.wmf]k

, причем заметное ухудшение сходимости по фазовым частотам и скоростям наблюдается при 
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. Аналогичная ситуация наблюдается и для собственных функций (2.2)
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Рис.3.
Формы продольных нормальных волн при 
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: сплошная линия - точное решение, «○» - теория 19 порядка.
Из результатов, приведенных на рис.3, видно, что теория 19 порядка позволяет получить практически точные формы мод вплоть до 
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 с поточечной погрешностью 
(2.4)

, не превышающей 1%, и с погрешностью не более 4% при  GOTOBUTTON ZEqnNum897462  \* MERGEFORMAT  для 
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продольного перемещения (рис.4-б) и 5% для 
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 (рис.5-б).
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Рис.4.
Формы 
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 продольных нормальных волн при 
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: сплошная линия - точное решение, «○» - теория 19 порядка (а); погрешности 
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Рис.5.
Формы 
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 продольных нормальных волн при 
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: сплошная линия – точное решение, «○» - теория 19 порядка (а); погрешности 
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Формы нормальных мод высших порядков вычисляются с погрешностью, превышающей 5%.
На рис.6 приведены зависимости погрешности 
(2.5)

 вычисления продольного перемещения  GOTOBUTTON ZEqnNum882813  \* MERGEFORMAT  и поперечного перемещения 
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, соответствующие порядкам теории 1…23 и характеризующие сходимость решения на основе теории N-го порядка к точному на прямой 
[image: image92.wmf]1

-

w=bk

.
	[image: image93.wmf]
	[image: image94.wmf]

	(а) 
[image: image95.wmf](

)

1

n

u

z


	(б) 
[image: image96.wmf](

)

2

n

u

z




Рис.6.
Зависимость относительной погрешности вычисления формы 
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-й моды 
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 симметричных волн от порядка теории 
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2.2. Формы распространяющихся нормальных мод на фазовой частоте 
[image: image100.wmf]ω=κ2

.
Второй характерной точкой на каждой дисперсионной ветви (рис.1), за исключением нулевой, является точка, соответствующая безразмерной фазовой частоте 
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. Для данного случая точное решение [13] имеет вид
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Продольным волнам 
(2.6)

 соответствуют значения волнового числа  GOTOBUTTON ZEqnNum845089  \* MERGEFORMAT , изгибным 
(2.7)

 – значения волнового числа  GOTOBUTTON ZEqnNum995145  \* MERGEFORMAT  Деформированное состояние, соответствующее (2.7)

, характеризуется нулевым изменением объема и деформацией поперечного сдвига (моды Ламе):
(2.6)

, 
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Рассмотрим далее описание продольных и изгибных нормальных волн в слое при значении фазовой частоты 
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 на основе теории N-го порядка. Определим собственные функции (1.4)

.(2.2)

 задачи 
На рис.7,8 показаны нормированные в соответствии с 
(1.8)

. Также, как и на частоте (2.2)

 задачи (2.7)

 и приближенного решения (2.6)

, (2.3)

 формы нормальных мод, вычисленные на основе точного решения  GOTOBUTTON ZEqnNum251258  \* MERGEFORMAT , с достаточно малой поточечной погрешностью, не превышающей 5%, вычисляются первые 5 функций как для 
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На рис.9,10 приведены зависимости погрешности по норме (2.5)

 мод продольных и изгибных нормальных волн, построенных на основе приближенных теорий различного порядка.
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Рис.7.
Формы продольных нормальных волн при 
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: сплошная линия - точное решение, «○» - теория 19 порядка.
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Рис.8.
Формы изгибных нормальных волн при 
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: сплошная линия - точное решение, «○» - теория 19 порядка.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В области 
[image: image117.wmf]k>bw

 наблюдается ухудшение сходимости дисперсионных кривых 
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 (рис.1-а), вычисленных на основе приближенного решения, по сравнению с областью 
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 для каждой ненулевой кривой 
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Рис.9.
Зависимость относительной погрешности 
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 вычисления формы 
[image: image134.wmf]n

-й моды продольных волн при 
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 от порядка теории 
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Рис.10.
Зависимость относительной погрешности 
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 вычисления формы 
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-й моды изгибных волн при 
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 от порядка теории 
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Как следует из таблиц 1,2, практическая сходимость, определяемая как 
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 достигается для 1…6 фазовых частот и скоростей при следующих порядках N:

Таблица 3.

	
[image: image146.wmf]n


	1
	2
	3
	4
	5
	6

	
[image: image147.wmf]N


	
[image: image148.wmf]*

k=k


	3
	5
	7
	8
	11
	13

	
	
[image: image149.wmf]0

k

®


	3
	4
	6
	7
	10
	12


В третьей графе таблицы приведены порядки теории, требуемые для сходимости решения по частотам запирания (
[image: image150.wmf]0
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). Сходимость при 
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 требует порядка в среднем на единицу выше.Сходимость форм нормальных мод, вычисляемых при 
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 на основе теории N-го порядка соотношениями 
(2.5)

, определяемая погрешностью (2.2)

 по норме  GOTOBUTTON ZEqnNum491009  \* MERGEFORMAT , наблюдается при следующих порядках теории:

Таблица 4.
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Погрешность вычисления форм нормальных мод 
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 при дальнейшем росте волнового числа на каждой дисперсионной кривой в диапазоне волновых чисел 
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 стабилизируется и имеет величину, незначительно превышающую погрешность 
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. Для мод Ламе (
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) получены следующие оценки:
Таблица 5.
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	Изгибные волны
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Полученные оценки могут быть применены для предварительной оценки порядка N приближенной теории, требуемого для описания кинематики в диапазоне средних длин волн при решении практических задач стационарной и нестационарной динамики конструкций различного назначения (авиационных, энергетических и др.) [19].
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