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Резюме

Выполнено уточнение известной модели Таканаяги, используемой для расчета эффективных упругих свойств дисперсно наполненных полимеров. При анализе одноосного напряженного состояния композита учитывается поперечное деформирование компонент. Получены расчетные зависимости эффективного модуля Юнга, модуля сдвига и предела прочности композита от объемной доли наполнителя. Проведено сопоставление данных зависимостей с результатами использования альтернативных расчетных методик на основе исходной (немодифицированной) модели Таканаяги, модели Мори-Танаки и трехфазной модели дисперсно-армированного композита.
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THE MODIFIED TAKANAYGA MODEL OF DEFORMATION
FOR DISPERSED-FILLED COMPOSITES
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SUMMARY
Modification of the known Takanayaga’s model used for calculation of effective elastic properties of dispersed-filled polymers is executed. At the analysis uniaxial stress state of a composite cross-section, the deformation a component is considered. Calculated dependences of the effective Young modulus, shear module and ultimate strength of a composite on a volume filler content are obtained. Comparison of these dependences with results of alternative calculation techniques based on initial (not modified) Takanayaga’s model, Mori-Tanaka’s models as well as three-phase model of the dispersion-reinforced composite is performed. 
Key words: dispersed-filled composites; Takanayaga’s model; effective elastic characteristics; ultimate strength
1. Введение
Дисперсно- и волоконно-армированные полимеры находят все более широкое практическое применение в различных областях техники. Однако в настоящее время отсутствует общепризнанная и универсальная расчетная методика, позволяющая прогнозировать эффективные механические характеристики этих материалов. Данное обстоятельство обусловлено разнообразием внутренней структуры, сложностью физико-химических процессов межфазного взаимодействия и нелинейностью деформирования компонент в наполненных полимерных композитах. При описании механических свойств конкретных материалов возникает необходимость в выборе наиболее адекватной из числа известных математических моделей деформирования гетерогенных материалов. Данный выбор определяется следующими критериями.

1) Расчетные оценки, полученные на основе математической модели, должны наилучшим образом соответствовать экспериментальным данным для рассматриваемого композита.

2) Модель должна учитывать характерные особенностей структуры и деформационного поведения данного композита.
3) При прочих равных условиях предпочтение следует отдать модели, основанной на более простом математическом описании.
Одна из наиболее простых расчетных методик, используемых при анализе механических свойств наполненных полимеров, основана на модели Таканаяги [1], в рамках которой удается учесть физическую нелинейность материала матрицы [2], присутствие межфазного слоя [3] и разрушение адгезионной связи «матрица-наполнитель» в процессе деформирования [4]. Однако допущения модели Таканаяги не позволяют обеспечить приемлемую точность расчетных оценок. Поэтому для прогнозирования механических свойств наполненных полимеров чаще используют более сложные модели структуры композита. В частности, широкое распространение получила трехфазная модель [5], а также модель Мори-Танаки [6]. Вместе с тем, по мнению авторов до настоящего времени не исчерпаны все возможности совершенствования модели Таканаяги. Актуальной представляется задача модификации классического варианта данной модели [3] с целью повышения точности расчетных оценок эффективных характеристик композита при сохранении присущих ей наглядности и простоты используемого математического аппарата.
2. Описание модели
Модель Таканаяги представляет собой куб с длиной ребра L, образованный материалом матрицы (рис.1), в центре которого располагается куб с длиной ребра a (a<L), образованный материалом наполнителя.
Если длину ребра большего куба принять за единицу (L=1), то длина a будет определяться объемной долей наполнителя (
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Для получения расчетной оценки эффективного модуля Юнга исследуемого композита рассматривается одноосное напряженное состояние составного куба.
В модели выделяют два параллельно соединенных упругих элемента I и II (см. рис.1). Элемент I образован включением и двумя фрагментами матрицы, расположенными непосредственно «над» и «под» включением. Осуществляя операции суммирования деформаций для последовательно соединенных упругих элементов и напряжений при их параллельном соединении, можно получить следующее соотношение для эффективного модуля Юнга композита
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Здесь Em, Ef – модули Юнга материалов матрицы и наполнителя соответственно. 
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Рис.1. Модель Таканаяги для двухфазного композита.

Модель Таканаяги позволяет получить расчетную оценку не только эффективного модуля Юнга, но и предела прочности композита при одноосном напряженном состоянии. Примем, что материал матрицы теряет прочность при достижении интенсивностью тензора деформаций (mu [7] критического значения 
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Здесь Gm – модуль сдвига материала матрицы; 
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 – предел прочности материала матрицы при одноосном напряженном состоянии. Для прогнозировании предела прочности композита 
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 необходимо определить значение осевого напряжения (, при котором интенсивность тензора деформаций во фрагменте матрицы «над» (или «под») включением достигнет 
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. После выполнения необходимых математических преобразований получим
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Здесь величина Ek определяется в соответствии с (2).
В рамках описанного варианта модели Таканаяги не учитывается поперечное деформирование компонент композита. Анализ данного фактора позволит расширить возможности модели и повысить точность получаемых на ее основе расчетных оценок. В частности, характеризация упругих свойств композита подразумевает определение не только эффективного модуля Юнга Ek, но и коэффициента Пуассона (к. При вычислении коэффициента (к сначала определим условный коэффициент поперечной деформации элемента I модели (I (см. рис.1). Для этого усредним «по высоте» поперечные деформации включения и фрагмента матрицы, входящих в элемент I. Тогда для величины (I получим
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Затем определим эффективный коэффициент Пуассона композита путем усреднения поперечной деформации элементов I и II (см. рис.1)
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Зависимости (5) и (6) совпадают с полученными в работе [8].

Для уточнения расчетной оценки эффективного модуля Юнга Ek призматический элемент I модели Таканаяги (см. рис.1) заменим цилиндрическим. При макроскопически одноосном напряженном состоянии рассматриваемого композита осевое напряжение в обоих компонентах элемента I одинаково (zzm=(zzf=(zzI. Принимаемое в рамках модели Таканаяги допущение об однородности распределения напряженно-деформированного состояния приводит к условию равенства поперечных (радиальных) деформаций в компонентах элемента I (rrm=(rrf. Кроме того, при одноосном напряженном состоянии композита равна нулю поперечная (нормальная к вертикальной оси элемента I) сила, действующая на составной куб (рис.1). Следовательно, для цилиндрического элемента I не зависимо от направления в горизонтальной плоскости должно быть равно нулю суммарное (интегральное) по высоте элемента радиальное напряжение. Учитывая допущение об однородности напряженно-деформированного состояния в каждой из компонент элемента I, данное условие можно сформулировать в виде уравнения
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Последнее равенство совместно с условием (rrm=(rrf позволяет выразить радиальные напряжения (rrm и (rrf через осевое напряжение (zzI. Зная компоненты тензора напряжений, определим макроскопическую осевую деформацию для элемента I. Данная деформация задается как отношение осевого удлинения элемента к его высоте 
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) элемента I, для макроскопической деформации получим
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В последнем уравнении учтено, что для компонент элемента I отличны от нуля только радиальная и осевая составляющие тензора напряжений. После выполнения необходимых математических преобразований для величины условного модуля Юнга элемента I получим
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(7)
Затем определим эффективный модуль Юнга композита
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Если условие однородности поперечной деформации в элементе I ((rrm=(rrf) использовать не только при расчете эффективного модуля Юнга, но и для прогнозирования коэффициента Пуассона композита, то величина условного коэффициента поперечной деформации (I в формуле (6) будет определяться следующим выражением
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(9)
При прогнозировании предела текучести композита будем использовать выражение (4), полученное в рамках исходной (не модифицированной) модели Таканаяги. Но эффективный модуль Ek в данном уравнении следует вычислять по формулам (7) и (8).

3. Сопоставление расчетных оценок

Сопоставим результаты использования полученных выражений с расчетными оценками на основе указанных выше более сложных моделей. Наиболее достоверный прогноз упругих свойств композита, содержащего сферические включения, обеспечивается в рамках трехфазной модели [5]. Эта модель подразумевает использование точных решений теории упругости и позволяет описать напряженно-деформированное состояние включения и приграничного объема матрицы при произвольном нагружении композита [9]. Кроме того, для расчета эффективных упругих свойств наполненных полимеров часто используется модель Мори-Танаки [6], в рамках которой определяется тензор Эшелби для изотропного упругого пространства и тензоры концентраций деформации для включения и матрицы. Получаемые при этом расчетные оценки свойств композита уступают в точности результатам использования трехфазной модели.

На рис.2 приведены расчетные зависимости относительного модуля Юнга дисперсно наполненного композита от объемной доли наполнителя, полученные на основе обсуждаемых моделей.
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Рис.2.
Зависимость относительного модуля Юнга композита от объемной доли наполнителя. Кривая 1 – использование трехфазной модели; кривая 2 – модель Мори-Танаки; кривая 3 – соотношения (7) и (8); кривая 4 – соотношение (2).

В большинстве дисперсно-наполненных полимеров жесткость материала наполнителя существенно (на два порядка и более) превышает жесткость материала матрицы. Кроме того, материал полимерной матрицы по своим упругим свойствам близок к несжимаемому. В связи с этим при построении расчетных зависимостей были выбраны следующие значения характеристик компонент композита: Ef=100Em; νf=0,3; νf=0,48. Ранее было отмечено, что результаты использования трехфазной модели можно рассматривать как наиболее точный прогноз упругих свойств композита. Для количественной оценки точности расчетных значений данной эффективной характеристики y (y=Ek, Gk, (kcr,…) исследуемого композита, полученных на основе упрощенной модели (модели Мори-Танаки или усовершенствованной модели Таканаяги), будем использовать среднюю относительную погрешность (yi. Индекс i обозначает модель, точность которой оценивается: i=mt соответствует модели Мори-Танаки, а i=ta – усовершенствованной модели Таканаяги. Величина (yi для заданного диапазона значений объемной доли наполнителя от (min до (max вычисляется по формуле


[image: image21.wmf]ò

j

j

j

j

j

-

j

j

-

j

=

e

max

min

)

(

)

(

)

(

%

100

3

3

min

max

d

y

y

y

f

f

i

i

y

.

Здесь yi(() – расчетная зависимость эффективной характеристики y от объемной доли наполнителя, полученная на основе i-ой упрощенной модели; y3f(() – расчетная зависимость эффективной характеристики y от объемной доли наполнителя, полученная на основе трехфазной модели. В дальнейшем будем считать, что при (yi<5% результаты использования i-ой модели при расчете характеристики y с приемлемой точностью соответствуют данным, полученным на основе трехфазной модели.
Анализ кривых на рис.2 позволяет сделать следующие выводы:
1. При малой объемной доле наполнителя модель Мори-Танаки обеспечивает приемлемую точность расчетного определения эффективного модуля Юнга композита. В диапазоне (<0,2 средняя относительная погрешность 
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 составляет 1,4%. Однако при (>0,2 использование данной модели приводит к заниженной оценке величины Ek. Для диапазона ( от 0 до 0,4 погрешность 
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 составляет 7,4%.
2. Соотношение (2) не позволяет с приемлемой точностью прогнозировать модуль Юнга композита. В диапазоне объемной доли (<0,4 результаты использования данного соотношения оказываются значительно ниже оценок, полученных на основе более точных расчетных методик.
3. Для рассматриваемого примера соотношения (7) и (8) обеспечивают более точные, чем при использовании модели Мори-Танаки, расчетные оценки модуля Юнга Ek. В диапазоне объемной доли наполнителя 0<(<0,4 относительная погрешность 
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 для усовершенствованной модели Таканаяги составляет 2,5%.
Аналогично сопоставим результаты использования различных расчетных методик для прогнозирования эффективного модуля сдвига композита (рис.3).
При получении зависимостей на рис.3 учтено, что модуль Юнга, модуль сдвига и коэффициент Пуассона дисперсно наполненного макроскопически изотропного композита связаны соотношением
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Зависимости на рис.3 свидетельствуют о том, что соотношения (5)-(8) обеспечивают более точный прогноз модуля сдвига композита, чем при использовании модели Мори-Танаки или соотношений (2), (5), (6), (10). Для рассматриваемого диапазона ( от 0 до 0,4 получено – 
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=7,5%. Расчет условного коэффициента поперечной деформации элемента I по формуле (9) приводит к завышенной оценке модуля сдвига.
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Рис.3.
Зависимость относительного модуля сдвига композита от объемной доли наполнителя. Кривая 1 – использование трехфазной модели; кривая 2 – модель Мори-Танаки; кривая 3 – соотношения (5)-(8) и (10); кривая 4 – соотношения (2), (5), (6), (10); кривая 5 – соотношения (6)-(10); .
При сопоставлении расчетных оценок предела прочности композита необходимо учитывать следующие обстоятельства.

1. Статистический подход, использованный в рамках модели Мори-Танаки, подразумевает усреднение по объему напряжений и деформаций. Данное обстоятельство не позволяет получить достаточно точную оценку концентрации деформаций и, следовательно, предела прочности композита. Для устранения этого недостатка используем преобразования модели Мори-Танаки, описанные в работе [10]. При этом для относительного предела прочности получим
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Здесь величина Gk определяется в рамках традиционной модели Мори-Танаки [6].
2. Использование точных решений задачи теории упругости позволяет установить распределение напряжений и деформаций в каждой компоненте трехфазной модели. Существенная неоднородность распределения деформаций в матрице обуславливает необходимость конкретизации критерия прочности композита. А именно: требуется задать координаты точки, в которой интенсивность тензора деформаций должна достигнуть значения 
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. При этом основным критерием выбора такой точки является соответствие расчетных оценок экспериментальным данным. В рамках настоящей работы в качестве критерия прочности композита при одноосном напряженном состоянии выберем условие достижения интенсивностью тензора деформаций значения 
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 в центре прослойки матрицы по направлению нагружения. Правомерность такого выбора подтверждается, в частности, результатами численного моделирования, приведенными в работе [11].
Полученные с учетом отмеченных особенностей расчетные зависимости относительного прела прочности рассматриваемого композита от объемной доли наполнителя представлены на рис.4.
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Рис.4.
Зависимость относительного предела прочности композита от объемной доли наполнителя. Кривая 1 – использование трехфазной модели; кривая 2 – модель Мори-Танаки согласно соотношению (11); кривая 3 –соотношения (4), (7) и (8); кривая 4 – соотношения (2) и (4).
Можно отметить, что при использовании соотношений (2) и (4) оценка предела прочности оказывается заниженной. Если модуль Юнга композита в (4) определять по формулам (7) и (8), то точность прогноза прочности существенно повышается. Приведенные на рис.4 зависимости свидетельствуют о том, что использование рассмотренных упрощенных моделей (модель Мори-Танаки и усовершенствованная модель Таканаяги) для расчета предела прочности композита правомерно только при объемной доле наполнителя менее 0,2. В данном диапазоне предпочтение следует отдать предложенному в настоящей работе варианту модели Таканаяги. Так как условие 
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Таким образом, в рамках усовершенствованной модели Таканаяги для определения эффективного модуля Юнга композита следует использовать соотношения (7) и (8), для определения коэффициента Пуассона – соотношения (5) и (6), а для предела прочности – формулу (4) с учетом (7) и (8). Получаемые при этом расчетные оценки упругих характеристик композита могут быть признаны приемлемыми для объемной доли наполнителя менее 0,4, а оценки предела прочности – при ((0,2.
4. Заключение

Показано, что предложенные модификации модели Таканаяги позволяют существенно уточнить получаемые на ее основе расчетные оценки эффективных упругих характеристик и предела прочности композита. Для рассмотренного расчетного примера результаты использования усовершенствованной модели Таканаяги при расчете деформационных свойств композита в диапазоне объемной доли наполнителя менее 0,4 близки к прогнозным значениям, полученным в рамках более сложной трехфазной модели. Оценки предела прочности соответствуют результатам использования трехфазной модели при объемной доле менее 0,2.
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		0.01		1.029		1.013		0.02		1.049		1.049		1.101

		0.02		1.056		1.027		0.04		1.1		1.099		1.151

		0.03		1.083		1.043		0.06		1.155		1.153		1.197

		0.04		1.111		1.06		0.08		1.212		1.207		1.241

		0.05		1.139		1.078		0.1		1.274		1.265		1.285

		0.06		1.169		1.097		0.12		1.342		1.324		1.33

		0.07		1.2		1.117		0.14		1.413		1.387		1.375

		0.08		1.231		1.138		0.16		1.491		1.453		1.421

		0.09		1.264		1.161		0.18		1.577		1.521		1.468

		0.1		1.298		1.184		0.2		1.671		1.593		1.516

		0.11		1.333		1.208		0.22		1.775		1.669		1.566

		0.12		1.369		1.233		0.24		1.887		1.748		1.617

		0.13		1.407		1.259		0.26		2.013		1.833		1.669

		0.14		1.445		1.286		0.28		2.152		1.92		1.723

		0.15		1.485		1.314		0.3		2.306		2.013		1.778

		0.16		1.526		1.343		0.32		2.477		2.111		1.835

		0.17		1.569		1.374		0.34		2.669		2.216		1.894

		0.18		1.613		1.405		0.36		2.883		2.326		1.955

		0.19		1.658		1.438		0.38		3.122		2.443		2.017

		0.2		1.705		1.472		0.4		3.389		2.569		2.082

		0.21		1.753		1.507								2.149

		0.22		1.803		1.543								2.217

		0.23		1.854		1.581								2.288

		0.24		1.907		1.619								2.361

		0.25		1.962		1.66								2.437

		0.26		2.018		1.702				Ef		100		2.515

		0.27		2.077		1.745				pf		0.3		2.595

		0.28		2.137		1.79				pm		0.48		2.678

		0.29		2.199		1.836								2.764

		0.3		2.263		1.884								2.853

		0.31		2.33		1.934								2.944

		0.32		2.398		1.985								3.039

		0.33		2.469		2.038								3.137

		0.34		2.542		2.094								3.239

		0.35		2.618		2.151								3.343

		0.36		2.697		2.21								3.452

		0.37		2.778		2.272								3.564

		0.38		2.862		2.335								3.681

		0.39		2.949		2.402								3.801

		0.4		3.039		2.47								3.926
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