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РЕЗЮМЕ

В настоящей работе изучается проблема разрешимости краевой задачи, возникающей при моделировании адгезионных взаимодействий в механике деформируемых тел. Рассматривается модельная краевая задача для уравнения Лапласа внутри круга 
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, на границе которого задается граничное условие специального вида. Исследуются условия разрешимости задачи в классе регулярных гармонических функций внутри области 
[image: image2.wmf]D

, принадлежащих классу функций 
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 в замыкании круга. Устанавливаются условия существования решений, определяется их структура. Найдено условие регуляризации решений, которое представляется важным для приложений.
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SUMMARY

In this paper we study the problem of solvability of the boundary value problem arising in modeling of adhesive interactions in the mechanics of deformable bodies. A model boundary value problem for the Laplace equation in the circle D, on the border of which the given boundary conditions of a special type is considered. The conditions for the solvability in the class of regular harmonic functions in the area D belonging to the class of functions 
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 in the locking of the circle are studied. We establish conditions for the existence of solutions and determine their structure. The condition of the regularization of solutions, which is important for applications, is established.

Key words: adhesion; Laplace equation; the boundary function; the solvability condition; eigenfunction expansion; uniform convergence of series

ВВЕДЕНИЕ
В настоящей работе рассматривается специальная краевая задача для уравнения Лапласа в круге, имеющая важные приложения в механике. Эта задача непосредственно связана с моделированием адгезионных свойств твердых деформируемых тел. Интерес к моделированию  адгезии существенно возрос в последнее два десятилетия, так как моделирование поверхностных свойств в средах с развитой микроструктурой позволяет значительно уточнить прогноз их свойств. Например, свойства наполненных композитов с очень малыми микро и нано - размерными включениями, для которых плотность границ контакта различных фаз композитного материала весьма велика, в значительной степени определяется именно свойствами поверхности контакта. Более того, поверхностные свойства твердых тел могут изменяться в широких пределах при использовании так называемых технологических процессов функционализации включений. Учет адгезионных свойств, таким образом, представляет большой прикладной интерес. В математическом отношении учет свойств поверхности деформируемых тел приводит к неклассическим краевым задачам специального вида. 

Континуальные модели, учитывающие поверхностные свойства контактируемых деформируемых сред впервые были предложены в работах Гуртина и Мурдоха [1-3]. При этом контактные условия для скачка нормальных напряжений на поверхности контакта были сформулированы в виде закона Лапласа-Янга, а определяющие соотношения для поверхностных напряжений имели форму уравнений закона Гука, записанных для деформаций, определенных на поверхности. Фактически именно законом Гука, сформулированным на поверхности тела, задавалась модели адгезионных взаимодействий. В дальнейшем была предложена более общая форма контактных взаимодействий, когда адгезионные свойства поверхностей деформируемых сред учитывались при формулировке и условий контакта и для нормальных и для касательных напряжений [4,5]. Обобщенная модель Янга-Лапласа использовалась для решения ряда прикладных задач, особенно при моделировании  эффективных свойств дисперсно- армированных композитов [6-11].  

Вариационная модель адгезионных взаимодействий твердых деформируемых сред была сформулирована в работах [12-13]. Показано, что в общем случае плотность потенциальной энергии поверхности для линейной постановки определяется квадратичной формой 
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), а тензор модулей упругости поверхностных свойств 
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 имеет следующий вид
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где 
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 - адгезионные модули, 
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 - компоненты вектора нормали к поверхности тела, а 
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 - плоский тензор Кронекера, определенный на поверхности с нормалью 
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Вариацию потенциальной энергии поверхности можно также представить в виде 
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 - тензор поверхностных напряжений, определяемый собственными свойствами поверхности, (
[image: image19.wmf]ijijmnmn
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). Такая вариационная модель адгезии является обобщением модели Янга Лапласа, и позволяет моделировать многие известные поверхностные эффекты (капиллярность, смачиваемость, поверхностное натяжение и пр.). Нетрудно проверить, что вариационная формулировка, учитывающая адгезионные свойства, приводит к неклассической краевой задаче с разрешающим оператором Ламе. Эта краевая задача формулируется относительно вектора перемещений и приводит к появлению в естественных статических краевых условиях вторых производных от перемещений по касательным координатам, определенным на поверхности тела. Подобная ситуация возникает и при использовании более частной модели Янга-Лапласа.
Несмотря на то, что континуальные модели адгезии все более широко используются для уточненного моделирования деформации однородных и неоднородных материалов, условия существования решения неклассических краевых задач, возникающих при моделировании свойств поверхности, к настоящему времени не установлены. Тем не менее, исследование прикладных тестовых задач показало, что решения подобных задач не всегда существуют. Поэтому проблема определения условий существования решений представляется весьма важной. Авторам известна только одна работа [14], в которой изучаются условия существования решения гармонического уравнения (модельная задача теории упругости с учетом адгезии в плоской постановке), с граничным условием, содержащим вторые производные по контурной координате от искомой функции двух координат.
Рассмотрим 
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 тензор напряжений, определенный в точке тела на поверхности с нормалью 
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. Нормальное давление в рассматриваемой точке поверхности определяется величиной 
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Пусть теперь на поверхности имеет место трение, которое задается следующим равенством: 
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 - тензор коэффициентов трения, 
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 - поверхностные напряжения, определенные трением, 
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 - величина давления в точке с нормалью 
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. Рассмотрим вариационную форму, соответствующую адгезии на поверхности. Она будет иметь вид 
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 - тензор деформации, определенный на поверхности, который определяется через касательные производные вектора перемещений в рассматриваемой точке. Напомним, что тензор 
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 является тензором поверхностных усилий, связанным с собственными свойствами поверхности (например, с поверхностным натяжением). В той части поверхности, где имеет место трение, в вариационном уравнении появляются слагаемые вида 
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. Учтем определяющее соотношение для нормального давления 
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, содержащее нормальные производные от перемещений. Тогда вариационная формулировка дает естественные граничные условия, в которых, в результате интегрирования по частям выражения 
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, (интеграл берется по поверхности тела 
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), появятся смешанные производные, содержащие нормальные и касательные производные.  

Рассмотрим, в частности, модель упругой среды, несжимаемой в направлении одной из координат, например, в направлении оси 
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. Перемещения в таком теле определяются одной компонентой перемещений 
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. Дифференциальное уравнение равновесия (проекция усилий на ось 
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), записанное относительно перемещения 
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Здесь 
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 модуль упругости в направлении координаты 
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 и модуль сдвига. Нормальные и касательные напряжения записываются следующим образом 
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. Напряжения 
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 могут быть найдены по касательным напряжениям в результате интегрирования второго уравнения равновесия (проекция на ось 
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). Рассмотрим граничное условие на поверхности с нормалью, совпадающей с осью 
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. В рассматриваемой постановке граничное условие содержит следующее слагаемое, связанное с трением 
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 - коэффициент трения. Таким образом, на границе с нормалью, совпадающей с осью 
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, граничное условие имеет следующий общий вид
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где 
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 - модуль упругости в направлении координаты 
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 - модуль адгезионных свойств, 
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 - коэффициент трения, 
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 - усилие, заданное на поверхности.

Аналогичный пример может быть представлен и для плоской задачи в полярных координатах, для круга. В дальнейшем мы рассмотрим модельную неклассическую краевую задачу, соответствующую обобщенной модели адгезии, и исследуем условия существования  ее регулярного решения.
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРЕМЫ
О РАЗРЕШИМОСТИ ПОСТАВЛЕННОЙ ЗАДАЧИ
В двумерной области 
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, рассматривается следующая краевая задача для уравнения Лапласа
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где 
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 и 
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 - некоторые вещественные константы.
Решение задачи (1)-(2) ищется в классе 
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. Заметим, что краевая задача для уравнения Лапласа (1)-(2) не является классической, так как краевое условие (2) не является ни одним из условий первого, второго или третьего родов, которые традиционно рассматриваются в математической физике при изучении граничных задач для уравнения Лапласа [15].
Далее сформулируем и докажем теорему о разрешимости поставленной задачи (1)-(2) в зависимости от значений действительных параметров 
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.
Теорема. 1) Необходимым условием разрешимости краевой задачи (1)-(2) является выполнение следующих требований, накладываемых на граничную функцию 
[image: image66.wmf]()

ff

q

=



[image: image67.wmf]2

2,

0

()0,(0)(2),()(0,2),01.

fdfffC

p

d

qqpqpd

==Î<<

ò



(3)

В зависимости от соотношения между действительными параметрами 
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 имеют место также следующие утверждения
2) Случай 
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, то помимо выполнения условий (3) необходимо потребовать, чтобы имели место следующие равенства
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(4)

Решение задачи (1)-(2) в таком случае представимо, причем единственным образом в виде следующего тригонометрического ряда
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где коэффициенты 
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2.б) Если для любого натурального числа 
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, то решение задачи (1)-(2) представимо, причем единственным образом, в виде следующего тригонометрического ряда
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где коэффициент 
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 является произвольным действительным числом.

2) В общем случае, когда 
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, решение задачи (1)-(2) также представимо, причем единственным образом, в виде следующего тригонометрического ряда
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где коэффициент 
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 является произвольным действительным числом, а коэффициенты Фурье 
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 будут определены далее в ходе доказательства сформулированной теоремы.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СФОРМУЛИРОВАННОЙ ТЕОРЕМЫ
Предварительно заметим, что в простейшем случае 
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 поставленная выше краевая задача (1)-(2) является внутренней задачей Неймана для уравнения Лапласа, необходимым условием разрешимости которой, как известно [4], является требование
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Несложно показать, что условие разрешимости задачи Неймана (8) остается необходимым и в случае 
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Для возможности разложения решения поставленной задачи (1)-(2) в ряд Фурье и равномерной сходимости этого ряда, мы требуем, как указано в (3), выполнения естественного условия периодичности 
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С учетом этого из граничного условия (2) немедленно следует, что

[image: image90.wmf]1,01,2

rrrr

rr

uuuuuu

qqqqqq

qqp

abab

====

++=++

.




(9)

Вычитая из левой части равенства (9) правую часть, в случае 
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Далее заметим, что в силу граничного условия (2) имеем, что
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Здесь следует напомнить, что интеграл
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вследствие универсального свойства гармонических функций, в силу которого интеграл от нормальной производной гармонической функции, взятый по замкнутой поверхности, ограничивающей область гармоничности, равен нулю [15] (прим.: на границе рассматриваемой области 
[image: image95.wmf]D

 производная по внешней нормали 
[image: image96.wmf]..
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Таким образом, нами показано, что условие (8) является необходимым условием разрешимости краевой задачи (1)-(2) и в общем случае, когда 
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1) Рассмотрим вначале первый случай 
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. Здесь граничное условие (2) имеет вид
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Известно [4], что гармоническая в круге 
[image: image101.wmf]D

 функция 
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 может быть представлена в виде тригонометрического ряда
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Тогда на границе при 
[image: image104.wmf]1

r

=

 на основании условия (12) имеем следующее соотношение
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Разложим граничную функцию 
[image: image106.wmf]()
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 в тригонометрический ряд Фурье на сегменте 
[image: image107.wmf][0,2]
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, заметив при этом, что нулевой коэффициент в этом разложении 
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 в силу выполнения условия разрешимости (11). Итак, имеем, что
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где Фурье коэффициенты тригонометрического ряда (15) определяются как
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Таким образом, на основании (14) и (15) приходим к простой системе алгебраических уравнений
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где 
[image: image113.wmf]1
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Из (16) немедленно имеем, что
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Рассмотрим далее два случая
а) пусть 
[image: image115.wmf]1
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[image: image116.wmf]0

mm

AB

==

 и, как результат этого, мы имеем следующее представление решения краевой задачи (1)-(2) в виде
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В представлении (18) коэффициенты 
[image: image118.wmf]0
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 являются произвольными действительными числами.

Таким образом, требование равенства нулю коэффициентов Фурье 
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 представления граничной функции также является необходимым условием разрешимости краевой задачи (1)-(2) в рассматриваемом случае.
б) пусть теперь для 
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. В этом случае решение краевой задачи (1)-(2) представимо в виде
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где 
[image: image123.wmf]n
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 и 
[image: image124.wmf]n
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 - соответствующие Фурье коэффициенты разложения граничной функции 
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 в тригонометрический ряд.

Здесь, как видно, решение (19) определено с точностью до произвольной вещественной константы 
[image: image126.wmf]0
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2) Перейдем теперь к рассмотрению второго (наиболее) общего случая, когда про коэффициенты из граничного условия (2) известно, что 
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Запишем граничное условие (2) в следующем виде (при 
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Далее преобразуем соотношение (20) к виду
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Таким образом, имеем систему простых линейных алгебраических уравнений для определения Фурье коэффициентов решения 
[image: image131.wmf]n
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 и 
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справедливую при 
[image: image134.wmf]n
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Заметим, что алгебраическая система уравнений (22), неизвестными в которой являются Фурье коэффициенты 
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a

 и 
[image: image136.wmf]n

b

, совместна при 
[image: image137.wmf]n

"ÎN

, так как ее определитель 
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 (здесь приняты обозначения: 
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) при выполнении условия 
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 не обращается в нуль ни при каком натуральном значении 
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 (несложно видеть, что определитель 
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 при одновременном выполнении одного из условий: 
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, а оба этих случая уже рассмотрены нами ранее).

Итак, решение системы (22) дается следующими равенствами
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Окончательно имеем, что решение краевой задачи (1)-(2) в рассматриваемом здесь случае представимо в виде следующего тригонометрического ряда
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Фурье коэффициенты которого при 
[image: image150.wmf]1
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 определяются равенствами (23), а коэффициент 
[image: image151.wmf]0
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, вообще говоря, произволен (т.е. решение краевой задачи (1)-(2) определено с точностью до произвольной вещественной константы).
Далее изучим вопрос о принадлежности полученного решения 
[image: image152.wmf](,)

uur

q

=

 классу 
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 (т.е. внутри области 
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) функциональный ряд, представляющий решение, а также ряды, представляющие вторые производные решения, полученные в результате его формального дифференцирования, сходятся равномерно внутри области 
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 в силу присутствия в соответствующих коэффициентах Фурье множителя вида 
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Рассмотрим теперь характер поведения решения на границе области 
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, т.е. в точке 
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. Здесь для равномерной сходимости, как самого функционального ряда, так и его вторых производных, достаточно потребовать, чтобы граничная функция 
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Действительно, в этом случае будут выполнены следующие асимптотики для коэффициентов Фурье из разложения граничной функции 
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что, в конечном счете, и обеспечивает как равномерную сходимость ряда (24), представляющего решение, так и рядов, полученных из него в результате формального дифференцирования и представляющих его вторые производные.
Отметим здесь, что условие принадлежности граничной функции функциональному классу 
[image: image165.wmf]2,
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 является вполне естественным в силу самой постановки краевой задачи (1)-(2). Таким образом, сформулированная ранее теорема полностью доказана.
3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе установлены условия существования регулярного решения неклассической краевой задачи (1),(2), которые позволяют определить решение в явной форме в виде разложений в ряды Фурье. Для всех рассмотренных случаев указывается и общее решение. Изучено поведение решения на границе области. Показано, что в случае, когда в граничном условии (2) 
[image: image166.wmf]0
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 задача всегда имеет регулярное решение. Этот факт представляется важным с практической точки зрения, так как введение такого фиктивного «сухого трения» позволяет осуществить регуляризацию решения рассматриваемой задачи. 
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