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резюме

Обсуждается использование существующих методов механики для прочностного анализа конструкций из дисперсно-армированных материалов и показаны преимущества многоуровневого подхода к решению прикладных задач. Рассмотрены возможности модификации модели Таканаяги (учет межфазного слоя, использование методики «составного включения») с целью более полного описания упругопластических свойств дисперсно-армированных композитов. На основе модифицированной модели разработан метод определения эффективных упругих характеристик (модуля Юнга, коэффициента Пуассона) и предела текучести дисперсно-наполненных композитов. Получены зависимости указанных параметров от объемного содержания наполнителя. Проведено сопоставление результатов использования разработанной методики с расчетными оценками, полученными на основе четырехфазной модели и классического (немодифицированного) варианта модели Таканаяги.
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THE MODIFIED TAKANAYGA’S MODEL OF DISPERSED-FILLED COMPOSITES DEFORMATION. PART 2. DETERMINATION OF ELASTIC MODULI AND YJELD LIMIT WITH TAKING INTO ACCOUNT THE INTERFACE LAYER
Shilko S.V., Chernous D.A.
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Gomel, Belarus

SUMMARY
The utilization of existing methods of mechanics for strength analysis of the structures made of dispersed-reinforced materials is considered and advantages of the multilevel approach to the solution of applied problems are discussed. Possibilities of modification of Takanayaga’s model (taking into account an interphase layer and using of “compound inclusion” technique) for the purpose of thorough description of elastic and plastic properties of the disperse-reinforced composites are considered. In frame of the modified model, the method
of determination of effective elastic characteristics (Young modulus, Poisson’s ratio) and
an yield limit of the materials filled by disperse particles is developed. Dependences of the specified parameters on the volume content of filler are obtained. The comparison of developed technique results with estimates, calculated by use of four-phase model as well as classic
(not modified) variant of Takanayaga’s model, is performed. 
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1. введение
Для анализа напряженно-деформированного состояния изделий сложной формы из однородных материалов широко используют пространственную дискретизацию конструкции конечными и граничными элементами. Вместе с тем, в последние годы широкое применение в технике получили дисперсно-армированные композиты, что обусловлено их технологичностью
и возможностью обеспечения ряда физико-механических показателей [1,2].
Однако детальный анализ напряженно-деформированного состояния конструкции из подобных неоднородных материалов путем сквозной дискретизации на уровне фазового состава приводит к резкому увеличению числа конечных элементов и трудоемкости вычислений, что отмечено, в частности,
в [3]. По этой причине применение указанных методов в механике композитов пока ограничено моделированием небольших фрагментов реальной структуры либо расчетом конструкции исходя из усредненных деформационных характеристик. Это препятствует также решению обратной задачи
по оптимизации состава материала, исходя из геометрии, условий нагружения
и критериев работоспособности изделия.
С другой стороны, из-за большого числа возможных комбинаций составов дисперсно-армированных композитов, экспериментальное получение модулей упругости, характеристик вязкости, пределов текучести и прочности, параметров скоростной чувствительности и т.д. является дорогостоящей и длительной процедурой. Таким образом, остается актуальным расчетное определение механических характеристик рассматриваемых материалов для различных видов и объемных соотношений матричного и армирующего компонентов.
В этой связи необходима разработка комплексных методов расчета, сочетающих возможности численных и аналитических решений. К последним относятся представления механики композитов в виде структурных моделей «включение – межфазный слой – матрица». Возможности указанных идеализаций (в частности, модели Таканаяги) далеко не исчерпаны и представляет интерес
их модификация, направленная на повышение точности прогнозирования обобщенных механических характеристик. Данной теме посвящена настоящая публикация, являющаяся продолжением исследования, описанного в работе [4].
2. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Необходимость рассмотрения композита в виде сложной многоуровневой структуры с учетом взаимодействия структурных уровней высказывалась рядом известных специалистов в области механики [5-9], в т.ч. физической мезомеханики материалов, основы которой были заложены в работах [8,9]. 

Следуя этой фундаментальной идее, по нашему мнению [10], целесообразно разграничить этапы исследования композитной конструкции в целом
(на макроскопическом уровне); на микроскопическом уровне (в масштабе структурной  единицы  композиционного материала,  состоящей  из  отдельного
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Рис.1. Трехуровневая процедура расчета композитной конструкции.
армирующего включения, межфазного слоя и прилегающей матричной фазы)
и на мезоскопическом (промежуточном) уровне. Нужно заметить, что условием отнесения к мезоскопическому уровню, очевидно, является не абсолютные размеры изучаемого фрагмента материала, а главным образом возможность
его диагностики и идентификации существующими экспериментальными
и теоретическими методами.

Анализ литературы по механике дисперсно-армированных микро-
и нанокомпозитов [11-38], включая наиболее доступные русскоязычные источники [11-19], показывает, что вычисление искомых обобщенных механических характеристик возможно на основе компактных аналитических зависимостей, полученных на основе представлений теории упругости квазиоднородной среды. Это позволяет преодолеть трудности отмеченной выше объемной дискретизации структуры конечными элементами.
Рассматриваемый подход проиллюстрируем трехуровневой процедурой расчета композитной панели пола (рис.1). На 1-м (микроскопическом) уровне производится схематизация минимального характерного фрагмента реальной структуры материала в виде структурного элемента (ячейки периодичности). Записываются определяющие соотношения для эффективных деформационно-прочностных характеристик композита, учитывающие упругие, пластические
и вязкие свойства компонентов, форму и положение армирующего включения, параметры межфазного слоя, микродефекты и т.д.
На 2-м (мезоскопическом) уровне моделируется фрагмент композита относительно простой формы (например, в виде стандартного образца материала для механических испытаний). Производится сопоставление результатов реальных и виртуальных механических испытаний образца определенного состава. Верификация модели позволяет минимизировать погрешности, обусловленные приближенным заданием модулей упругости компонентов, идеализацией структуры, допущениями о характере деформирования и т.д.
Определенные таким образом эффективные характеристики используются в качестве исходных данных последующего прочностного расчета на 3-м масштабном уровне с учетом реальной геометрии и характера нагружения конструкции (рис.1). После этого могут быть сформулированы рекомендации по оптимальному выбору состава композита и геометрии конструкции, исходя из деформационно-прочностных требований к изделию.
3. РАСЧЕТ ЭФФЕКТИВНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК
Более подробно рассмотрим этап микромеханического анализа по расчету эффективных характеристик дисперсно-армированных композитов. Одна
из наиболее достоверных методик микромеханического анализа, основанная
на трехфазной модели (не учитывающей межфазный слой) [14], обеспечивает приемлемые расчетные оценки упругих свойств дисперсно- и волоконно-армированных композитов, когда межфазным слоем можно пренебречь.
В трёхфазной модели используются точные решения уравнений теории упругости, что затрудняет её применение для описания физически нелинейных материалов.
При расчете эффективных характеристик композитов, содержащих включения в виде коротких волокон, эллипсоидальных частиц, игл и пр., используется модель Мори-Танаки [20], в рамках которой определяются тензор Эшелби и тензор концентраций деформации для однородного упругого пространства. Расчетные методики, основанные на модели Мори-Танаки, например, [21-23], подразумевают усреднение параметров напряженно-деформированного состояния по поверхности включения. В связи с этим, оценки предела текучести наполненного полимера, полученные с использование данных методик, оказываются существенно завышенными. Наиболее простая
из известных методик расчета эффективных свойств композитов основана на модели Таканаяги [1]. Она учитывает присутствие в композите межфазного слоя и описывает физически нелинейное деформирование композита [2]. Однако сделанные допущения приводят к заниженным значениям модулей упругости [39].
Ранее [4] авторами была предложена модификация классического варианта модели Таканаяги, состоящая в учете поперечного деформирования элементов модели при описании одноосного напряженного состояния композита.
Это позволило повысить точность расчетных оценок эффективного модуля упругости и предела текучести. Однако в работе [4] не изучены возможности предложенной модификации для описания деформирования композита с учетом межфазного слоя.
4. Модель двухкомпонентного композита
Модель Таканаяги двухкомпонентного композита, наполненного частицами, изображена на рис.2. Она представляет собой куб с длиной ребра l, образованный матричным материалом и содержащий в центре куб с длиной ребра a (a < l). Внутренний куб образован материалом наполнителя.
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Рис.2. Модель Таканаяги для двухкомпонентного композита.

Если принять l = 1, то размер a будет определяться объемной долей наполнителя c
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При описании одноосного напряженного состояния композита выделяют два параллельно соединенных элемента I и II (см. рис.2). Элемент I имеет площадь поперечного сечения SI = a2 и состоит из последовательно соединенных частицы наполнителя и фрагментов матрицы, расположенных непосредственно «над»
и «под» включением. Элемент II имеет площадь поперечного сечения SII = 1 – a2
и образован материалом матрицы.
Рассматривая последовательное и параллельное соединение упругих элементов, можно получить следующие соотношения для эффективных значений модуля Юнга Ek и коэффициента Пуассона (k композита [2]
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(3)

Здесь Ef, Em – модуль Юнга материала наполнителя и матрицы соответственно;
(f, (m – коэффициент Пуассона материала наполнителя и матрицы соответственно. Соотношения (2) и (3) представляют собой результат использования классического варианта модели Таканаяги. Если, как это было сделано в работе [4], предположить выполнение условия однородности поперечной деформации
по высоте элемента I, то соотношения для эффективных упругих характеристик примут вид
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Здесь для краткости записи введен коэффициент

[image: image8.wmf](

)

m

f

m

f

f

m

E

a

aE

E

E

a

)

1

(

I

-

+

n

-

n

=

m

.

В работе [4] было показано, что соотношение (4) обеспечивает более точную расчетную оценку модуля Юнга наполненного полимера, чем равенство (3). Вместе с тем, для расчета эффективного коэффициента Пуассона следует использовать уравнение (3) вместо уравнения (5). 
Как классическая, так и модифицированная модели Таканаяги, подразумевают выделение в композите областей, в пределах которых напряжения и деформации распределены однородно. Данное допущение позволяет вывести аналитическое выражение для предела текучести моделируемого композита.
В качестве критерия пластического течения примем достижение интенсивностью тензора напряжений (и в матрице предельного значения (mcr, которое соответствует пределу текучести материала матрицы. При моделировании одноосного напряженного состояния значение интенсивности тензора напряжений (иII в элементе II ниже соответствующего значения (иI для фрагментов матрицы, входящих в элемент I. Следовательно, предел текучести композита можно определить, как значение макроскопического осевого напряжения, при котором интенсивность (иI достигает предела текучести материала матрицы (mcr. Тогда в рамках классической модели Таканаяги предел текучести σkcr двухкомпонентного композита будет определяться соотношением
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(6)

При использовании ранее предложенной модификации модели Таканаяги для предела текучести композита можно получить
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(7)

В уравнении (6) модуль Юнга композита Ek определяется соотношением (2), а в уравнении (7) ( соотношением (4).
5. Учет межфазного слоя

5.1. Методика «составного включения».
Взаимодействие между компонентами наполненного полимера приводит
к тому, что свойства полимерной матрицы вблизи межфазной границы существенно отличаются от соответствующих характеристик блочного полимера. Для учета данного явления в модели Таканаяги вводится дополнительный слой, окружающий частицу наполнителя (рис.3).
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Рис.3. Модель Таканаяги для композита, содержащего межфазный слой.

Размеры этого слоя будем характеризовать коэффициентом k, равным отношению толщины межфазного слоя к половине размера a включения. Тогда длина ребра составного куба, образованного частицей наполнителя и межфазным слоем, будет определяться соотношением
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При описании деформирования композитов, содержащих межфазный слой, часто используется методика «составного включения» [40]. В соответствии
с данной методикой первоначально вычисляются эффективные модуль Юнга Efl
и коэффициент Пуассона (fl для включения, образованного частицей наполнителя (Ef, (f) и межфазным слоем. Затем определяются механические характеристики композита, в котором матрица (Em, (m) наполнена этими включениями (Efl, (fl). При использовании классического варианта модели Таканаяги реализация методики «составного включения» приводит к следующим соотношениям
для эффективных упругих характеристик композита
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(9)
Здесь El, (l – модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала межфазного слоя соответственно. В уравнениях (9) введено обозначение
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При использовании модифицированной модели, описанной в работе, соотношения для модулей Efl и Ek примут вид
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(10)
Уравнения для расчета коэффициентов Пуассона останутся те же,
что и в классическом варианте модели (9). Но в выражении для (k модуль Юнга Efl следует определять по формулам (10).

В рамках настоящей работы будем рассматривать только такие материалы, для которых предел текучести межфазного слоя существенно выше соответствующей характеристики для полимерной матрицы σmcr. При этом для расчета предела текучести композита (kcr, содержащего межфазный слой,
как и в случае двухкомпонентного композита (рис.2), достаточно приравнять интенсивность тензора напряжений во фрагментах матрицы, расположенных непосредственно «над» или «под» частицей наполнителя, к пределу текучести σmcr. После выполнения необходимых математических преобразований получим следующее выражение для величины (kcr
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(11)

Соотношение (11) получено в рамках классической модели Таканаяги. В нем модуль Ek определяется уравнениями (9). При использовании модифицированной модели выражение для предела текучести композита, содержащего межфазный слой, примет вид
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(12)

В последнем соотношении коэффициент (I задается соотношением
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(13)
Модули Efl и Ek в выражениях (12) и (13) определяются формулами (10).

Приходится признать, что использование в рамках модели Таканаяги методики «составного включения» приводит к искажению реального напряженно-деформированного состояния в межфазном слое. Данное обстоятельство обусловливает снижение точности расчетных оценок эффективных свойств композита. В качестве иллюстрации указанного недостатка методики «составного включения» рассмотрим композит, в котором значения упругих характеристик материала межфазного слоя совпадают с соответствующими значениями
для материала матрицы El = Em, (l = (m. Расчетные оценки эффективных упругих свойств такого композита, полученные на основе уравнений (9) должны совпадать с результатами использования соотношений (2) и (3) при любом значении коэффициента k. Однако расчеты показывают, что данное условие не выполняется. На рис.4 представлены расчетные зависимости относительного модуля Юнга двухкомпонентного композита от объемной доли наполнителя при следующих значениях исходных параметров: Ef = 100Em; (m = 0,48; (f = 0,3. Можно отметить, что при совпадении значений упругих характеристик межфазного слоя и матрицы результаты использования методики «составного включения» не совпадают с оценками, полученными в рамках модели Таканаяги (как классической, так и модифицированной) для двухкомпонентного композита (k = 0). Данное обстоятельство свидетельствует о неправомерности использования указанной методики.
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Рис.4.
Зависимость относительного модуля Юнга композита от объемной доли наполнителя. Кривые 1 ( использование классического варианта модели Таканаяги (9); кривые 2 ( использование модифицированного варианта модели (10). Сплошные кривые ( отсутствие межфазного слоя k = 0; пунктирные – при совпадении свойств слоя и матрицы (k = 0,3).

5.2. Трехкомпонентная модель.
В связи с вышесказанным, при расчете эффективных свойств композита, содержащего межфазный слой, необходимо рассматривать трехкомпонентную модель (рис.3) в целом. При описании одноосного напряженного состояния композита выделим в модели три параллельно соединенных элемента. Элемент I имеет площадь поперечного сечения SI = a2 и состоит из последовательно соединенных частицы наполнителя (высоты a), межфазного слоя (высоты b ‑ a)
и фрагментов матрицы (высоты 1 ‑ b). Элемент II имеет площадь поперечного сечения SII = b2 ‑ a2 и состоит из последовательно соединенных межфазного слоя (высоты b) и фрагментов матрицы (высоты 1 – b). Элемент III имеет площадь поперечного сечения SII = 1 ‑ b2 и образован материалом матрицы. Использование совокупности описанных элементов будем в дальнейшем называть «трехэлементной» расчетной методикой. Данная методика схематично изображена на рис.5.
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Рис.5.
Схема «трехэлементной» методики описания одноосного напряженного состояния композита, содержащего межфазный слой.

Рассмотрев последовательное и параллельное соединение упругих элементов, для эффективных характеристик композита получим соотношения
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Здесь для краткости записи введены обозначения
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Как уже было отмечено выше, предел текучести (kcr рассматриваемого композита равен осевому макроскопическому напряжению, при котором интенсивность тензора напряжений во фрагменте матрицы, расположенном непосредственно «над» или «под» частицей наполнителя, достигнет значения (mcr. В соответствии с данным условием использование трехэлементной методики (рис.4) приводит к следующему соотношению для величины (kcr
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(16)
Соотношения (14)-(16) получены в рамках классического варианта модели Таканаяги. Если при описании элементов I и II трехкомпонентной модели обеспечить однородность поперечной деформации по высоте элемента,
то соотношения для эффективного модуля Юнга и предела текучести композита примут вид
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Здесь для краткости записи введены обозначения
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На рис.6 представлена расчетная зависимость относительного модуля Юнга композита, содержащего межфазный слой, от объемной доли наполнителя.
При построении данных зависимостей выбраны следующие значения исходных параметров: Ef = 100Em; (m = 0,48; (f = 0,3; k = 0,3. Для относительно жесткого межфазного слоя El = 5Em; (l = 0,4. Для эластичного ( El = 0,5Em; (l = 0,49.
Для обоснования выбора того или иного варианта модели Таканаяги сопоставим расчетные оценки с результатами использования более точной методики. В работах [41,42] описана методика расчета эффективных свойств композита, содержащего межфазный слой, основанная на четырехфазной модели. В рамках данной методики используются точные решения уравнений теории упругости для всех компонент композита. Следовательно, четырехфазная модель обеспечивает более точные, по сравнению с описанными в настоящей работе расчетными методиками, оценки эффективных упругих характеристик Ek и (k. Зависимости на рис.6 позволяют сделать вывод о том, что при выборе одного
из рассмотренных вариантов модели Таканаяги предпочтение следует отдать модифицированной модели, в рамках которой получено соотношение (17).
Получение достоверной оценки предела текучести в рамках четырехфазной модели осложняется существенной неоднородностью напряженно-деформированного состояния матрицы вблизи межфазной границы. При этом возникает необходимость в дополнительном обосновании способа задания величины (kcr. В связи с этим, в рамках настоящей работы не будем рассматривать вопрос о степени точности расчетной оценки предела текучести композита, полученной на основе соотношений (16) или (18). А значит, за рамками настоящей работы остается и вопрос о выборе между соотношениями (6) и (7). Можно показать (рис.7), что при использовании методики «составного включения» (соотношения (11) или (12)) оценки предела (kcr оказываются ниже результатов, полученных в рамках более точной «трехкомпонентной» методики.

Зависимости на рис.7 также позволяют отметить, что при малой (менее 8%) объемной доле наполнителя значения предела текучести композита, рассчитанные на основе модифицированной модели Таканаяги, оказываются ниже соответствующих значений, полученных с использованием трехэлементной методики  на  основе  классического  варианта  данной  модели.  При  больших
[image: image39.jpg]


[image: image40.jpg]Total Deformation
Type: Total Deformation
Unit: m

Time: 1

21.11.2008 10:13

0,0040198 Max
0,0035732
0,0031265
0,0026799
0,0022332
0,0017866
0,0013393
0,00089329
0,00044664

0 Min

0.000

0.050

0.100

0.150

0.200 (m)



[image: image41.wmf]0,8

1

1,2

1,4

1,6

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

[image: image42.jpg]


[image: image43.png]



[image: image33.emf]1

4

7

10

13

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

а)
[image: image44.jpg]


[image: image45.jpg]


[image: image46.png]HanpaxeHue, MMa

30

25

20

15

10

HanpsakeHue - aedpopmaumn

/ \

/
[

20 40 60 80 100

Oedopmauua, %





[image: image34.emf]1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

б)
Рис.6.
Зависимость относительного модуля Юнга композита от объемной доли наполнителя в случае жесткого (а) и эластичного (б) межфазного слоя. Кривая 1 ( использование четырехфазной модели [41]; кривая 2 ( соотношений (17); кривая 3 ( соотношений (14).
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Рис.7.
Зависимость относительного предела текучести композита, содержащего межфазный слой, от объемного содержания наполнителя. Сплошные кривые ( использование модифицированной модели Таканаяги; пунктирные ( классического варианта данной модели. Кривые 1 ( использование трехэлементной методики; кривые 2 ( методика «составного включения».

значениях c (более 8%) методика «составного включения» на основе классической модели приводит к заниженным оценкам величины (kcr. При построении диаграмм на рис.7 приняты следующие значения исходных параметров: Ef = 100Em; (m = 0,48; (f = 0,3; k = 0,3; El = 5Em; (l = 0,4.

6. Заключение

Анализ результатов расчетов эффективных характеристик дисперсно-армированных композитов с учетом межфазного показал неправомерность использования в рамках модели Таканаяги методики «составного» включения. Для анализа подобного композита необходимо рассматривать трехкомпонентную систему «наполнитель-слой-матрица» в целом. Предложена модификация модели Таканаяги, которая учитывает влияние контактного слоя при определении эффективных механических характеристик (модуля Юнга, коэффициента Пуассона и предела текучести) исследуемого неоднородного материала.
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