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РЕЗЮМЕ
Рассмотрена двумерная модель кристаллической (зернистой) среды, представляющая собой квадратную решетку из упруго взаимодействующих шарообразных частиц, обладающих тремя трансляционными и тремя вращательными степенями свободы. Выведены нелинейные дифференциальные уравнения, описывающие распространение и взаимодействие волн различных типов в такой среде. Найдена в аналитическом виде зависимость коэффициентов этих уравнений от параметров микроструктуры. При рассмотрении движения частиц лишь в плоскости решетки ротационной степенью свободы частиц в области низких частот можно пренебречь, и полученная система вырождается в двухмодовую. Показано, что последняя модель в одномерном случае в условии продольной статической деформации допускает солитонное решение по сдвиговой деформации.
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SUMMARY

A two-dimensional model of the crystalline (granular) medium is considered that represents a square lattice consisting of elastically interacting spherical particles, which possess three translational and three rotational degrees of freedom. The nonlinear differential equations have been derived that describe propagation and interaction of the waves of various types in such a medium. Analytical dependences of the coefficients of these equations on the microstructure parameters have been found. When only the motion of the particles in the lattice plane is considered, the rotational degree of freedom of particles can be neglected in the field of low frequencies, and the obtained equations degenerate into the two-mode system. It is shown that in an one-dimensional case, the latest model with account of the longitudinal static deformation allows a solitonic solution on shift deformation.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Структура среды (в частности, размер зерна) – один из важнейших показателей качества материалов, непосредственно влияющих на их прочностные и вязкоупругие характеристики [1]. В структурно-неоднородных материалах на некотором масштабном уровне часто происходит качественное изменение их физических свойств, т.е. проявляется размерный эффект [2]. Существуют материалы, у которых изменения происходят постепенно, но у метаматериалов этот предел выражен достаточно четко и приходится на нанометровый диапазон. Метаматериал – сложная периодическая структура [3], в узлах которой расположены не материальные точки, а тела малых, но конечных размеров, обладающие внутренними степенями свободы (фуллерены, молекулярные кластеры, нанотрубки, зерна, домены и т.п.). 
На рис.1 показана типичная регулярная структура – плотная упаковка из сферических частиц кремнезема диаметром 250 нм, сформированная путем центробежного осаждения [4].
Еще одним примером метаматериалов являются фуллериты – твердотельные структуры, образованные на основе фуллеренов (как С60, так и высших фуллеренов – С70, С76, С78, С80, С82 и т.д.) [5]. Принадлежность фуллеритов к кристаллам молекулярного типа позволяет рассматривать образующие их фуллерены подобно молекулам.
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Рис.1. Регулярная структура из сферических частиц кремнезема [4].
Обычно при формировании фуллеритов определяющими параметрами являются давление и температура [6]. Так, в случае формирования фуллеритов на основе фуллеренов С60 при давлении 1,5 ГПа уже при комнатной температуре образуются димеры С60=С60 (рис.2). При возрастании температуры начинает формироваться кристаллическая решетка, структурными единицами которой являются димеры. 
Дальнейший рост температуры приводит к распаду димеров и формированию полимерных структур, чему также способствует повышение давления.
[image: image2.emf]
Рис.2. Димеры фуллеренов С60=С60 [6].
Отличительным свойством фуллеритов является ориентационная разупорядоченность, связанная со способностью фуллеренов легко менять при тепловом движении относительную пространственную ориентацию даже в условиях кристаллического окружения, т.е. совершать так называемые ориентационные фазовые переходы. Такая способность фуллеренов обусловлена их высокосимметричной, почти сферической формой. Смена ориентации фуллеренов происходит в том случае, когда они, совершая крутильные колебания, преодолевают определенный энергетический барьер и переходят к псевдовращению. В частности, фуллерены С60 в кристалле находятся в состоянии почти свободного вращения с тремя степенями свободы [5]. Характер поворотных движений фуллерена с учетом влияния постоянного теплового движения других фуллеренов в кристалле напоминают скачкообразное движение храповика часового механизма. 

Экспериментальные данные показывают [5], что фуллерены С60 при комнатной температуре кристаллизуются с образованием гранецентрированной кубической решетки (ГЦК) – самой плотноупакованной из кубических решеток с постоянной решетки 1,417 нм. Расстояние между центрами ближайших фуллеренов С60 в кристаллической структуре 1,002 нм, плотность фуллерита составляет 1,72 г/см3. При понижении температуры до 260К кристаллическая структура фуллерита С60 претерпевает изменение: ГЦК решетка превращается в простую кубическую (ПК) решетку. Одновременно происходят сильные изменения и в динамике движения фуллеренов, заключающиеся в том, что фуллерены теряют две из трех вращательных степеней свободы, а оси вращения, соответствующие оставшейся степени свободы, приобретают определенное среднее направление по отношению к системе координат кристалла. 

В данной работе кристаллическая среда, аналогичная по структуре фуллериту, моделируется квадратной решеткой из жестких шарообразных частиц. Каждая частица такой решетки обладает шестью степенями свободы - тремя трансляционными и тремя ротационными. Пространство между частицами представляет собой безмассовую упругую среду, через которую передаются силовые и моментные воздействия, моделируемые упругими пружинами. Данная модель является обобщением двумерных моделей сред из плоских частиц с тремя степенями свободы и из стержней с пятью степенями свободы, рассмотренных, соответственно, в статьях [7] и [8]. Трехмерная математическая модель гранулированной среды в линейном приближении была предложена в работе [9]. Основными целями нашей работы являются получение методом структурного моделирования [10,11] нелинейных уравнений динамики кристаллической среды из шарообразных частиц и установление взаимосвязи между коэффициентами этих уравнений и параметрами микроструктуры рассматриваемого материала. Изучение нелинейных волновых процессов в такой среде в данной работе ограничивается одномерным случаем, когда частицы обладают лишь одной вращательной степенью свободы (что соответствует поведению кристаллической решетки фуллерита С60 при температуре 260К) и двумя трансляционными степенями свободы.
2. ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ
Рассмотрим двумерную квадратную решетку, состоящую из однородных частиц (зерен) массы M, имеющих форму шара диаметра d. В исходном состоянии они сосредоточены в узлах решетки, и расстояние между центрами масс соседних зерен как вдоль оси x, так и вдоль оси y равно a (рис.3). 

[image: image3]
Рис.3. Квадратная решетка из частиц шарообразной формы.
Каждая частица обладает шестью степенями свободы: центр масс частицы с номером N=N(i,j) может смещаться вдоль осей x, y и z (трансляционные степени свободы 
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) (рис.4). В этом случае кинетическая энергия частицы N(i,j) описывается следующей формулой
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 - момент инерции частицы относительно каждой оси, проходящей через ее центр масс.
Считается, что частица N взаимодействует лишь с восемью ближайшими соседями по решетке, центры масс четырех из которых удалены от частицы N на расстояние a (это частицы первой координационной сферы), а центры масс других четырех лежат в узлах квадратной решетки на диагоналях и удалены от частицы N на расстояние 
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 (частицы второй координационной сферы) (рис.3).
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Рис.4. Ротационные степени свободы частицы.
Центральные и нецентральные взаимодействия соседних частиц моделируются упругими пружинами четырех типов: центральными (с жесткостью 
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), нецентральными с жесткостью K1 (в начальном положении они параллельны либо плоскости (x, z), либо плоскости (y, z)), диагональными (K2), а также пружинами, соединяющими центральную частицу с зернами второй координационной сферы (K3). Центральные пружины 
[image: image15.wmf]0

K

 соединяют центры соседних частиц, точки соединения с частицами пружин вида K1 и K2 лежат в вершинах куба со стороной b, вписанного в шар диаметра 
[image: image16.wmf]3

db

=

 (на рис.5а A2B’1, B2A’1, E2C’1, C2E’1 – пружины с жесткостью K1, A2С’1, E2B’1, B2E’1, C2A’1 – пружины вида K2), а пружины с жесткостью K3 прикреплены к серединам ближайших друг к другу ребер кубов, геометрические центры которых в исходном состоянии расположены на расстоянии 
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 (рис.5б). Взаимодействия при растяжении-сжатии материала моделируются центральными и нецентральными пружинами. Через пружины K1 передаются также моменты при поворотах частиц. Пружины с жесткостью K1 и K2 характеризуют силовые взаимодействия частиц при сдвиговых деформациях в материале. Заметим, что выбранная схема силовых взаимодействий аналогична введенной в двумерной решетке из плоских частиц [7,12,13]. 

В построенной в работе [9] трехмерной модели гранулированной среды были введены пружины лишь трех типов, причем точки их прикрепления к частицам отличаются от предложенных здесь. Это привело к тому, что пружины в [9] во многом дублируют друг друга и, как следствие, коэффициенты уравнений становятся зависимыми между собой даже в тех случаях, когда такого не должно быть по теории континуума Коссера [14]. Необходимость ввода вышеуказанных пружин всех четырех типов обоснована в п.4 этой статьи. 

Предполагается, что смещения зёрен малы по сравнению с размерами элементарной ячейки рассматриваемой решетки. Взаимодействие частиц при отклонениях от положения равновесия определяется относительными удлинениями пружин. Потенциальная энергия, обусловленная взаимодействием частицы N c восемью ближайшими соседями по решетке, описывается формулой
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где Dln (l=0,1,2,3,4) – удлинения пронумерованных в произвольном порядке пружин пяти типов, соединяющих частицу с ее соседями.
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Рис.5.
Схема силовых взаимодействий: а) между ближайшими соседями по решетке; б) центральной частицы с частицами второй координационной сферы.
Эти удлинения определяются изменениями расстояний между точками соединения соответствующих пружин (рис.5а,б). Выражения для удлинений Dln, вычисленные в приближении малости величин 
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, где (<<1 – мера деформации ячейки, здесь не приводятся из-за их громоздкости. В выражение (2) входит дополнительный множитель ½, поскольку потенциальная энергия каждой пружины делится поровну между двумя частицами, соединенными этой пружиной.
Из соотношений (2) можно вывести выражение для потенциальной энергии, приходящейся на одну частицу с номером N=N(i, j), а с помощью уравнений Лагранжа 2-го рода можно получить дифференциально-разностные уравнения, описывающие динамику квадратной решетки из шарообразных частиц. Однако в данной работе подробно рассмотрим континуальное приближение предложенной модели.

3. КОНТИНУАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
В случае длинноволновых возмущений, когда l>>a (где l – характерный пространственный масштаб деформации) от дискретных переменных i и j можно перейти к непрерывным пространственным переменным x=ia и y=ja. При этом функции, заданные в дискретных точках, интерполируются непрерывными функциями и их частными производными
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В формуле (3) l1 и l2 обозначают сдвиги номеров восьми частиц, взаимодействующих с центральной. Очевидно, что 
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. Тогда, если в разложениях (3) ограничиться учетом слагаемых лишь порядка O(a), то функция Лагранжа L рассматриваемой среды из шарообразных частиц примет вид
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В лагранжиане (4) учтены лишь слагаемые до порядка (5/2 включительно. 

С помощью вариационного принципа Гамильтона-Остроградского из лагранжиана (4) выводится система дифференциальных уравнений первого приближения, описывающая нелинейные динамические процессы в квадратной решетке из шарообразных частиц
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функции нелинейностей.

В лагранжиане (4) и уравнениях (5) введены следующие обозначения: 
[image: image56.wmf]1
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, 
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, 
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 – скорости распространения соответственно продольной, поперечной и изгибной волн, 
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, 
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, 
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 – скорости волн микровращений, s – коэффициент линейной связи между продольными и сдвиговыми волнами, 
[image: image62.wmf]b

 – параметр дисперсии, 
[image: image63.wmf]i
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 (i=1…10) – коэффициенты нелинейностей. 
В предельном случае, когда 
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, система (5) вырождается в ранее выведенные уравнения динамики квадратной решетки из круглых частиц [12,13], которые, в свою очередь, совпадают с уравнениями двумерного континуума Коссера, состоящего из центрально-симметричных частиц [14,15].
4. ЗАВИСИМОСТЬ МАКРОПАРАМЕТРОВ СРЕДЫ
ОТ ПАРАМЕТРОВ ЕЕ МИКРОСТРУКТУРЫ
Коэффициенты линейных частей уравнений (5) выражаются через силовые постоянные K0, K1, K2, K3, период решетки a и размер частицы 
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 следующим образом
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где 
[image: image74.wmf]3
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– плотность среды.

Из соотношений (6) следует, что в кристаллических (зернистых) средах, состоящих из одинаковых центрально-симметричных частиц, обладающих 3 трансляционными и 3 ротационными степенями свободы, имеет место зависимость скоростей распространения волн от 4 силовых постоянных K0, K1, K2, K3 и от 2 геометрических параметров: a и b. Благодаря наличию такой зависимости можно получить следующие соотношения между макропараметрами среды
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Следует отметить, что первое из равенств (7) также справедливо для квадратной и гексагональной решеток из плоских круглых частиц [16].
Коэффициенты нелинейностей от параметров микроструктуры зависят следующим образом
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Здесь 
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 – длины пружин K1 и K2 в начальный момент времени. Заметим, что при вырождении рассматриваемой решетки из шарообразных частиц в решетку из материальных точек (т.е. при 
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) все коэффициенты нелинейностей, за исключением 
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 и 
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, обратятся в 0.
В работе [16] было показано, что если скорость продольной волны 
[image: image96.wmf]1
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 больше и скорости поперечной волны 
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, и скорости ротационной волны 
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 (в модели такое превосходство 
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 обеспечивается центральными пружинами K0), то 
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 может быть как больше, так и меньше скорости 
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. В данной среде скорость изгибной волны 
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 также может как превосходить 
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, так и быть меньшее нее. В частности, из второго и третьего соотношений (6) следует, что 
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. Анализ выражений (6) для 
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 и 
[image: image108.wmf]6

с

 показывает, что из скоростей ротационных волн самая большая – это скорость 
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, и, как правило, 
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. Последнее неравенство может нарушаться лишь при больших b (относительно периода решетки а) и малых K2 (по сравнению с K1). 

Из трех последних формул (6) видна важность учета в модели пружин вида K3, K2 и K1 – при отсутствии таких пружин в уравнениях движения (5) исчезли бы слагаемые, пропорциональные, соответственно, s (что противоречит классической теории упругости), 
[image: image111.wmf]5
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 и 
[image: image112.wmf]b

 (тогда получили бы противоречие с уравнениями континуума Коссера, состоящего из центрально-симметричных частиц [14]). 
Подчеркнем, что при вырождении линейных частей уравнений (5) в уравнения динамики квадратной решетки из круглых частиц совпадают даже зависимости коэффициентов от параметров микроструктуры, если принимать во внимание, что в этом случае пружин вида K1 и K2 стало вдвое больше, чем в трехмодовой модели.

С помощью (6) и первого соотношения (7) можно получить следующие выражения параметров межчастичного взаимодействия через макропараметры среды
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Таким образом, если экспериментально определить скорости упругих волн 
[image: image117.wmf]1
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, 
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, 
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 (в трехмерной среде с кубической симметрией 
[image: image120.wmf]32
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) и значение параметра s, то по известной плотности среды 
[image: image121.wmf]r

 и относительному размеру частиц b/a несложно вычислить значения параметров межчастичного взаимодействия, которые затем можно использовать для оценки значений скоростей ротационных волн и коэффициентов нелинейностей. Решение подобного рода задачи параметрической идентификации для квадратной и гексагональной решеток из плоских круглых частиц приведено в работах [7,10,16], а для прямоугольной решетки из эллипсовидных частиц – в статье [17]. 
5. НИЗКОЧАСТОТНОЕ (ДВУХМОДОВОЕ) ПРИБЛИЖЕНИЕ
Исследование нелинейных волновых процессов проведем для одномерного случая, когда частицы совершают колебания лишь в плоскости решетки и вращаются только вокруг оси z (при этом 
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). В таком случае лагранжиан (4) принимает вид
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Из лагранжиана (10) можно получить следующие уравнения
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где 
[image: image128.wmf]/
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 – радиус инерции частицы.
Теоретические оценки [16] и экспериментальные данные [18] показывают, что ротационные волны в твердых телах существуют в области высоких частот (>109–1011Гц), где проведение акустических экспериментов сталкивается с большими техническими трудностями. Тем не менее, информацию о микроструктуре среды можно получить даже по акустическим измерениям на сравнительно низких частотах (106–107Гц), когда ротационные волны в среде не распространяются. Поэтому рассмотрим низкочастотное приближение уравнений (11), в котором микроповороты частиц среды не являются независимыми и определяются полем смещений. Связь между микроповоротами j и смещениями u и v можно найти из линейной части третьего уравнения (11) методом последовательных приближений. В первом приближении
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Учет соотношения (12) приводит к “замораживанию” вращательной степени свободы. При этом в среде остаются лишь трансляционные степени свободы и два типа волн – продольные и сдвиговые (поперечные), и лагранжиан L принимает вид
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где 
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. Из (8) следует, что 
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 при всех допустимых значений параметров микроструктуры (
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В лагранжиане (13) появляются дополнительные слагаемые, содержащие вторые производные от поля смещений, которых нет в классическом варианте теории упругости. Именно в них сохраняется информация о микроструктуре среды. Слагаемое со смешанной производной по времени и пространству 
[image: image136.wmf]xt
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 учитывают вклад ротационных движений в кинетическую энергию, а член с производной по координате 
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 описывает вклад в потенциальную энергию напряжений, обусловленных изгибом одномерной решетки. Из лагранжиана (13) можно получить уравнения градиентной теории упругости [19,20], содержащие слагаемые с производными высокого порядка (в данном случае - четвертого)
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(14b)

Необходимо подчеркнуть, что, несмотря на отсутствие микроповоротов в уравнениях (14ab), микроструктура среды повлияла на коэффициенты этих уравнений - в данном низкочастотном приближении по сравнению с исходными уравнениями (11) изменился коэффициент перед 
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, который с учетом соотношений (6) при 
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6. СОЛИТОННОЕ РЕШЕНИЕ
Рассмотрим продольную статическую деформацию и сдвиговую волну в системе (14). Тогда из уравнения (14a) получим уравнение
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которое после интегрирования преобразуется к виду

[image: image145.wmf]22

1

20

xx

cuv

g

+=

.









(15)

Из (15) продольная деформация выражается через сдвиговую следующим способом
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В этом случае уравнение для поперечной моды (14b) принимает вид
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где 
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Приведем уравнение (16) к безразмерному виду. Для этого введем безразмерные перемещение, координату и время: 
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Положим 
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 и введем обозначения: 
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Пусть 
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где 
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Уравнение (19) допускает решение, описывающее солитон смещения [21]
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где 
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 – ширина солитона, 
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 – его скорость. 
Заметим, что ранее [22] в рамках уравнения (19) изучалась модуляционная неустойчивость квазигармонических сдвиговых волн, приводящая к их самомодуляции и формированию стационарных волн огибающих, в частности, солитонов огибающих.
7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе методом структурного моделирования получены нелинейные дифференциальные уравнения динамики двумерной зернистой среды из шарообразных частиц, которые можно применить, в частности, для исследования особенностей распространения и взаимодействия акустических волн в зернистых композитах [23]. 
В предельном случае, когда частицы плоские и совершают колебания лишь в одной плоскости, полученные уравнения динамики вырождаются в ранее выведенные уравнения динамики квадратной решетки из круглых частиц [12,13], которые, в свою очередь, совпадают с уравнениями двумерного континуума Коссера из центрально-симметричных частиц [14,15], обладающих тремя степенями свободы. Выявлена взаимосвязь между макропараметрами такой среды и параметрами ее микроструктуры. Благодаря наличию этой связи показано, как по экспериментально измеренным скоростям акустических волн вдоль разных кристаллографических направлений вычисляются параметры межчастичного взаимодействия, которые затем можно использовать для оценки скоростей ротационных волн и коэффициентов нелинейностей. Прозрачность связи микроструктуры с “феноменологией”, заложенная в такой модели, открывает большие возможности для решения задач параметрической идентификации [16,17] и целенаправленного проектирования материалов с заданными физико-механическими свойствами.
Показано, что в одномерном случае в области низких частот, когда ротационной степенью свободы частиц можно пренебречь, полученная система вырождается в двухмодовую, которая при наличии продольной статической деформации допускает солитонные решения по сдвиговой деформации. 
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