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РЕЗЮМЕ

На основе аналитического решения задачи об импульсном нагреве анизотропного пространства, компоненты тензора теплопроводности которого зависят от температуры, исследуется нестационарный теплоперенос, который, как оказалось, носит волновой характер. Фронты бегущей тепловой волны в анизотропном пространстве являются эллипсами, геометрические характеристики которых в существенной степени зависят от отношения главных компонентов тензора теплопроводности и от степени нелинейности анизотропного пространства. Решение получено путем введения цепочки автомодельных переменных. Полученные результаты позволяют определить температурные поля в анизотропном теле в условиях лазерного облучения, различных химических источников тепла, воздействия низкоэнтропийных газодинамических струй на элементы конструкций летательных аппаратов и др.
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INVESTIGATION OF THE HEAT TRANSFER IN THE NONLINEAR ANISOTROPIC SPACE
Formalev V.F., Kuznetsova Ek.L.
Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia
SUMMARY
A transient heat transfer in the anisotropic space is investigated for the heat conductivity tensor’s components depending on the temperature. The analytical solution of the problem of pulse heating of the anisotropic space is used as groundwork. It is shown that the heat transfer waves exist in anisotropic spaces and have elliptic form with the properties depending on the ratio of the principal components of the heat conductivity tensor and on the nonlinearity of the anisotropic space. The analytical solution is constructed with the use of the sequence of self-simulated variables. The obtained result allows one to find out the temperature fields in the anisotropic bodies such as structural elements of flying vehicles subjected to the laser irradiation, the chemical heat sources effect, and the low-enthalpy gas flows effect.
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Проблемы теплопереноса в областях с нелинейными теплофизическими характеристиками в анизотропных телах ранее рассматривались в работах Формалева В.Ф., Кузнецовой Е.Л., Селина И.А. [1,2,4,5], а также рассматривались тепловые волны в нелинейных одномерных пространствах Самарским А.А., и его школой [3], Шашковым А.Г, Бубновым А.В., Яновским С.Ю. [6].
Аналитическое решение подобных задач в нелинейных анизотропных областях связаны со значительными трудностями, прежде всего, из-за многомерности по пространственным переменным, наличия смешанных дифференциальных операторов в уравнениях теплопроводности, нелинейности компонентов тензора теплопроводности.

В данной работе рассматривается задача о нестационарном распределении температур 
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 в двумерном анизотропном пространстве от мгновенного точечного источника с энергией 
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, приложенного в начале координат 
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 в начальный момент времени 
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. Результаты решения могут быть использованы при тепловом проектировании гиперзвуковых летательных аппаратов в условиях высокоинтенсивного аэрогазодинамического и лучистого нагрева.

Рассмотрим следующую задачу тепломассопереноса в анизотропном нелинейном пространстве с начальным условием
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где 
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 – дельта-функция Дирака, 
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 – импульсная энергия, причем интеграл по пространственным переменным от распределения температур, инициированного этой энергией, есть величина постоянная в любой момент времени
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где 
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 – параметр, откуда начальный импульс температуры 
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 определяется следующим образом
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Таким образом, вместо начального условия (2) рассматривается условие (4).
Компоненты тензора теплопроводности определяются выражениями [1]

[image: image17.wmf]22

()()cos()()sin()

xx

TTT

xh

lljlj

=+



[image: image18.wmf]22

()()sin()()cos()

yy

TTT

xh

lljlj

=+

 
[image: image19.wmf](

)

()()()()sin()cos()

xyyx

TTTT

xh

lllljj

==-

, 
где главные компоненты тензора теплопроводности зависят от температуры
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а 
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 – угол, ориентирующий главную ось 
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 относительно декартовой оси 
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. Таким образом, компоненты тензора теплопроводности задаются в виде однородных многочленов температуры.
Необходимо найти нестационарное распределение температур 
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 под действием точечного источника (4), приложенного в точке 
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, причём в остальных точках пространства, в соответствии с (2), в момент 
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 равна нулю.
Аффинным преобразованием (обычным поворотом вокруг начала координат на угол 
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 декартовой системы координат)
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откуда обратно, в соответствии с неравным нулю якобианом преобразования (6),
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задача (1)-(3) сводится к задаче для уравнения, не содержащего смешанных дифференциальных операторов
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Перейдём к новой системе координат
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где 
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 – любое (например, 
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 = 1), получим
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Будем искать решение задачи (11), (12) в автомодельном виде с использованием подстановки
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где 
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В (13), (14) показатели степеней 
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 и 
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 подлежат определению. Для их определения подставим (13), (14) в (11), (12), получим
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Из уравнений (15), (16) получаем следующие два соотношения для определения 
[image: image67.wmf]a

 и 
[image: image68.wmf]b



[image: image69.wmf]1(1)2

aasb

-=+-

,   
[image: image70.wmf]20

ab

+=

,

откуда 


[image: image71.wmf]1

1

+

-

=

s

a

;   
[image: image72.wmf]2

2

1

+

=

s

b

. 







(17)

С учётом (17) задача (15), (16) запишется в виде
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Пусть функция 
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 является радиально симметричной, то есть зависит от одной полярной координаты 
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Тогда задача (18), (19) трансформируется в следующую задачу Коши для нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения
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Интеграл по переменной 
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 при переходе к полярной системе координат в (19) равен 
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Поскольку функция 
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 является радиально симметричной, то для уравнения (21) должно выполняться условие симметрии 
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Таким образом, задача Коши (21), (22) для нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения (21) представляется в виде 
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Первый интеграл уравнения (24) будет
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причём в силу условия симметрии (26) при 
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Уравнение (27) – нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными. Его общее решение имеет вид
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в котором постоянная интегрирования 
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 может быть определена из условия постоянства энергии (28)
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где 
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Интеграл в левой части выражения (30) вычисляется в квадратурах, для чего преобразуем его к виду
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В соответствии с [7] имеем
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Учитывая, что 
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получаем из (31), (32)
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Выражения (29), (33) определяют решение задачи Коши (24)-(26) и через (13) – решение задачи (11), (12). Возвращаясь к декартовым координатам, получаем окончательно решение исходной задачи (1), (2)
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где 
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 определяется выражением (33).
Из (33) и (34) видно, что решение не существует при следующих 
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Возмущение потенциала существует только внутри эллипса, полуоси которого при 
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по оси 
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по оси 
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На рис.1-3 приведены результаты расчётов температурных полей по формулам (33), (34) со следующими входными данными
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м2 и определяет начальную температуру 
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 в соответствии с равенством (4).
Из рисунков ясно, что распределение температур имеет волновой характер с фронтом волны на изотерме 
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, описываемой эллипсами с полуосями (36), (37).
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 решение (34) стремится к дельта-функции 
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Из рисунков видно, что областями ненулевого решения в различные моменты времени являются области, ограниченные эллипсами с полуосями (36), (37). Кроме того, в силу постоянства энергии, связанной с температурой 
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 двойные интегралы по переменным 
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 и 
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 от выражения (34) в различные моменты времени постоянны и равны 
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При увеличении параметра 
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 поверхности, образуемые изотермами, не равными нулю, имеют большую область определения, а максимальные значения уменьшаются.
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 производная по времени и первые производные по пространственным переменным существуют только внутри областей, ограниченных эллипсами с полуосями (36), (37). Это обусловлено тем, что выражение 
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 должно быть больше нуля. 
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Рис.1.
Распределение температур при 
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=0.5: а – в сечении 
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=0, б – в сечении 
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Рис.2.
Распределение температур при 
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=1: а – в сечении 
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=0, б – в сечении 
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Рис.3.
Распределение температур при 
[image: image164.wmf]s

=1.5: а – в сечении 
[image: image165.wmf]y

=0, б – в сечении 
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=0.

При увеличении параметра 
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 поверхности, образуемые изотермами, не равными нулю, имеют большую область определения, а максимальные значения уменьшаются.
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 производная по времени и первые производные по пространственным переменным существуют только внутри областей, ограниченных эллипсами с полуосями (36), (37). Это обусловлено тем, что выражение 
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 должно быть больше нуля. 

Первые производные по времени и по пространству не существуют в точках фронта при 
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>1, а вторые производные по пространственным переменным не существуют в точках фронта при 
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При 
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 производные по времени и вторые производные по пространственным переменным существуют всюду, но в точках фронта нет производных более высокого порядка.

Скорость фронта волны по оси 
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 определяется выражениями
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Для любого угла 
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 из выражения (34) находим координаты фронта волны 
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Выражения (38), (39) определяют компоненты вектора скорости фронта тепловой волны для любого направления 
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, отсчитываемого от оси 
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 против часовой стрелки.
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