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РЕЗЮМЕ
На основе энергетически согласованного подхода получены уравнения движения ортотропной оболочки произвольной геометрии, напряженно-деформированное состояние (НДС) которой описывается уравнениями трехмерной теории упругости. Приведение трехмерных уравнений к двумерным осуществляется с помощью принципа возможных перемещений и разложения компонентов перемещений в полиномиальные ряды по нормальной к срединной поверхности оболочки координате. Формулируются модифицированные граничные условия для стандартных случаев крепления оболочки.

В качестве примеров рассматриваются расчеты статического НДС и собственных колебаний круговой цилиндрической оболочки. Приводятся уравнения равновесия в перемещениях и краевые условия. Расчет НДС оболочки проводится с помощью преобразования Лапласа, при этом вдвое сокращается число произвольных постоянных при интегрировании системы дифференциальных уравнений задачи. Величины собственных частот определяются вариационным методом Бубнова-Галеркина.

Анализируется влияние различных типов краевых условий оболочки на НДС и величину собственных частот. Проводится сравнение результатов расчетов собственных частот, полученных в данной работе, с вариантами классической теории Доннелла-Муштари, Гольденвейзера-Новожилова, а также трехмерной теории упругости.
Полученные результаты могут быть использованы в расчетах и при испытаниях на прочность и долговечность авиационных и ракетно-космических конструкций, а также машиностроительных объектов различного назначения.
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Summary
On basis of energy-consistent approach, we derive the motion equations of orthotropic shell with arbitrary geometry and the deflected mode which are presented by equations in three-dimensional elastic theory. Three-dimensional equations are reduced to two-dimensional ones by virtual displacements principle and the expansion of displacement components into polynomial series in the coordinate system, which is normal to the middle plane of the shell. The modified boundary conditions for standard cases of mounting shell are formulated.

As an example, the paper considers static deformation and natural vibrations of a circular cylindrical shell. The equations of equilibrium in displacements and boundary conditions are presented. Calculation of shell's deflected mode is carried out by using Laplace transform, and then the number of arbitrary constants in the integration of differential equations systems is halved. The values of natural frequencies are determined by Bubnov-Galerkin variational method.

The effect of different types of boundary conditions on deflected mode and the values of natural frequencies is analyzed. The comparison between calculation results of the natural frequencies obtained in this work and those by some versions of the classical theory by Donnell-Mushtari, Goldenweiser-Novozhilov, as well as three-dimensional theory of elasticity is made.
The received results can be used in calculations and at tests for strength and durability of aviation and space-rocket, and also engineering structures of different destination. 
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1. введение
Инженерные расчеты тонкостенных элементов конструкций типа пластин и оболочек на прочность и долговечность базируются на результатах классической теории оболочек (теории типа Кирхгофа-Лява). В основу этой теории была положена гипотеза о сохранении нормального элемента, которая позволила привести трехмерную проблему теории упругости к двумерной. Следовательно, нормальные сдвиговые деформации обнуляются, а касательными сдвиговыми деформациями пренебрегают из-за их малости [1,2].

Погрешность классической теории определяется, во-первых, мерой близости абстрактного материала, не допускающего поперечных деформаций, к реальному материалу оболочки и, во-вторых, переопределенностью задачи, что потребовало введения обобщенной поперечной силы Кирхгофа.
Применение в различных отраслях техники, в том числе в авиационной и ракетно-космической отрасли, композиционных материалов слоистой и волокнистой структуры, а также разработка новых методов расчета оболочечных конструкций из неоднородных материалов [3,4] показали неправомерность, в той или иной степени, использования классической теории для таких материалов [5]. Поэтому основные усилия исследователей были направлены на усовершенствование классической теории оболочек.
Эффекты, полученные в теории оболочек при учете деформаций сдвига, рассматриваются Лурье А.И. [6], Hildebrand F.B., Reissner E., Thomas G.B. [7], Reissner E. [8]. Точные решения трехмерных уравнений и приближенные решения, полученные с помощью разложения перемещений по толщине, представлены Srinivas S. в работе [9], где установлены значительные расхождения между точными и классическими решениями теории оболочек.
В работе Reddy J.N. [10] при исследовании слоистых композитных пластин и оболочек предложена уточненная теория, согласно которой перемещения (
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где 
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 представляют собой искомые функции. Следовательно, в этой работе поперечные нормальные деформации также принимаются равными нулю.
Другой подход к построению уточнённой теории пологих оболочек более высокого порядка представлен Васильевым В.В. и Лурье С.А. в работе [11], где искомые перемещения раскладываются в полиномиальные ряды по нормальной координате и формулируются условия согласованности перемещений, которые связывают между собой количество слагаемых в этих разложениях по тангенциальным и поперечному направлениям.
В результате применения указанного подхода удается получить поперечные нормальные деформации и напряжения существенно отличными от нуля.
В данной работе применяется подход, представленный в [11]. Трехмерные динамические уравнения теории упругости для ортотропной произвольной оболочки сводятся к двумерным путем разложения параметров НДС по толщине и применения принципа возможных перемещений. Такой прием позволяет рассматривать не только тонкие оболочки, но и оболочки средней толщины. На примере круговой цилиндрической оболочки из изотропного материала рассматриваются расчеты статического НДС и свободных колебаний.
2. формулировка теории
2.1. Уравнения теории упругости.
Ортотропная произвольная оболочка рассматривается как трехмерное тело, отнесенное к триортогональной криволинейной системе координат 
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. Координатные оси 
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 совпадают с главными направлениями срединной поверхности оболочки, а ось 
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 направлена по наружной нормали к этой поверхности.
Уравнения равновесия элемента оболочки 
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 запишутся следующим образом
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Здесь коэффициенты Ламе 
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 в уравнениях (1), (3) определяются формулами 
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 в которых через 
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 введены коэффициенты первой квадратичной формы и главные кривизны срединной поверхности оболочки. Кроме того, в уравнении (1) нижний индекс после запятой обозначает операцию дифференцирования по соответствующей координате; символы 
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 – операции круговой перестановки индексов; G1, G2, G3 – компоненты массовых сил.

Уравнения связи напряжений 
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 и деформаций 
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где через 
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 обозначены упругие постоянные материала.
Формулы «деформации - смещения» получаются
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Принимается, что на лицевых 
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 – полутолщина оболочки) и торцевых поверхностях оболочки заданы следующие граничные условия
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2.2. Уравнения неклассической теории оболочек.
Для удовлетворения условиям энергетической согласованности [11], представим перемещения 
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 в виде
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Для получения двумерных уравнений движения можно воспользоваться принципом возможных перемещений. Умножая уравнения (1) на соответствующие перемещения в виде аппроксимирующих функций (5), интегрируя полученные выражения по толщине оболочки и учитывая граничные условия (4) на лицевых поверхностях, получим
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Здесь введены обобщенные усилия следующего вида
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В выражениях (7) следует полагать 
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 – плотность материала оболочки.
Переход к динамическим уравнениям в (6) осуществлён путем рассмотрения 
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С помощью соотношений (2), (3), (5), (7) уравнения (6) могут быть преобразованы в уравнения относительно искомых перемещений 
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 и тогда будут иметь общий 
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 порядок. Эти уравнения в силу их громоздкости здесь не приводятся.

2.3. Граничные условия.
Граничные условия на торцевых поверхностях оболочки определяются из условий равенства нулю работы внешних и внутренних сил на возможных перемещениях. Воспользовавшись стандартными граничными условиями трехмерной теории упругости, сформулируем их в окончательном виде
- для свободного края
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- для свободно опертого края
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- для жестко защемленного края
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Решая систему уравнений (6), записанную в перемещениях, получим искомые перемещения 
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, содержащие постоянные интегрирования, определяемые из граничных условий (8)-(10).
2.4. Определение напряжений.
Если перемещения найдены, то тангенциальные напряжения 
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 определяются по формулам (2), (3), а поперечные напряжения 
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 могут быть получены в результате интегрирования уравнений равновесия (1), т.е. из соотношений
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3. головные уравнения теории круговых цилиндрических оболочек
Для круговой цилиндрической оболочки удобно принять 
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 – относительное (измеренное в долях 
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) расстояние по образующей, 
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 – центральный угол (рис.1). При этом справедливы следующие соотношения
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Рис.1.
В дальнейшем будем предполагать, что искомые упругие перемещения 
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, 
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U

, 
[image: image97.wmf]3
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 допускают асимптотические представления вида [12]
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которые являются частным случаем аппроксимации (5) при 
[image: image99.wmf]2

N

=

.
3.1. Уравнения в перемещениях.
Подставляя 
[image: image100.wmf]1
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, 
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U

, 
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 из выражений (11) в уравнения (6) и (7), получим
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где коэффициенты 
[image: image106.wmf]K

 с буквенными и числовыми индексами представляют собой постоянные величины, зависящие от геометрических параметров и упругих постоянных материала оболочки.
3.2. Граничные условия.
Для изотропной цилиндрической оболочки, граничные условия (8)-(10) представляются как
- для краев 
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- для краев 
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где буквами 
[image: image125.wmf]M
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[image: image126.wmf]Q

 с числовыми индексами обозначены обобщенные усилия на торцевых краях оболочки и 
[image: image127.wmf]m

 – коэффициент Пуассона.
4. статическое НДС цилиндрических оболочек
4.1. Дифференциальные уравнения и граничные условия.
Для расчета замкнутой круговой цилиндрической оболочки используются разложения в тригонометрические ряды по окружной переменной 
[image: image128.wmf]q

. При этом условия периодичности по окружному направлению автоматически выполняются. Представим перемещения 
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 в виде тригонометрических рядов
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Подставляя перемещения (
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) и нагрузки 
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 из (14) в уравнения (12) и граничные условия (13), получим дифференциальные уравнения для функций 
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с соответствующими граничными условиями
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и для функций 
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с соответствующими граничными условиями 
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4.2. Операционный метод решения краевой задачи.
Для определения 
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 применим преобразование Лапласа. Далее верхний индекс 
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 опущен для удобства записи.
Полагая 
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[image: image176.wmf]0,1,2,...
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 по теореме дифференцирования оригинала получим

[image: image177.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

101011

2

,,

imim

imiimii

dd

UpUpCUpUppCC

dd

xx

xx

Û-Û--



[image: image178.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

202021

2

,,

imim

imiimii

dd

VpVpCVpVppCC

dd

xx

xx

Û-Û--

 (19)

[image: image179.wmf](
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где, произвольные постоянные определяются формулами
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Переходя в уравнениях (15) и (17) от оригиналов к изображениям (19), находим алгебраическую систему уравнений
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Граничные условия (16) и (18) при 
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 принимают следующий вид
- для жестко защемленного края
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- для свободно опертого края
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- для свободного края
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Равенства (21)-(23) показывают, что краевые условия при 
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 выполняются автоматически, следовательно, вдвое сокращается число произвольных постоянных при определении общего решения систем уравнений (15) и (17).
Решая алгебраическую систему уравнений (20) с учетом условий (21)-(23), получим изображения искомых функций 
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. После перехода от изображений к оригиналам, можно найти искомые перемещения. Остальные постоянные интегрирования определяются с помощью граничных условий на краю 
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Таким образом, применение данного метода к расчету оболочки, находящейся под действием локальной нагрузки дает ряд преимуществ по сравнению с другими аналитическими методами. Решение получаются достаточно простым без применения специальных функций и становится вполне доступными в практике инженерных расчетов.
4.3. Примеры расчета статического НДС оболочки.
В качестве примера рассмотрим оболочку со следующими параметрами: относительная длина 
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На оболочку действует внешняя радиальная нагрузка, линейно изменяющаяся по закону 
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Расчет проводится для различных вариантов граничных условий. Результаты вычисления максимальных нормальных напряжений оболочки представлены на рис.2-5. На рис.5 приведен график изменения нормального поперечного напряжения 
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 оболочки, жестко защемленной по двум концам, в зоне крепления.
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	Рис.2. Граничные условия: защемленный – защемленный.
	Рис.3. Граничные условия: опертый – защемленный.
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	Рис.4. Граничные условия: свободный – защемленный.
	Рис.5. Изменения нормального поперечного напряжения на краю оболочки.


Анализируя полученные результаты, можно установить, что поперечные нормальные напряжения, которыми в классической теории пренебрегают, в данной работе составляет (25-35%) от максимальных значений основного изгибного напряжения; этот результат имеет важное значение при расчетах пластинок и оболочек из композиционных материалов при оценке прочности связующего. 
5. свободные колебания цилиндрических оболочек
5.1. Свободные колебания оболочки, шарнирно опертой по двум концам.
Уравнения свободных колебаний оболочки получаются из уравнений (12) после подстановки в них 
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Для замкнутой цилиндрической оболочки относительной длины 
[image: image214.wmf]0

LR

x

=

, шарнирно опертой по двум концам, кинематическим граничным условиям удовлетворяют перемещения, задаваемые формулами
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где 
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 – параметр продольной волны, который характеризует количество продольных полуволн деформаций (
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); 
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 – число волн в окружном направлении; 
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 – частота собственных колебаний.
Подставляя выражения (24) в уравнения свободных колебаний оболочки и требуя, чтобы постоянные 
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 не обращались одновременно в нуль, можно найти уравнение частот
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где 
[image: image228.wmf]W

 – безразмерная приведенная частота, определяемая соотношением 
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Здесь 
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 – постоянные величины, зависящие от геометрических параметров, упругих постоянных изотропного материала оболочки, волновых чисел 
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 и 
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Решая уравнение (25), получим восемь частот 
[image: image233.wmf],1,8

i

i

W=

, соответствующих одним и тем же значениям волновых чисел 
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 и 
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.
Для тонких оболочек, шарнирно опертых по двум концам, наименьшую приведенную собственную частоту можно найти приближенно по формуле
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Коэффициенты 
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 определяются как
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На рис.6 приведены графики восьми безразмерных частот в зависимости от собственного числа 
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 при различных значениях относительной полутолщины оболочки со следующими параметрами: относительная длина 
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Из полученных результатов следует, что значения вторых и третьих частот колебаний практически не изменяются при варьировании толщины оболочки в достаточно широком диапазоне; остальные частоты, соответствующие более высоким тонам колебаний, практически постоянны относительно собственного числа 
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, но при этом существенно зависят от относительной толщины оболочки. 
На рис.7 представлены зависимости низшей частоты 
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 от собственных чисел 
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 при m=0; 4 соответственно.
Зависимости собственных частот от чисел 
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 и 
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 волн в окружном и продольном направлениях представлены на рис.8. Расчеты проведены для оболочки с относительной длиной 
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 и относительной полутолщиной 
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Сравнивая рисунки на рис.6-8, можно установить, что значения  первых трех собственных частот существенно зависят от количества слагаемых в выражении (24) в окружном и продольном направлениях, а для более высоких частот эта закономерность не наблюдается.
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	Рис.6.
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	Рис.7.
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	Рис.8.


5.2. Исследование влияния граничных условий на характеристики свободных колебаний оболочки.
Граничным условиям (8)-(10) удовлетворяют следующие выражения для перемещений
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где 
[image: image273.wmf]n

X

 – балочная функция, 
[image: image274.wmf]n
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 – собственные числа n-ой балочной функции.
Интегрируя уравнение свободных колебаний оболочки по методу Бубнова-Галеркина с учетом соотношений (26), получим
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где
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Значения 
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 для различных комбинаций краевых условий представлены в [13,14].

В данном случае уравнение, определяющее собственные частоты колебаний, можно представить в виде
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где 
[image: image286.wmf],0,8
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 – постоянные величины, зависящие от геометрических параметров, упругих постоянных изотропного материала оболочки, собственных чисел n-ой балочной функции, а также числа волн в окружном и продольном направлениях.
На рис.9 приведены графики зависимости первой собственной частоты колебаний цилиндрической оболочки от чисел 
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 и 
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 при различных краевых условиях и геометрических параметрах. Здесь аббревиатура З-З соответствует результатам расчета оболочки, жестко защемленной по двум концам; О-О – оболочки, свободно опертой по двум концам; З-С – оболочки, один конец которой жестко защемленный, а другой свободный.
Анализ результатов на рис.9 показывает, что наблюдается неоднозначное влияние различных параметров оболочки на характер ее колебаний. 

Однако можно констатировать тот факт, что краевые условия оболочки практически не влияют на величину  низкой частоты. Этот результат объясняется тем, что наличие краевых эффектов в узкой зоне оболочки не может существенно повлиять на такую интегральную характеристику оболочки как собственная частота колебаний. Кроме того, можно установить значительное влияние относительных толщин и длин оболочки на величину низшей частоты.
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	Рис.9.


5.3. Сравнение результатов, полученных по разным теориям.
Рассмотрим некоторые варианты классической теории оболочек. В общем случае уравнение, определяющее собственные частоты колебаний, можно представить как
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где коэффициенты 
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 в различных вариантах теории оболочек отличаются лишь второстепенными слагаемыми.

В качестве примера рассматриваются варианты классической теории оболочек Доннелла-Муштари (ДМ) и Гольденвейзера-Новожилова (ГН). Выражения 
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 в теории оболочек Доннелла-Муштари для круговой цилиндрической оболочки, свободно опертой по двум концам, определяются равенствами [14].
Сравнение результатов расчета низшей частоты колебаний оболочки, шарнирно опертой по двум концам, полученной по различным теориям, приведены в таблице 1 (коэффициент Пуассона 
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Таблица 1.
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	2.28505
	0.958083
	0.464648
	0.0929296
	0.0185859

	
	ЭСТ
	11.6359
	2.53031
	0.959843
	0.464648
	0.0929296
	0.0185859

	
	ГН
	14.2622
	2.46914
	0.959691
	0.464841
	0.0929683
	0.0185937

	
	ДМ
	14.2766
	2.47013
	0.959703
	0.464648
	0.0929296
	0.0185859
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	2.29380
	0.856414
	0.257011
	0.0161063
	0.0006650

	
	ЭСТ
	11.6450
	2.54071
	0.858761
	0.257023
	0.0161065
	0.0006650

	
	ГН
	14.2764
	2.47956
	0.857652
	0.256956
	0.0161029
	0.0006649

	
	ДМ
	14.2909
	2.48091
	0.85855
	0.257385
	0.0191493
	0.0102336
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	ЭСТ
	1.14294
	0.95892
	0.949206
	0.464648
	0.0929296
	0.0185859

	
	ГН
	1.11112
	0.95801
	0.949206
	0.464648
	0.0929296
	0.0185859

	
	ДМ
	1.11112
	0.95801
	0.949206
	0.464648
	0.0929296
	0.0185859
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	0.0161011
	0.0006648

	
	ЭСТ
	1.14248
	0.95294
	0.844956
	0.256883
	0.0161011
	0.0006648

	
	ГН
	1.11058
	0.95201
	0.844954
	0.256883
	0.0161011
	0.0006648

	
	ДМ
	1.11058
	0.95201
	0.844955
	0.256883
	0.0161065
	0.0007803


В таблице 1 аббревиатура ТТУ соответствует результатам, полученным с помощью методов трехмерной теории упругости [14]; а ЭСТ – результатам, полученным в данной работе.
Выводы
1. На основе трехмерных динамических уравнений теории упругости с помощью вариационного принципа Лагранжа построены двумерные уравнения теории ортотропных произвольных оболочек, в том числе круговых цилиндрических оболочек, и соответствующие граничные условия.
2. Показано преимущество применения операционного исчисления при расчете замкнутых круговых цилиндрических оболочек под действием локальных нагрузок.
3. Поперечные нормальные напряжения, которыми в классической теории пренебрегают, в данной работе получаются одного порядка с максимальными значениями основного изгибного напряжения; этот результат имеет большое значение при расчетах пластинок и оболочек из изотропных и композиционных материалов.
4. Рассмотрено влияние краевых условий и геометрических параметров на характер свободных колебаний цилиндрической оболочки. Показано, что краевые условия практически не влияют на величину низшей частоты, которая существенно зависит от толщины и длины оболочки.
5. Проведено сравнение результатов расчета собственных частот, полученных в данной работе, с различными вариантами классической теории и решением трехмерной задачи теории упругости. Показано их хорошее согласование для тонких и средней длины цилиндрических оболочек. Установлено значительное рассогласование результатов расчета в значениях собственных частот с увеличением толщины и длины оболочки, а также числа волн в продольном и окружном направлениях.
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