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РЕЗЮМЕ
В настоящей работе рассматривается особенности построения консервативных разностных схем, позволяющих в рамках геометрически нелинейных соотношений модели Тимошенко при дискретизации методом конечных разностей в сочетании
с квазидинамической формой метода установления исследовать процессы деформирования пластин и оболочек из композиционных материалов с вырезами различной формы.
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SUMMARY
Some specificities of the construction of conservative finite difference schemas are discussed. The use of the finite difference discretization combined with the pseudoviscosity method allows one simulate the deformed state of multiply connected composite shells and plates with various cutouts on the groundwork of the nonlinear shear model of shells.
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При создании перспективных элементов тонкостенных конструкций аэрокосмической техники, включающих многосвязные области (пластины
и оболочки с вырезами различной формы)  в качестве расчетных методов используют прикладные методы математического моделирования, которые основываются, в первую очередь, на процедурах дискретизации
по пространственным переменным, позволяющих заменить исходную континуальную модель тела его приближенной моделью с конечным числом степеней свободы. При построении дискретной модели одним из главных требований является выполнение законов сохранения на сеточном (дискретном) уровне. Консервативные разностные схемы, удовлетворяющие таким требованиям, позволяют выделить из всех математически допустимых решений задачи физически правильное обобщенное решение. Свойству консервативности удовлетворяют дискретные модели, построенные с помощью вариационных методов - метода конечных элементов (МКЭ) и вариационно-разностного метода в форме метода конечных разностей (МКР). Эффективность МКР обусловлена,
в первую очередь, использованием простейших формул численного дифференцирования, а также минимального количества узлов численного интегрирования при аппроксимации соответствующих функционалов
в вариационных уравнениях, а преимущества МКЭ связаны, в основном,
с меньшей, чем в МКР, чувствительностью к форме внешней или внутренней границы оболочки. При этом для тонких оболочек канонической геометрии вариационно-разностный метод с использованием ортогональных сеток регулярной структуры и конечно-элементный подход, базирующийся
на применении четырехугольных элементов, практически идентичны [1,2]. Следует отметить, что неконсервативные разностные схемы, полученные методом прямой конечно-разностной аппроксимации исходных дифференциальных уравнений без использования вариационно-разностных формулировок,
не позволяют получать численные результаты, удовлетворительно согласующиеся с экспериментальными данными даже для случая оболочек с вырезами
из изотропных материалов [3].
В задачах механики тонкостенных конструкций наиболее широко используются математические модели, построенные на гипотезах Кирхгоффа-Лява и Тимошенко. Исследование процессов деформирования многосвязных тонкостенных конструкций из композитов, обладающих пониженной сдвиговой жесткость, связано с необходимостью учета деформации поперечного сдвига,
т.к. результаты, полученные в рамках модели Кирхгоффа-Лява, существенно искажают картину распределения полей деформаций и напряжений, как на контуре выреза, так и в его окрестности [4]. Кроме того, расчет оболочек
с вырезами необходимо выполнять на основе соотношений геометрически нелинейной теории, т.к. результаты, полученные по теории слабого изгиба, обычно плохо коррелируют с экспериментальными данными [1-3].
Как показывают результаты различных исследований, практическая реализация конечно-элементных моделей, построенных на гипотезах Тимошенко, связана, как правило, со значительными трудностями математического характера, проявляющимися, в частности, в эффекте "сдвигового запирания", наиболее характерного для достаточно тонких оболочек [2]. В настоящей работе рассматривается вариационно-разностная схема (ВРС), построенная в рамках геометрически нелинейных соотношений модели Тимошенко на основе простых, ортогональных сеток регулярной структуры и однотипных аппроксимаций,
как в основной области, так и на контуре выреза, позволяющая в сочетании
с квазидинамической формой метода установления исследовать процессы деформирования пластин и оболочек с вырезами различной формы,
что существенно повышает эффективность МКР по сравнению с МКЭ.
Рассматриваются оболочки в общем случае переменной толщины h=h((1,(2), изготовленные как из изотропных, так и композиционных материалов; (1,(2 – гауссовы криволинейные ортогональные координаты поверхности приведения.
Компоненты тангенциальной и трансверсальной деформации координатной поверхности оболочки в рамках теории среднего изгиба имеют вид [1,2]
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(1(2),

где Ai, ki – параметры Ляме и главные кривизны координатной поверхности оболочки в направлениях (i (i=1,2); u1=u, u2=v, u3=w, u4=(1, u5=(2 – обобщенные перемещения uk, 1, 2 – углы поворота в соответствии с гипотезой о «жесткой» нормали; (1, (2 – полные углы поворота (рис.1).

Рис.1.
Компоненты изгибной деформации записываются в виде
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Для частного случая однослойной ортотропной оболочки усилия и моменты связаны с деформациями соотношениями
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где
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и где Е1, Е2 – модули Юнга по направлениям (1, (2; G12, G13, G23 – модули сдвига, (12, (21 – коэффициенты Пуассона; k2=5/6. Для многослойного элемента конструкции, собранного из N анизотропных слоев различной толщины hi, жестко связанных между собой в единый пакет (i=1,2,...,N), силовые факторы выражаются через компоненты деформации координатной поверхности следующим образом
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В соотношениях (5) Bnm, Cnm, Dnm – коэффициенты тангенциальной, тангенциально-изгибной и изгибной жесткости оболочки, Anm – коэффициенты жесткости оболочки на поперечный сдвиг, определяемые через упругие характеристики слоев и их толщины [2].
Для получения уравнений равновесия используется вариационный принцип Лагранжа

(Э=(П((А=0,









(6)

где П – потенциальная энергия деформации оболочки, А – работа внешних сил. Представляя элементарную работу внешних сил в виде суммы работы поверхностной нагрузки АF и работы краевой нагрузки АГ: А=АF+АГ, выражения для П и А можно записать как
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где ds – дифференциал дуги вдоль контура Г, qk – компоненты внешней нагрузки (рис.1).

Вытекающие из (6) после выполнения соответствующих преобразований уравнения равновесия можно представить в операторной форме как
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где 
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 – соответствующие дифференциальные операторы для вектора обобщенных перемещений U=U(u1,u2,u3,u4,u5).

При проведении исследований наибольший практический интерес представляют граничные условия типа свободного края на контуре выреза. Для общего случая, когда линия контура выреза Г не совпадает ни с одной
из координатных линий (рис.1), естественные граничные условия формулируются в виде
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Обобщенные краевые усилия на контуре выреза в системе координат n, (, (3 могут быть выражены через силовые факторы в главных площадках
по следующим формулам преобразования
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При этом обобщенная поперечная сила Qnn равна
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При численном решении исходной континуальной задачи, сформулированной в функциях от непрерывных аргументов (1,(2 для дискретизации по пространственным координатам используется вариационно-разностный метод в варианте метода перемещений в форме МКР [5].
На плоскости главных координат оболочки вводятся две ортогональные равномерные сетки с параметрами (1=const, (2=const (рис.2): основная сетка, узлы которой имеют  целочисленные индексы i,j, а также вспомогательная сетка, узлы которой лежат посередине между узлами основной сетки и имеют дробные индексы (iSYMBOL 177 \f "Symbol"1/2, jSYMBOL 177 \f "Symbol"1/2). В узлах основной сетки функциям перемещений uk((1,(2)
и скоростей 
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(i,j). Дифференциальные операторы аппроксимируются разностными второго порядка аппроксимации 0(
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Рис.2.
Дискретизированный функционал Лагранжа (9) для расчетной области L(((1,(2) представляется в виде суммы
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где
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и где Пi,j и Аi,j – потенциальная энергия деформации и работа внешних сил
для элементарной ячейки, отображаемой в сеточной области 
 размерами SYMBOL 68 \f "Symbol"F=(1(2 (заштрихованная область на рис.2).

В (12) суммирование осуществляется по тем узловым точкам разностной схемы (РС), в которых варьируются соответствующие обобщенные перемещения uk(i,j). Для общего случая, когда линия контура Г не совпадает ни с одной
из координатных линий (1,(2, рассмотрим следующую дискретизацию функционала (12). Примем, что линия контура Г базисной поверхности оболочки отображается на плоскости главных координат L((1,(2) в виде прямой, совпадающей с диагоналями ячеек основной сетки (рис.3).
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Рис.3.
Потенциальная энергия деформации Пi,j представляется в виде суммы
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Составляющие Пi,j(E11,E22), Пi,j(E12,K12), Пi,j(E13,E23), Пi,j(K11,K22) дискретизируются в виде
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Элементарная работа Аi,j дискретизируется следующим образом
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где (AS)j,j – параметр Ляме вдоль линии контура Г. В аппроксимациях (15),(16) 
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, d* – весовые коэффициенты, учитывающие площадь интегрирования
при отображении соответствующей части базисной поверхности или контура оболочки на сеточную область [1,2,5,6]. Силовые факторы T11, T12, Q11, M11, H и T22, T21, Q22, M22, H, отмеченные в (16) одной звездочкой, заданы на контурах Г1, Г2, а двумя звездочками – на контурах Г3 и Г4 соответственно (рис.1).
Конечно-разностные аналоги уравнений равновесия (8), вытекающие
из условий минимизации дискретизированного функционала Лагранжа (12)
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можно представить в виде
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где 
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 – соответствующие конечно-разностные операторы для вектора сеточных функций перемещений Uk(i,j); (Qk)i,j – сеточные функции обобщенных компонент поверхностной и краевой нагрузки.

Для ВРС (12)-(16) при построении разностных аналогов уравнений равновесия (18) используется девятиточечный разностный шаблон. Поскольку все параметры напряженно-деформированного состояния вычисляются в однотипных точках вспомогательной сетки (iSYMBOL 177 \f "Symbol"1/2, jSYMBOL 177 \f "Symbol"1/2), то данная ВРС оказывается более эффективной и экономичной при расчете многослойных оболочек
из композиционных материалов, решении упруго-пластических задач, а также для пластин и оболочек, внешний или внутренний контур которых ограничен произвольной кривой Г, не совпадающей ни с одной из координатных линий.
Для регулярной узловой точки все весовые коэффициенты равны единице
(за исключением контурных коэффициентов 
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=d*=0).
Вариационно-разностная формулировка исходной начально-краевой задачи позволяет построить консервативные РС, обеспечивающих сходимость численных решений uk(i,j) к точному uk((1,(2) при сгущении сетки, что особенно важно, когда на внешнем или внутренних краях (краях вырезов) граничные условия заданы в естественной форме (9).

Для решения сеточных уравнений (23) используется квазидинамическая форма метода установления [1,2,6-8]. При переходе к эволюционной задаче сеточные аналоги уравнений равновесия (18) заменяются на уравнения, совпадающие по форме с уравнениями движения оболочки в вязкой среде вида
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где (k(i,j) – параметры искусственной вязкости среды, mk=(h (k=1,2,3); mk =(h3/12 (k=4,5); ( – плотность. Аппроксимация уравнений (19) на временной сетке
с шагом (t=const позволяет получить в явном виде выражения для скоростей 
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и сеточные функции 
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Таким образом, если для некоторой функции U=U(x1,x2,(), являющейся решением системы (19), существуют пределы


[image: image78.wmf]1212

(,)lim(,,);

UxxUxx

t

t

®¥

=

%



[image: image79.wmf]12

(,,)

lim0,

Uxx

t

t

t

®¥

¶

=

¶





(22)
то функция 
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(x1,x2) является решением исходной стационарной задачи (18). Принятая форма уравнений (19) соответствует некоторой физической модели эволюционного процесса с диссипацией энергии и установлением в стационарном состоянии, что является важным фактором, поскольку для нелинейных задач,
в отличие от линейных, в большинстве случаев метод не опирается
на доказательства сходимости и единственности решения [8]. Метод установления позволяет свести решение исходной нелинейной статической задачи (18) к решению квазидинамической (19), что значительно упрощает построение и практическую реализацию вычислительного алгоритма решения статической задачи в силу отсутствия необходимости формировать и хранить
в памяти ЭВМ матрицу коэффициентов 
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 как таковую.
Параметры итерационного процесса – искусственная вязкость среды (k
и шаг по времени (t – определяются из условия ускорения сходимости
и устойчивости разностной схемы [7]. С учетом принятой формы нестационарных уравнений (19), формулы для определения оптимальных значений (k и (t запишутся в виде [1,2,6,9]
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где (1,(k) и (2,(k) – наименьшие и наибольшие собственные числа
для соответствующих разностных операторов в уравнениях (18); a(,(k) и at,(k) – близкие к единице поправочные коэффициенты. Формулы для (1,(k) и (2,(k), полученные в рамках линейных соотношений при соответствующих упрощениях в исходных уравнениях, можно представить следующим образом
- наименьшие собственные числа
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- наибольшие собственные числа
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где k1,k2 и A1,A2 – характерные значения главных кривизн и параметров Ляме оболочки.
Использование метода установления позволяет построить эффективную численную процедуру для удовлетворения конечно-разностных аналогов естественных граничных условий (9),(10), когда контур выреза Г или его часть
не совпадает ни с одной из координатных линий. При построении РС линия, отображающая на плоскости главных координат контур выреза Г, полагается проходящей через узловые точки основной сетки и совпадающей с диагоналями ячеек разностной сетки (рис.3).
Левые части сеточных аналогов уравнений равновесия (18) в нерегулярных узловых точках типа i,j содержат значения силовых факторов в точках вспомогательной сетки (i(1/2, j(1/2) на контуре Г (точки c и b, рис.3), для вычисления которых должны быть известны сеточные функции ui,j, vi,j, wi,j, (1(i,j), (2(i,j) в законтурных узлах (i,j+1), (i+1,j). Неизвестные сеточные функции uk(i,j)
в точках (i,j+1), (i+1,j) могут быть определены из конечно-разностной аппроксимации краевых условий (9) с учетом (10) в однотипных точках вспомогательной сетки (i(1/2, j(1/2), принадлежащих контуру выреза Г
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Таким образом, расчет оболочек с вырезами различной формы связан
с необходимостью решения на каждом шаге итерационного процесса системы
из пяти нелинейных сеточных уравнений (26) относительно пяти неизвестных сеточных функций 
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 в законтурных узлах (i,j+1), (i+1,j) для каждой ячейки сетки, принадлежащей контуру выреза Г. Первоначально
из двух последних уравнений (26) для 
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 определяются законтурные значения 
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. Непосредственное определение 
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 из краевых условий для 
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 невозможно, т.к. в аппроксимациях для 
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 входят параметры (1 и (2, содержащие неизвестные пока сеточные функции 
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в законтурных узлах. Но поскольку при счете на установление в соответствии
с (22) справедливы условия
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то при определении 
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 на n-ом шаге итерационного процесса
в качестве промежуточного приближения могут быть использованы значения 
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 в законтурных узлах с предыдущего (n–1)-го шага. Далее из конечно-разностной аппроксимации краевого нелинейного условия для 
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Также как и при определении 
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 для входящих в аппроксимации для 
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 значений ui,j и vi,j при определении законтурных значений 
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  с (n–1)-го шага итерационного процесса. После определения в законтурных узлах сеточных функций 
[image: image132.wmf][

]

(

)

1

,

n

ij

g

, 
[image: image133.wmf][

]

(

)

2

,

n

ij

g

 и 
[image: image134.wmf](

)

,

n

ij

w

 из двух первых уравнений системы (26) относительно 
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 вычисляются законтурные значения сеточных функций 
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с использованием в аппроксимациях для 
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. Следует отметить, что для плоских задач и для пластин в силу k1=k2=0 данный метод удовлетворения краевых условий (26) является точным.

Для общего случая, когда криволинейный контур выреза не отображается
на плоскости главных координат в виде прямой, совпадающей с диагональю ячеек конечно-разностной сетки, может быть использована неравномерная разностная сетка с параметрами: (1=(1((1); (2=(2((2).
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