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резюме

Предложена модификация модели Такаянаги, позволяющая анализировать одноосное напряженное состояние дисперсно-наполненного композита в условиях нелинейного деформирования, обусловленного гиперупругостью либо пластическим течением. Рассмотрены варианты модели для сферических и кубических армирующих включений. В частности, получены расчетные зависимости осевого напряжения
от продольной деформации для полиметилметакрилата, наполненного частицами окиси алюминия, при температуре 1800С и углепластика на основе политетрафторэтилена
при температуре 200С. Результаты моделирования сопоставлены с экспериментальными диаграммами растяжения и сжатия.
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Summary

Updating of the Takayanagi model, allowing one to analyze uniaxial stress state of the dispersed-filled composite in the conditions of the nonlinear deformation caused by hyperelasticity or a plastic flow is proposed. Variants of model for spherical and cubic reinforcing inclusions are considered. In particular, calculation dependences of axial pressure on longitudinal deformation for polymethylmethacrylate, filled with particles of aluminum oxide have been obtained, at temperature 1800С and carbon-reinforced plastic based on polytetrafluorethylene at temperature 200С. Results of modeling are compared with experimental curves of a stretching and compression.
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ВВЕДЕНИЕ
Детали машин и элементы конструкций из полимерных композитов функционируют, как правило, в условиях циклического термосилового нагружения. Используя физические уравнения связи между напряжениями
и деформациями, можно рассчитать напряжения в изделии при заданном режиме нагружения, но поскольку разрушение композитного материала при циклическом деформировании обусловлено накоплением локальных повреждений [1], нужно определять концентрацию напряжений в области армирующего включения.
Для прогнозирования прочности и формостабильности указанных изделий необходимы методики анализа напряженно-деформированного состояния, учитывающие, помимо гетерогенности, нелинейность деформирования компонентов материала, главным образом, полимерного связующего.
В частности, причинами нелинейности являются большие деформации, характерные для полимеров и эластомеров, а также пластическое течение матричной фазы. Соответствующие задачи приходится решать с привлечением различных численных методов, в частности ( метода конечных элементов [2,3].
Однако при оптимизации состава и геометрических параметров структуры композита конечноэлементное моделирование не всегда целесообразно
из-за трудоемкости расчетов. Кроме того, построение численной модели композита подразумевает задание представительного объема, содержащего минимальное число включений заданной конфигурации и расположения.
Это требует обоснования сходимости результатов численного моделирования
и соответствия напряженно-деформированного состояния представительного объема состоянию композита в изделии.
В связи с вышесказанным, для прогнозирования механических характеристик исследуемых материалов предпочтительны аналитические решения. Этому препятствуют значительные трудности учета нелинейности деформирования компонент композита, обусловленные следующими обстоятельствами:
1) Большинство методов механики композитов подразумевают проведение усреднения параметров напряженно-деформированного состояния по объему или поверхности включения [4]. При этом не удается получить приемлемую расчетную оценку концентрации напряжений в компонентах композита.

2) Обычно в основе методик определения эффективных свойств композита лежат точные решения задач теории упругости [5], что ограничивает их использование для описания нелинейного деформирования материала.
Относительно несложная модель Такаянаги [6] лишена указанных ограничений, но ряд сделанных допущений препятствует ее использованию
в практических расчетах. Вместе с тем, в работе [7] авторами показано, что учет поперечного деформирования компонентов повышает точность расчета упругих модулей без существенного усложнения математического аппарата.
Целью настоящей публикации является описание нелинейного деформирования дисперсно наполненного полимерного композита путем модификации модели Такаянаги.
1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ
Модель Такаянаги двухкомпонентного дисперсно-армированного композита изображена на рис.1. Она представляет собой куб с длиной ребра l, образованный материалом матричного материала (связующего) и центрально расположенный внутренний куб с длиной ребра a (a<l), образованный материалом наполнителя.
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Рис.1. Модель дисперсно-армированного материала с кубическим включением.
Если принять l=1, размер a будет определяться объемной долей
наполнителя c
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При описании одноосного напряженного состояния композита выделяют два параллельно соединенных элемента I и II (см. рис.2). 
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Рис.2. Модель Такаянаги, содержащая сферическое включение.

Элемент I имеет площадь поперечного сечения SI=a2 и состоит
из последовательно соединенных частицы наполнителя и фрагментов матрицы, расположенных непосредственно «над» и «под» включением. Как было показано в работе [7], для повышения точности расчетных оценок эффективных характеристик призматический элемент I модели Такаянаги следует заменить цилиндрическим с площадью поперечного сечения SI=a2. При составлении условий для компонент тензоров напряжения и деформации элемент I модели удобнее рассматривать в цилиндрической, а не декартовой системе координат. Элемент II имеет площадь поперечного сечения SII=1–a2 и образован материалом матрицы.
Для одноосного напряженного состояния моделируемого материала компоненты тензоров напряжения и деформации во фрагментах модели удовлетворяют условиям, обоснованным в работе [7]
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Здесь 
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 – компоненты тензоров напряжения и деформации для фрагментов матрицы, расположенных непосредственно «над» или «под» включением,
в цилиндрической системе координат (i, j=z, r, (); 
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 – компоненты тензоров напряжения и деформации для включения в цилиндрической системе координат; 
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 – компоненты тензоров напряжения и деформации для элемента II модели в декартовой системе координат (i, j=x, y, z); 
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 – заданная макроскопическая продольная деформация моделируемого композита.
Объединим условия (2) с физическими уравнениями для материалов матрицы и наполнителя. В результате получим систему уравнений, в которой неизвестными являются компоненты 
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. После решения данной системы можно определить величину макроскопического осевого напряжения 
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Таким образом, устанавливается расчетная зависимость осевого напряжения от продольной деформации при одноосном напряженном состоянии моделируемого композита.
Для описания процесса локального повреждения в композите примем,
что материал матрицы разрушается при достижении предельного значения 
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 интенсивности тензора деформации 
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. Тогда при моделировании одноосного напряженного состояния композита условие начала локального повреждения можно сформулировать в виде уравнения
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Здесь компоненты тензора деформации 
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ij

e

 определяются из условий (2)
и физических соотношений для материалов матрицы и наполнителя. Уравнение (4) позволяет определить значение продольной деформации 
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, соответствующей началу разрушения в композите. При дальнейшем деформировании композита (
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) первое слагаемое в правой части равенства (3) остается неизменным,
т.е. материал матрицы предполагается идеально упруго пластическим
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Полное разрушение композита происходит при выполнении условия 
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 ( интенсивность тензора деформации в элементе II модели.
В рамках изложенной расчетной методики постулируется кубическая форма частиц наполнителя. Однако в реальных дисперсно-наполненных композитах конфигурация этих частиц ближе к сферической, чем к кубической, поэтому, наряду с традиционной моделью Такаянаги (рис.1), будем использовать модель
в виде куба, образованного материалом матрицы и содержащего сферическое включение радиуса R, образованное материалом наполнителя (рис.2). Величина R связана с объемной долей c
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(5)
Рассмотрим макроскопически одноосное напряженное состояние модели, представленной на рис.2, используя принятое в модели Такаянаги допущение
о независимости деформирования параллельно соединенных элементов [6]. Тогда элемент I (рис.2) можно рассматривать как совокупность бесконечно тонких составных цилиндров. Каждый такой цилиндр состоит из участка длины h, образованного материалом наполнителя, и участка длины 1–h, образованного материалом матрицы. Длина h связана с расстоянием r от данного цилиндра
до центральной оси элемента I
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В рамках принятого допущения о независимости деформирования параллельно соединенных составных цилиндров при одноосном напряженном состоянии моделируемого композита сдвиговыми напряжениями в этих цилиндрах будем пренебрегать. Тогда при использовании модели, содержащей сферическое включение, для определения расчетной зависимости напряжения 
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 от деформации 
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 условия (2) для компонент тензоров напряжения
и деформации примут вид
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Здесь длина h определяется соотношением (6). В уравнениях (7) компоненты 
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 характеризуют напряженно-деформированное состояние составного тонкого цилиндра, расположенного на расстоянии r от оси элемента I. Учет
в модели Такаянаги сдвиговых напряжений, возникающих при одноосном напряженном состоянии композита, может составить предмет дальнейшего развития данной модели. В настоящей работе эта задача не рассматривается.
После решения системы, составленной из условий (7) и физических уравнений для компонент композита, определим осевое напряжение 
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При учете локального разрушения материала матрицы уравнение (4) используется для определения предельной продольной деформации для каждого составного цилиндра, образующего элемент I модели. Т.е. значение продольной деформации, при которой прекращается рост осевого напряжения 
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от расстояния r. Условие полного разрушения композита при использовании модели со сферическим включением то же, что и для модели, представленной
на рис.1.
2. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МОДЕЛИ
Используем разработанные методику и варианты модели Такаянаги
для описания одноосного напряженного состояния двух композитных материалов – полиметилметакрилата, содержащего частицы окиси алюминия,
и угленаполненного политетрафторэтилена (ПТФЭ).
I Композит на основе полиметилметакрилата. В работе [3] получена аппроксимация экспериментальной диаграммы растяжения ненаполненного полиметилметакрилата при температуре 1800С. Показано, что приемлемая точность аппроксимации диаграммы вплоть до разрыва образца
при относительном удлинении 
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 обеспечивается применением двухпараметрического упругого потенциала Муни-Ривлина [8] при следующих значениях параметров: С1=0,186 МПа; С2=0,124 МПа. В соответствии
с условиями (2) или (7) при рассматриваемом одноосном напряженном состоянии композита сдвиговые компоненты тензора напряжения для всех фрагментов модели равны нулю. Следовательно, при формулировке физических уравнений для матрицы и наполнителя достаточно определить зависимость главных компонент тензора напряжений от главных компонент тензора деформаций.
Эта зависимость при описании нелинейно-упругого деформирования несжимаемого материала в рамках потенциала Муни-Ривлина может быть сформулирована в виде уравнений

[image: image42.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

12

2

1

2211;

11

1

,,1,2,3;;;.

ijk

jk

i

p

CC

ijkijjkik

see

ee

e

éù

=-+++++

êú

++

+

êú

ëû

=¹¹¹

 
(9)
Здесь 
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 – условие несжимаемости, p – гидростатическое давление [8].

Наполнителем в исследуемом композите является окись алюминия. Данный материал будем рассматривать как изотропный линейно-упругий.
Его деформационные свойства характеризуются модулем Юнга E=380 Мпа
и коэффициентом Пуассона (=0,23. Связь главных компонент тензора деформации с соответствующими компонентами тензора напряжения задается уравнениями
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Условия (2) при использовании модели с кубическим включением или (7) для модели со сферическим включением совместно с физическими уравнениями (9) для материала матрицы и (10) для наполнителя позволяют определить компоненты тензоров напряжения и деформации во всех элементах модели. Затем по формуле (3) или (8) определяется значение осевого напряжения 
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при заданной продольной деформации 
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В работе [3] представлены экспериментальные диаграммы растяжения полиметилметакрилата, наполненного частицами окиси алюминия для двух значений объемного содержания наполнителя, равных 0,173 и 0,428. Как показано в работе [7], модифицированная модель Такаянаги позволяет получать приемлемые расчетные оценки механических характеристик дисперсно-армированного композита в диапазоне объемного содержания наполнителя c<0,4, поэтому будем рассматривать растяжение полиметилметакрилата
при содержании наполнителя c=0,173 (рис.3). Сопоставление представленных зависимостей позволяет отметить следующее.
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Рис.3.
Диаграмма растяжения полиметилметакрилата, наполненного частицами окиси алюминия. Кривая 1 – экспериментальная диаграмма из [3]; кривая 2 – модель со сферическим включением; кривая 3 – модель с кубическим включением.
1. Модель со сферическим включением обеспечивает более точную расчетную оценку осевого напряжения в сравнении с моделью с кубическим включением. Среднее относительное отклонение ( результатов использования модели со сферическим включением от экспериментальных значений осевого напряжения в диапазоне продольной деформации 
[image: image48.wmf]k
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<0,48 составляет 7,5%.
Для модели с кубическим включением (=11%.
2. При использовании модели со сферическим включением расчетное значение продольной деформации 
[image: image49.wmf]k
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, соответствующей началу локального разрушения, составляет 14,2%. Данное значение получено из уравнений (4)
при r=0. Для модели с кубическим включением величина деформации 
[image: image50.wmf]k
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=25,1%.
3. На теоретической диаграмме, полученной с использованием модели
с кубическим включением, достижение продольной деформации 
[image: image51.wmf]k
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 сопровождается скачкообразным уменьшением условной жесткости (производной от осевого напряжения по продольной деформации). При использовании модели, представленной на рис.2, жесткость композита после начала локального разрушения снижается плавно, что согласуется с характером экспериментальной диаграммы растяжения.
II Композит на основе политетрафторэтилена. При заданной постоянной температуре зависимость главных компонент тензора напряжения
от соответствующих компонент тензора деформации для политетрафторэтилена (ПТФЭ) в области малых упругопластических деформаций описывается уравнениями [9]
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(11)
Здесь G, K – модуль сдвига и объемный модуль материала соответственно; 
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 – функция пластичности Ильюшина, аргументом которой является интенсивность тензора деформации 
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(12)
Здесь A, ( – параметры функции пластичности; (т – интенсивность тензора деформации, соответствующая пределу текучести при заданной температуре.
В физических уравнениях (10), (11) не учитывается вязкость материала
и различия деформационного поведения ПТФЭ при растяжении и сжатии.
Для определения значений параметров, характеризующих упругопластическое деформирование ПТФЭ, использовали экспериментальные диаграммы растяжения образцов исследуемого материала, полученные на машине INSTRON 5567 в Центре механических испытаний Института механики металлополимерных систем им. В.А. Белого НАН Беларуси. Образцы материала
в форме лопаток имели длину рабочей части 45 мм и площадь поперечного сечения 4,76 мм2. Испытания проводились при температуре 20oС и скорости растяжения 2 мм/мин (έ=0,00075 с-1). На рис.4 представлен результат усреднения 5-и экспериментальных зависимостей. Статистическая погрешность измерения осевого напряжения составила (экс=5,8%.
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Рис.4.
Диаграмма растяжения ПТФЭ. Кривая 1 – усредненная экспериментальная зависимость; кривая 2 – результат аппроксимации.
Для упрощения аппроксимации экспериментальной зависимости из работы [9] были взяты значения двух характеристик деформирования ПТФЭ, а именно, K=4,7 ГПа; (=1,48. Значения остальных параметров определялись методом наименьших квадратов: G=94,5 МПа; A=0,915; (т=1,5%. При продольных деформациях менее 5% среднее относительное отклонение результатов аппроксимации от экспериментальных значений осевого напряжения составляет (теор=3,3% ((теор<(экс). Данное обстоятельство свидетельствует о правомерности использования физических уравнений (11) и (12) при указанных значениях параметров для описания деформирования ПТФЭ в рассматриваемых условиях (T=20oC; έ=0,00075 с-1).
В тех же условиях (температура 20oC и скорость деформирования
έ=0,00075 с-1) были проведены испытания на сжатие стандартных образцов
в виде цилиндров диаметром 12 мм и высотой 18 мм из антифрикционного материала Флувис-20 [10], представляющего собой ПТФЭ, наполненный короткими углеродными волокнами при объемной доле наполнителя с=0,18.
На рис.5 представлен результат усреднения пяти экспериментальных диаграмм сжатия. Статистическая погрешность измерения осевого напряжения составила (экс=6,5%.
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Рис.5.
Диаграмма сжатия композита Флувис-20. Кривая 1 – усредненная экспериментальная зависимость; кривая 2 – модель со сферическим включением; кривая 3 – модель с кубическим включением.
При построении расчетных диаграмм сжатия для рассматриваемого композита деформирование материала наполнителя описывали физическими уравнениями (10). Значения упругих модулей для коротких углеродных волокон были взяты из работы [11]: E=228 ГПа; (=0,25.
Анализ приведенных на рис.5 зависимостей позволяет сделать вывод о том, что при выборе одного из двух рассмотренных вариантов модели Такаянаги (рис.1 или 2) предпочтение следует отдать модели со сферическим включением.
В диапазоне деформации 
[image: image58.wmf]k
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<5% среднее относительное отклонение расчетных значений напряжения от экспериментальных данных для модели со сферическим включением составило (теор=4,9%, а для модели с кубическим включением – (теор=7,1%.
Также отметим, что во всем диапазоне продольных деформаций расчетные оценки осевого напряжения оказываются несколько заниженными. Данное обстоятельство обусловлено, по-видимому, несферичностью частиц наполнителя в рассмотренном дисперсно-армированном материале. Более точно конфигурация коротких волокон моделируется вытянутым эллипсоидом. Целесообразно проведение дальнейших исследований по адекватному описанию реальной формы частиц наполнителя (аналогично работе [12]) с учетом нелинейного деформирования компонентов.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Обоснована возможность адекватного описания нелинейного деформирования при одноосном напряженном состоянии дисперсно-наполненных полимерных материалов в рамках модифицированной модели Такаянаги. Предложенная модификация позволяет учесть гиперупругость и пластическое течение полимерной матрицы, что способствует созданию эффективных методов расчета элементов конструкций из композитов рассматриваемого класса. Показано, что модель со сферическим включением обеспечивает более точные расчетные оценки напряжений, возникающих в рассматриваемых нелинейно деформируемых композитах, чем модель с кубическим включением.
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