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РЕЗЮМЕ 
 

Исследуется динамическая устойчивость цилиндрической ортотропной оболочки, 
подкрепленной упругими связями (пружинами), при действии гармонически 
изменяющегося внешнего давления. По длине оболочки пружины расположены 
в несколько рядов, а по окружности – симметрично относительно вертикального 
диаметра. Решение дифференциальных уравнений ищется в виде тригонометрических 
рядов. В результате задача сводится к системе алгебраических уравнений относительно 
радиальных перемещений оболочки в местах установки пружин. Для равномерно 
расположенных одинаковых пружин решение получено в явном виде. На числовом 
примере показано влияние жесткости пружин на границы областей неустойчивости. 
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SUMMARY 
 

Dynamic stability of a cylindrical orthotropic shell, supported by means of elastic links 
(springs), under interaction of the external pressure, subjected to harmonic low, is investigated. 
Several rows of the springs are placed in the axial direction, and symmetrically about circle. 
A solution of the differential equation is finding in the form of trigonometric series. As a result, 
the problem is reduced to the system of a algebraic equations with respect to the real 
displacements of the shells springs integration points. The solution is found in evident 
form for the springs placed uniformly. The springs hard influence on the border of a instability 
areas are shown by means of a numerical example. 
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При создании некоторых типов летательных аппаратов в них используются 
узлы в виде коаксиальных оболочек, изготовленных из композиционных 
материалов и соединенных между собой упругими связями. Такого рода 
конструкцией, например, является камера дожигания прямоточного воздушно-
реактивного двигателя. В первом приближении упругие связи можно считать 
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безынерционными пружинами, расположенными в несколько рядов по длине 
камеры, а по окружности – симметрично относительно вертикального диаметра. 

В процессе работы двигателя внутренняя оболочка камеры дожигания 
нагружена осевыми силами и внешним давлением, которое содержит постоянную 
и переменную составляющие. Постоянная составляющая создается из-за сгорания 
газа в полости камеры, а возникновение переменной составляющей обусловлено 
турбулентностью атмосферы и неравномерностью процесса горения. 

Высокая температура нагрева камеры, интенсивный унос материала 
и внешние циклические нагрузки при определенных соотношениях способны 
вызвать разрушение конструкции. Это вызывает необходимость учета указанных 
факторов ещё на стадии проектирования двигателей. 

Проблема динамической устойчивости конструкции летательных аппаратов 
возникла в середине прошлого столетия и была связана с развитием авиации 
и космонавтики. Пути её решения нашли отражение в многочисленных 
монографиях [1-3]. В настоящее время в связи с широким внедрением 
композиционных материалов и разработкой принципиально новых конструкций 
возник класс актуальных задач по этой проблеме, обусловленных наличием 
в оболочках подкрепляющих элементов [4-7]. 

В данной работе исследуется динамическая устойчивость ортотропной 
оболочки, соединенной упругими связями с бесконечно жесткой внешней 
оболочкой, при действии гармонически изменяющегося во времени внешнего 
давления. Жесткость пружин учитывает местный прогиб внешней оболочки. 
Оболочка по торцам шарнирно оперта и нагружена осевыми силами 
Тангенциальная и осевая составляющие инерционных сил оболочки, 
а также конструкционное демпфирование не учитываются. Расчетная схема 
показана на рис.1. 

 

 
Рис.1. Расчетная схема. 

 
Введем безразмерную систему цилиндрических координат, в которой 

линейные размеры отнесены к радиусу срединной поверхности оболочки. Тогда 
уравнение движения оболочки можно представить в виде [8] 
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,α β  – безразмерные координаты вдоль образующей 

и в окружном направлении; w  – нормальное перемещение; , R h  – радиус 
и толщина оболочки; ,  , E E Gα β αβ  – модули упругости в осевом и окружном 
направлениях и модуль сдвига; ν , να β  – коэффициенты Пуассона в осевом 
и окружном направлениях; ρ  – плотность материала оболочки; Nα  – начальная 
осевая сила; 0 1,p p  – постоянная составляющая и амплитуда переменной 
составляющей внешнего давления; ω  – частота пульсаций; iC  - жесткость i -ой 
пружины; M  – количество рядов пружин; N  – количество пружин в ряде; ( )δ α  
– дельта-функция. 

Решение уравнения (1) будем искать в виде 
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и подставляя (2) в (1), получим бесконечную систему неоднородных 
дифференциальных уравнений типа Матье-Хилла 
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Так как по окружности пружины расположены равномерно 2 ,j
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то решение уравнения (6) будем искать в виде 
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Придавая 1S  и 2S  различные целочисленные значения, находим критическое 
значение нагрузки. 
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В качестве примера рассмотрена оболочка, подкрепленная тремя рядами 
одинаковых пружин. Базовые параметры оболочки имеют следующие значения: 

 10;L
R
=     0,015;h

R
=     1, ;53

E
E
β

α

=     0,17;
G
Eα

αβ =     0,15;αν =  

0, 23;βν =     75·10 ;R g
Eα

ρ −=     3,M =     6,N =     58,3·1 .0C
E Rα

−=  

На рис.2 показаны области неустойчивости (заштрихованная часть) 
оболочки, для различных значений безразмерной жесткости пружин. Величина 
постоянной составляющей внешнего давления принималась *

0 2 ,p p=  а осевая 

сжимающая сила была равна *
NN N

α
α

α
=  ( * *,p Nα  – соответственно критические 

давление и осевая сжимающая сила потери устойчивости неподкрепленной 
оболочки). 

 

 
Рис.2. Области неустойчивости оболочки при различных значениях жесткости 

пружин. 
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 – отношение переменной составляющей внешнего давления 

к постоянной. 
На рис.3 представлены аналогичные зависимости при *

0 1,5p p=  
и жесткости пружин равной 2,3C  для различных значений осевой сжимающей 
силы Nα . 
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Рис.3. Области неустойчивости оболочки при различных значениях сжимающей 

силы. 
 
Из приведенного примера следует, что: 

− при увеличении жесткости пружин больше 4C≈  изменение границ областей 
неустойчивости практически не происходит; 

− при увеличении переменной составляющей внешнего давления больше 0,3x >  
начинается резкое уменьшение критических частот; 

− при увеличении осевой силы до 0,6Nα =  границы областей неустойчивости 
линейно снижаются, а их площадь увеличивается в 1,5 раза. 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 Предложена математическая модель поведения внутренней оболочки 
камеры дожигания, подкрепленной упругими связями, при действии внешнего 
пульсирующего давления. Уравнение колебаний системы с помощью 
тригонометрических рядов по осевой и окружной координатах сводится к системе 
неоднородных уравнений типа Матье-Хилла. В результате решения получается 
бесконечная система алгебраических уравнений, которая, после усечения 
и приравнивания к нулю ее определителя, будет представлять характеристическое 
уравнение критических частот. 
 Предлагаемый подход позволяет установить границы главной области 
неустойчивости и определить параметры системы, наиболее сильно влияющие 
на частоты параметрического резонанса. 
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