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РЕЗЮМЕ 
 

Рассматривается нелинейная задача о пространственных аэроупругих колебаниях 
провода с обледенением в пролёте воздушной линии электропередачи (ВЛ) [1-5]. 
Считается, что колебания провода происходят относительно некоторого начального 
прогиба (провисания), вызванного действием гравитации и ветрового потока. 

Сила натяжения провода определяется квадратичной зависимостью от поперечных 
перемещений и считается постоянной по длине пролёта. 

Поперечные перемещения и угол закручивания сечений провода представляются в 
виде рядов по синусам, зависящих от целого параметра, определяющего число полуволн 
в пролёте. В качестве обобщенных перемещений принимаются коэффициенты 
тригонометрических разложений. 

Получены общие уравнения движения провода в обобщенных координат с учётом 
нелинейностей упругих, инерционных и аэродинамических сил. Получены также 
линеаризованные уравнения малых аэроупругих колебаний относительно статического 
положения равновесия. Последние уравнения позволяют определить критическую 
скорость ветра, вызывающего флаттер провода с обледенением. 
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SUMMARY 
 

Nonlinear problem of spatial aeroelastic vibrations of iced conductor is considered [1-5]. 
It is assumed that the vibrations occur relative to the initial deflection caused by gravity and 
wind flow. 

The conductor tensile strain is determined by quadratic approximation in dependence on 
its transverse displacements and is considered constant as well. 

Transverse displacement and angle of torsion are presented in the form of the 
trigonometric sine expansions. The expansions coefficients with integer number of loops per 
span are considered as generalized coordinates. 
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General equations of the conductor motion and the linearized equations for small 
aeroelastic vibrations around the static equilibrium position are obtained in the generalized 
coordinates with nonlinear elastic, inertial and aerodynamic forces. The linearized equations 
allow determining the critical speed of the conductor flutter. 
 
Key words: conductor of overhead transmission line; ice accretion; nonlinear oscillations; 
galloping; Ritz method; linearized equations; flutter 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Колебания проводов разделают на три условные группы. Одну из них 
образуют эоловы вибрации, которые возбуждаются в натянутых проводах 
ветровым потоком [6-9]. 

Эоловы вибрации обычно наблюдаются при относительно слабом ветре и 
отсутствии на проводах обледенения (гололёда) с образованием стоячих волн, 
главным образом в окрестности вертикальной плоскости с частотами примерно от 
5 до 100 Гц. Скорость ветра при возникновении вибрации может колебаться от 
0,5-0,8 до 3-8 м/с. Колебания возбуждаются из-за срыва воздушного потока за 
проводом в виде вихревых дорожек [10]. 

Другим видом колебаний являются колебания проводов расщеплённых фаз, 
вызываемые действием аэродинамического следа. Такие колебания часто 
называются субколебаниями. Математическое описание аэродинамики фазных 
проводов сложнее и даётся с разной степенью приближения в многочисленных 
работах, например, [11-15]. 

Третью группу представляют низкочастотные колебания с большой 
амплитудой и большой длиной волны. Такое явление называется пляской 
проводов (галопированием), которая возникает при сочетании устойчивого ветра 
с обледенением (гололёдо-изморозевым отложением или гололёдом) при 
скоростях ветра 5-20 м/с и направлении чаще под углом 30-70º к оси линии [1-5 и 
др.]. Гололёд обычно откладывается с наветренной стороны провода. Если 
гололёдное отложение имеет несимметричную форму относительно оси провода, 
то поворот провода приводит к изменению воздействующей на него подъемной 
силы, а это может стать причиной флаттерных колебаний провода в вертикальной 
плоскости. 

Исследованию пляски посвящены многочисленные работы. В 1932 г. Ден-
Хартогом было выполнено исследование колебаний профиля в форме полукруга с 
одной степенью свободы [16]. В результате им было получено необходимое 
условие возникновения галопирования, зависящее только от аэродинамических 
характеристик профиля. Впоследствии было показано, что это условие является 
достаточным для колебаний поперёк потока при отсутствии внутреннего 
демпфирования [3]. В дальнейшем были разработаны различными авторами 
другие модели, в том числе на основе метода конечных элементов и с 
использованием лицензированных вычислительных комплексов. 

В настоящей работе предлагается новый подход, основанный на 
представлениях искомых переменных в виде тригонометрических рядов, 
коэффициенты которых образуют группу обобщенных координат задачи [17]. В 
последующих публикациях будет дано развитие этого подхода для решения 
нелинейных задач о колебаниях фазных проводов ЛЭП с распорками и 
устройствами демпфирования колебаний.  

 



1. ОСНОВНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 
 

Рассматривается провод в пролёте ВЛ, подвешенный по концам к опорам в 
узлах 0, 1, как это показано на рис.1. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Провод в пролёте ВЛ. 
 

Пусть 0l  – длина провода в пролёте при нормальной температуре, а l  – 
длина пролёта (расстояние между узлами креплений изоляторов к опорам). Тогда 
начальное удлинение провода без учёта упругой деформации равно 

0 0(1 )l T lα∆ = + − ,         (1) 
где T  – приращение температуры относительно её нормального значения, α  – 
коэффициент линейного расширения. Это удлинение реализуется в свободном 
провисании провода под действием сил гравитации в плоскости Oxz . 

Поперечный ветровой поток, воздействующий на провод вдоль оси Oy  со 
скоростью 0( , )V x t , вызывает отклонение и вибрацию провода с  относительно его 
статического положения. Обозначим перемещения провода вдоль осей Ox , Oy  и 
Oz  через ( , )u x t , ( , )v x t , ( , )w x t  соответственно, а угол закручивания провода – 
через ( , )x tϕ . На рис. 1 показаны положительные направления этих величин. 
Здесь же показаны действующие на провод компоненты аэродинамической силы 
Y , Z , направленные вдоль Oy  и Oz  соответственно, и аэродинамический 
момент M . 

Пусть ε  – полное относительное удлинение провода, а N  – сила его 
натяжения,  Тогда по закону Гука при 0 lε > ∆  с учётом (1) имеем 

0,N EF U l U lε= = − ∆ ,        (2) 
где EF  – жесткость провода на растяжение. 

Крутящий момент в произвольном сечении провода tM GJϕ′= , где GJ  – 
жесткость провода на кручение. 

Жесткости EF  и GJ  считаются в пределах пролёта величинами 
постоянными. 

Продольную деформацию будем определять в виде квадратичной 
зависимости от поперечных перемещений в виде 

( )2 20.5u v wε ′ ′ ′= + + ,         (3) 
где штрих обозначает производную соответствующей величины по x. 

Пренебрегая продольными инерционными силами, получаем, что сила 
натяжения по длине провода постоянна, т.е. ( , ) ( )N x t N t≈ . Поэтому из закона 
Гука  следует, что деформация по длине провода также постоянна, т.е. 

( , ) ( )x t tε ε≈ . 
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В этом случае, интегрирование (3) по х даёт 

( )2 2

0

1
2

l

v w dx
l

ε ′ ′= +∫ ,         (4) 

Из (3) и (4) следует выражение для продольного перемещения в виде 

( ) ( )2 2 2 2

0 0

1
2

l xxu v w dx v w dx
l

 
′ ′ ′ ′= + − + 

 
∫ ∫ ,     (5) 

Если считать, что углы наклона оси провода относительно координатных 
осей малы, то 1, 1v w′ ′<< << . Поэтому, как видно из (5), 0u ≈ . 

В соответствии с методом Ритца, поперечные перемещения точек осевой 
линии провода и угол его закручивания будем представлять в виде конечных 
рядов по синусам в виде: 

1 1 1
sin , sin , sin

n n n

k k k
k k k

k x k x k xv q w r p
l l l
π π πϕ

= = =

= = =∑ ∑ ∑ .   (6) 

Коэффициенты разложений ( )k kq q t= , ( )k kr r t= , ( )k kp p t=  ( 1,...,k n= ) 
принимаются в качестве обобщенных координат, подлежащих определению.  
 
 

2. ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ И КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ ПРОВОДА 
 

Потенциальная энергия провода при его растяжении и кручении  

( )2 2

0

1
2

l

Π EF GF dxε ϕ′= +∫ .        (7) 

Подстановка (4), (6) в (7) и интегрирование по x приводит к выражению 
2

2 2 21
2 2 k

k
Π EF U GF k p

l
π 

= + 
 

∑ ,       (8) 

где 

( )
2

2 2 2
04 k k

k
U k q r

l
π

= + − ∆∑ .        (9) 

Кинетическая энергия провода с постоянным по длине гололёдом 
определяется общим выражением 

( )2 2 2 2
0

0

2
2

l

T TT v w w v dxµ ρ ϕ ϕ ς η = + + + − ∫      ,     (10) 

где µ  – погонная масса провода с гололёдом; ,T Tς η  – координаты центра 
тяжести сечения провода с гололёдом в локальной координатной системе Oης , 
жестко связанной с сечением (см. рис.2); 0 0Jρ µ=  – радиус инерции сечения 
провода с гололёдом, 0J  – погонный массовый момент инерции относительно оси 
жесткости провода.  

После подстановки (6) в (10) и интегрирования по x, получаем 
2

2 2 201 1 .
2 2 2n n n T n n T n n

k k k k k
T q r p p r p qρ η ς= + + + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑          (11) 

 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2. Сечение провода с гололёдом. 
 
 

3. ВИРТУАЛЬНАЯ РАБОТА РАСПРЕДЕЛЁННЫХ ПО ДЛИНЕ ПРОВОДА 
НАГРУЗОК 

 
Вертикальное перемещение центра тяжести (ц.т.) сечения провода с 

гололёдом sin cosT Tw η ϕ ς ϕ+ + . Вариация этого перемещения равна 
( )cos sinT Twδ η ϕ ς ϕ δϕ+ − . При малых углах кручения имеем ( )T Twδ η ς ϕ δϕ+ − . 

С учётом этого допущения вариация гравитационной нагрузки 

( )
0

l

g T TA g w dxδ µ δ η ς ϕ δϕ= − + −  ∫ .      (12) 

Виртуальная работа аэродинамических сил ,Y Z  и момента M  

( )
0

l

aA Y v Z w M dxδ δ δ δϕ= + +∫ .       (13) 

Объединяя (12), (13), получаем суммарную виртуальную работу 

( ) ( ){ }0 0
0

l

A Y v Z g w M g dxδ δ µ δ µ η ς ϕ δϕ= + − + + −  ∫ .   (14) 

На рис.3 показаны аэродинамические нагрузки, действующие на 
колеблющийся провод с гололёдом.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.3. Составляющие угла атаки и аэродинамические силы, действующие 

на провод с гололёдом. 
 

Подъемная сила L , сила сопротивления D  и момент M , действующие на 
единицу длины провода в процессе колебаний под воздействием ветра, в 
соответствии с квазистационарной теорией записываются в форме 

2 2 2 21 1 1( ), ( ), ( )
2 2 2L D ML V dC D V dC M V d Cρ α ρ α ρ α= = = .  (15) 
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Здесь 0α α ϕ α= + + ∆  – угол атаки сечения провода, где 0α  определяется из 
условий равновесия начального (статического) состояния; угловое приращение, 
обусловленное движением провода, [ ]0arctan ( )w V vα∆ = −  ; ( )22 2

0V V v w= − +  ; 

LC , DC , MC  – аэродинамические коэффициенты сечения провода с гололёдом, d  
– диаметр провода, ρ  – плотность воздушного потока. 

Считая углы ϕ  и α∆  малыми величинами, запишем линеаризованные 
выражения аэродинамических величин 

( ) ( )
( )

2 2
0 0 0

0 0 0 0

0 0

, 2 ; , ,
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,
L L L D D D

M M M

w V V V V v Z L D Y D L
C C C C C C

C C C

α α

α

α α α

α α α ϕ α α α α ϕ α

α α α ϕ α

∆ ≈ ≈ − ≈ − ∆ ≈ + ∆

= + + ∆ = + + ∆

= + + ∆

 

              (16) 
где 0α  – угол атаки неподвижного провода с гололёдом при обтекании его 
поперечным потоком со скоростью 0V . Зависимости аэродинамических 
коэффициентов LC , DC  и MC  от 0α  получают из экспериментов.  

С учётом (16) из (15) следует 
( )
( )

( )

2
0 0 0

2
0 0 0

2 2
0 0 0

1 2 2 ( ) ( ) ,

1 2 2 ( ) ( ) ,

1 2 2 ( ) ( ) .

L L L L D

D D D L D

M M M M

Z V d C C C v V C C w V

Y V d C C C v V C C w V

M V d C C C v V C w V

α α

α α

α α

ρ ϕ

ρ ϕ

ρ ϕ

 = ⋅ + − + − 
 = ⋅ + − + + 

= ⋅ + − +

 

 

 

  (17) 

Тогда, вариация работы распределённых нагрузок записывается в виде 
( )k k k k k k

k
A P p Q q R rδ δ δ δ= + +∑ ,       (18) 

где обобщенные силы 

( )

2
20

0 0

2
0

0 0

,
4 2 2 2

,
2 2 2

k M M k
k M k M k k T k T

k L k
k D k D k D L

V p C C pP ld C C q r gl
V V

V p C rQ ld C C q C C
V V

α
α

α α

ρ β µ η β ς

ρ β

   = ⋅ + − + − −   
  

 
= ⋅ + − + + 

 

 





              (19) 

( )
2

0

0 02 2 2
k L k

k L k L k L D k
V p C rR ld C C q C C gl

V V
α αρ β µ β

 
= ⋅ + − + − − 

 



 ; 

1 1 ( 1)k
k k

β
π

 = − −  . 
 
 

4. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ 
 
Запишем уравнения аэроупругих колебаний провода с гололёдом в виде 

уравнений Лагранжа второго рода в обобщенных координатах  

( 1,..., )k
k k k

d T T П F k n
dt q q q

∂ ∂ ∂
− + = =

∂ ∂ ∂

,      (20) 

где П , T  – потенциальная и кинетическая энергии, kF  – обобщенны силы. 
Используя (8), (11) для П , T , и (19) для kF , из (20) получим 



( )

( )

( )

2
2
0 0

2

2

1 ,
2 2

,
2 2

,
2 2

k T k k k k

k T k k k

k T k k k

lGJ kl p r q p P
l

l Nl kq p q Q
l

l Nl kr p r R
l

πµ ρ η ς

µ πζ

µ πη

   + − = − +     

 − = − + 
 

 + = − + 
 

  

 

 

    (21) 

где N даётся формулами (2). 
Нелинейные уравнения (21) интегрируются численно при заданных 

начальных условиях. При этом, если в некоторые промежутки времени 
оказывается, что 0U <  (9), то необходимо положить 0U = . 

Для оценки критической скорости флаттера провода с гололёдом 
используются линеаризованные уравнения. 

Предположим, что мы имеем решение задачи о статическом равновесии 
провода в поле гравитационных и ветровых нагрузок. Решение, соответствующее 
такому состоянию, будем помечать верхним индексом «0». Для обозначения 
малых возмущений этого состояния, вызванных колебательным процессом, будем 
использовать индекс «1». Тогда 

0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1

, , ;
, , ( 1,2,..., ).k k k k k k k k k

v v v w w w
p p p q q q r r r k n
ϕ ϕ ϕ= + = + = +

= + = + = + =
   (22) 

Линеаризованные уравнения для определения 1
kp , 1

kq , 1
kr  записываются в виде 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 1 1
0 0

2
0 1 0 1 1

2
0 1 0 1 1

1 ,
2 2

,
2 2

,
2 2

k T k k k k

k T k k k k

n T n k k k

k
l p r q GJ p P

l

kl q p N q q N Q
l

kl r p N r r N R
l

π
µ ρ η ς

πµ ζ

πµ η

 + − = − +  

− = − + +

+ = − + +

  

 

 

    (23) 

Здесь 

( ) ( )
2 2 20 2 0 0 1 2 2 0 1 0 1

0 2,
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k k

EF EFN k q r N k q q r r
l l l

π π
 

= + − ∆ = + 
 

∑ ∑ ; 

а выражения для 1
kP , 1

kQ  и 1
kR  следуют из (19) 
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5. ЗАДАЧА О ДИНАМИЧЕСКОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 
 

Полученные дифференциальные уравнения колебаний (23) сводятся к 
системе однородных обыкновенных дифференциальных уравнений первого 
порядка и записываются в матричном виде 

0,

, , ,

A C
M O D K B

A C
O E E O

+     
= = =     −     





r + r =
q

r
q

 

где 1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 2 2 ...p q r p q r  

Tq =  – вектор искомых обобщенных координат 
возмущенного состояния; ,M K  – симметричные матрицы инерции и жесткости; 

,D B  – матрицы аэродинамического демпфирования и аэродинамической 
жесткости. 

Полагая teλ=r R , приходим к системе однородных алгебраических 
уравнений ( ) 0A Cλ + =R . Из условия равенства нулю определителя этой системы 
определяются комплексные собственных значений задачи 

( 1,2,... )iν ν νλ α ω ν= ± = для заданного значения скорости ветрового потока 0V . 
Увеличивая 0V  от некоторого начального состояния, строятся зависимости 

( )0Vν να α= . Критическая скорость флаттера определяется из условия 0να =  при 
смене знака одной из этих функций с отрицательного на положительный. 
 
 

6. ПРИМЕР 
 

Рассматривается сталеалюминиевый провод AC 550/71 с характеристиками: 
32.4d мм= , 74.81 10EF Н= ⋅ , 2400GJ Н м= ⋅ , 6 119.8 10 Cα − −= ⋅  , 
2.076 кг мµ = , 200l м= , 0 202l м= . Температура внешней среды 2 C−  . 

Аэродинамические коэффициенты для поперечного сечения провода с гололёдом  
( )6 , 0T Tммη ς= − =  взяты из [5]. 

В результате вычислений определена критическая скорость флаттера 
0 8.25V м c∗ =  с частотой колебаний 1

0 2.1 сω∗ −= . Предварительно были решена 
задача о статическом состоянии провода и определены начальные параметры: 
натяжение 10000N Н= , угол закручивания 0.6 .радϕ = , максимальные 
горизонтальные и вертикальные перемещения провода 2.4v м= , 12w м= . 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Получены общие уравнения колебаний провода с гололёдом в обобщенных 
координатах с нелинейностями упругих, инерционных и аэродинамических сил. 

Следуя методу Ритца, поперечные перемещения и угол закручивания 
провода представляются в виде тригонометрических рядов, коэффициенты 
которых принимаются в качестве обобщенных координат задачи. Это позволяет 
исследовать влияние различных гармоник на динамическое поведение провода в 
целом. 

Предлагаемый подход позволяет определять критическую скорость и 
частоту флаттера и моделировать закритическое поведение провода 



(галопирование). Подход допускает различные упрощения (линеаризация, 
квадратичные приближения) и легко обобщается на случай нескольких проводов, 
подвешенных на опорах многопролётных ВЛ с помощью гирлянд изоляторов. 
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