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РЕЗЮМЕ 
 

Рассматривается проблема приведения трехмерной начально-краевой задачи 
механики сплошной среды к двумерной начально-краевой задаче теории оболочек N-го 
порядка. На базе вариационных принципов аналитической механики континуальных 
систем строится модель оболочки как материальной поверхности – двумерной системы с 
множеством обобщенных координат (переменных поля). Краевые условия на лицевых 
поверхностях оболочки, перенесенные на базовую поверхность, рассматриваются как 
дополнительные связи, накладываемые на переменные поля первого рода, и 
удовлетворяются методом множителей Лагранжа. Уравнения движения оболочки, 
являющиеся уравнениями Лагранжа второго рода континуальной системы со связями, 
инвариантны относительно выбора системы базисных функций нормальной координаты, 
и по форме записи совпадают с ранее полученными уравнениями «упрощенной» теории 
N-го порядка. Вновь введенные обобщенные усилия, следующие из вариационной 
постановки задачи, содержат аддитивные добавки с множителями Лагранжа.  
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SUMMARY 
 
A reduction of a three-dimensional initial-boundary value problem of mechanics of solids 

to a two-dimensional initial-boundary value problem of N-th order shell theory is performed on 
the groundwork of variational principles of the analytical continuum mechanics. The shell 
model is formulated as a two-dimensional continuum (a material base surface) with a set of 
generalized coordinates (field variables), and the boundary conditions on the shell faces are 
translated to the base surface, therefore they become supplementary constraints for the field 
variables of the first kind. The dynamic equations are constructed as Lagrange equations of the 
second kind of the continuum mechanical system using the Lagrange multipliers method. The 
obtained equations are invariant with respect to the base functions of the thickness coordinate 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты №13-01-00446_а, 
№14-01-00488_а, №14-01-00890_а). 



and similar to the ones of the simplified N-th order shell theory. The new generalized forces 
defined on the basis of the variational formulation of the initial-boundary value problem contain 
the additive components with Lagrange multipliers. The constructed problem’s statement for the 
N-th order shell theory secures the accurate definition of the physical constants for lowest order 
shell models. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Проблема приведения трехмерной задачи механики к двумерной задаче для 
тела с одной выделенной размерностью пока не имеет исчерпывающего решения. 
На основании анализа современного состояния проблемы многие авторы 
отмечают, что «… в деле улучшенного моделирования состояния оболочек в 
краевой зоне шириной порядка нескольких толщин, где все поля являются 
существенно трехмерными, прогресс… весьма незначителен. Без качественного 
усовершенствования… двумерного моделирования краевой зоны оболочки… 
любое улучшение существующих моделей явно недостаточно» [1]. В 
современных условиях «… требуются более надежные двумерные модели для 
оболочек со сложной микростуктурой, … высокочастотных колебаний, 
распространения волн…» [1], описания  напряженно-деформированного 
состояния вблизи волнового фронта и в других «областях неприводимости» [2].  

Многими авторами [3-6] методы построения теорий оболочек можно 
условно подразделяются на две основные группы. К первому семейству теорий 
обычно относят работы, восходящие к результатам Кирхгофа [7] и Лява [8] и 
основанные на системе гипотез о напряженно-деформированном состоянии 
оболочки. Ко второму семейству относятся модели оболочек, основанные на 
результатах Коши [9] и Пуассона [10] и использующие формализованный подход. 
Формальные методы делятся на прямые, ориентированные на построение модели 
«оснащенной материальной поверхности» [11], и редукционные, 
осуществляющие переход от трехмерной задачи механики деформируемого 
твердого тела к двумерной задаче теории оболочек [2]. Редукция трехмерной 
задачи строится на базе асимптотического интегрирования уравнений теории 
упругости при наличии малого параметра – толщины оболочки [12], либо 
применением формального разложения неизвестных по некоторой системе 
функций координаты, нормальной к базовой поверхности оболочки: в 
обобщенные тензорные степенные ряды [2] либо в обобщенные ряды Фурье по 
некоторой ортогональной системе, чаще всего по полиномам Лежандра [13-22]. 
Последний подход не требует введения малого параметра и позволяет строить 
иерархии моделей нетонких оболочек как «… приближений решений трехмерных 
задач… в различных нормах» [22] в виде систем сингулярно возмущенных 
двумерных краевых задач. Приведение к двумерным задачам осуществляется на 
базе проекционного подхода [14,15,20,21,24] либо вариационным путем с 
использованием функционалов Лагранжа [16] или Райсснера [17], классической 
[13-24] или моментной [25] теорий упругости. 

Дальнейшее развитие вариационного формализма в теории толстостенных 
оболочек возможно на основе методов аналитической механики континуальных 
систем [26]. В работах [27,28] проблема редукции была рассмотрена как задача 



построения континуальной системы, определенной множеством обобщенных 
координат - переменных поля [26], заданных на двумерном многообразии, и 
поверхностной плотностью функции Лагранжа. В качестве переменных поля 
рассмотрены коэффициенты разложения компонентов вектора перемещения в 
сопутствующем базисе криволинейной системы координат [14] по 
биортогональной системе [29,30]. Таким образом, подход [26] совместно с 
методами [14] и [17,20] фактически приводит к формулировке модели оболочки 
как материальной поверхности (по аналогии с [11]), оснащенной некоторым 
множеством степеней свободы. Полученные в [27-31] уравнения движения 
оболочки имеют вид обобщенных уравнений Лагранжа двумерной континуальной 
системы [27-31]. Их применение к решению задач стационарной динамики и 
исследование описания распространения нормальных волн в слое на базе 
различных вариантов приближенных теорий описано в работах [31-33]. 

Одной из ключевых проблем построения общей теории оболочек является 
удовлетворение краевым условиям на лицевых поверхностях. При переносе 
краевых условий на базовую поверхность задача относительно N  переменных 
поля оказывается переопределенной. В работах [14,34,35] в качестве 
дополнительных переменных использованы остаточные члены рядов [14]. 
Описание оболочки на языке аналитической механики [26] позволяет рассмотреть 
краевые условия, перенесенные на базовую поверхность, как уравнения связей, и 
применить к решению задачи приведения метод множителей Лагранжа.  

Ниже получены обобщенные уравнения Лагранжа второго рода 
континуальной механической системы со связями. Представлена вариационная 
формулировка расширенной теории оболочек N-го порядка, и построены 
уравнения движения, учитывающие краевые условия на лицевых поверхностях.  

 
 
1. ОБОБЩЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА  
КОНТИНУАЛЬНОЙ СИЕТЕМЫ С ЛИНЕЙНЫМИ СВЯЗЯМИ 

1.1. Основные определения. 
 

Консервативная континуальная механическая система на многообразии V  с 
краем V∂  и на отрезке времени {0}tt D +∈ ⊂ ∪  задана [26,27-29,36] так: 
а) конфигурационным пространством Ω  с переменными поля 1 рода Iq  [26,36]; 
б) пространственной LV  и граничной LS  плотностями лагранжиана [26,36]; 
в) уравнениями связей 0Qf = , 1 FQ M= …  [37]. 
Определение 1. Переменная поля IIq ∈Ω , 1I N= … ∈  
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MT V , MT V∗  – касательное и кокасательное расслоения V  в точке M V∈ . 
Определение 2. Скалярные произведения элементов IΩ  
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Определение 3. Норма в пространстве IΩ  
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Следствие 1. Пространство IΩ  – евклидово пространство с метрикой, 
порожденной (1.4). 
Следствие 2. Пространство IΩ , пополненное по норме (1.4) – гильбертово 
пространство [36]. 
Определение 4. Пространство Ω  образовано прямой суммой [36] 
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Определение 5. Пространственная плотность функционала Лагранжа [27] 
[ ]( )L L , , 1, , 1 , , ;I J IV I LV Lq Iq L q N J M N M= = … = … ∈

   (1.6) 
Определение 6. Граничная плотность функционала Лагранжа [27] 

( )L L , , 1 .IS S I qq I N= = …         (1.7) 
Определение 7. Уравнения связей общего вида [36,37] 

( ) [ ]( ), , ,: 0 ; ,

1 , ; 1 .

I

It P I
s

Q I r Q Q

F

I

F C

V D C q M t

M M N P

T f

Q M

f f q×Ω ×

… ∈ < = …

→ =

= ∈ 

   (1.8) 

Здесь 0( )I
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s
rT  – нулевой элемент пространства I
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s
rT . В (1.6), (1.8) аналогично [27-30] 

введены линейные операторы 
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Здесь и далее I Iq dq dt≡ ; подразумевается правило суммирования по 
повторяющимся верхним и нижним индексам, где не оговорено 
противоположное. Функционал Лагранжа и действие по Гамильтону 
определяются в соответствии с [26-28] 
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1.2. Вариационные уравнения задачи динамики континуальной системы. 

 

В общем случае условия (1.8) не разрешимы относительно переменных поля 
Iq , и решение задачи об условном экстремуме действия по Гамильтону строится 

методом множителей Лагранжа [26,37,38].  
Утверждение 1. 
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Доказательство. 
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так как с учетом (1.9) справедливо равенство 
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Iq  – первая производная в смысле Пеано, или «конечная вариация» переменной 
поля Iq  [38], и бесконечно малая вариация определяется соотношением 

I Iq dqδ = ε  [38]. ■ 
Определение 8. Множители Лагранжа Qλ , 1 FQ M= …  
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С учетом определений вариаций Iqδ , VLδ , SLδ , δΛ , сформулированных в 
[27,29] на основе [38], а также (1.12) и (1.13), в соответствии с принципом 
Гамильтона-Остроградского [26] и методом множителей Лагранжа [26,37,38] 
закон движения системы со связями (1.8) определяется следующим условием 
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и справедлива следующая 
Лемма 1. Условие стационарности (1.14) действия по Гамильтону (1.11) для 
континуальной механической системы (1.1)-(1.10) со связями (1.8) имеет вид 
следующей системы уравнений Эйлера-Лагранжа (1.15) и их естественных 
краевых условий (1.16) 
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Доказательство. Вариация , )( ], [II J Iq Lq qδΛ   имеет вид [27,28] 
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С учетом (1.12) и (1.17) левая часть (1.14), в свою очередь, примет вид 

[ ]( ) [ ]( )( ){ }
0

1

,, , , ,I J

t
Q

I I Q I
t

I P I V
q q f q C q dtq L qδΛ + λ δ =∫    

[ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) [ ]( )

1

0

*

P

*

P

L L ,

L ,

L L ,L

t
QV V

J P I
I J I It V

QQV
t I

I V

L CS S V
J P

I

Q QQ

I

I

QQ
t

I J I I
I

V

f f
q C

f
q

f

L C q
q L q q

q
q

B B
q q L q

q
C q

∂

  ∂ ∂ = + λ + δ −  ∂ ∂    
  ∂

− + λ δ +   ∂  

  

 ∂ ∂
+ λ 

∂ ∂  

∂
∂

∂

 ∂
∂ λ δ 

∂ ∂ ∂  + − + +   ∂ ∂ ∂   ∂   

∫






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         (1.18) 

где список аргументов для краткости опущен; *
JL , *

PC  – операторы, сопряженные 

JL , PC  относительно произведения (1.2), L
JB , C

PB  – соответствующие краевые 
операторы 

[ ]( ) ( ) ( )
* * *

*

*

*

* *:

: , , , .

; : ;L C
J J P

I

L C
J

J IJ IJ
J J I J I J IV V V

P PL R D

L T L q L T

D C R

q B T q
∂

δ = δ + δ

→ →
          (1.19) 

В соответствии с основной леммой вариационного исчисления из (1.18) 
следуют уравнения (1.15), имеющие смысл обобщенных уравнений Лагранжа 
второго рода континуальной механической системы (1.1)-(1.11), и естественные 
краевые условия (1.16), необходимые и достаточные для выполнения (1.14). ■ 
Следствие 3. Краткая формулировка (1.15) и (1.16): с учетом (1.19)  

* * ;I IJ I IP
t J PP L T C R Q= +∂ +                (1.20) 

{ } 0.I I L IJ C IP
J P I Vt P Q B T B R q

∂
− + + + δ =∂             (1.21) 

Определение 9. Обобщенные импульсы ,I IP P  и силы , , ,IJ IP I IT R Q Q  
L L; ;QI Q I S

I II

V f
P P

q qq
∂

∂
∂ ∂

= + λ =
∂ ∂ 

              (1.22) 

[ ]( ) [ ]( )
L

L ; .

;;

L

QIJ IPV

J I P I

Q
IV S

Q

Q

I I I

I

f
T R

C

Q

L q q

f Q
q q q

∂
∂

∂ ∂ ∂
+ λ =

∂

= λ
∂

=
∂ ∂

∂
=

             (1.23) 



Следствие 4. При J JC L≡  (1.20), (1.21) и (1.23) приводятся к виду 
* ;I IJ

t J
IQP L T∂ +=                  (1.24) 

{ } 0;I I I

Vt
J

J IP Q B T q
∂

− + + δ =∂                (1.25) 

[ ]( ) [ ]( ) ( )[ ].LV

J I

QIJ IJ

J

IJ Q IJ IJ
I

IL q
f

T T R C C
L

q
q λ

∂
= + = λ = +

∂
∂

+
∂

          (1.26) 

Соотношения (1.22), (1.23) или (1.26) могут трактоваться как определяющие 
уравнения механической системы с пространственной (1.6) и гиперповерхностной 
(1.7) плотностями функционала Лагранжа и связями (1.8). В (1.26) обобщенные 
жесткости IJC  – линейные операторы, определяемые лагранжианом (1.6), 
дополнительные жесткости IJCλ  – операторы, задаваемые связями (1.8). 

Формулировку начально-краевой задачи (1.20)-(1.23) замыкают уравнения 
связей (1.8) и начальные условия. 

 
 

2. УРАВНЕНИЯ РАСШИРЕННОЙ ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК N-ГО ПОРЯДКА 
2.1. Основные геометрические соотношения. 

 

Пусть оболочка занимает область 3V ⊂  , BV S S±∂ = ⊕ , S±  – гладкие 
лицевые поверхности, BS  – кусочно-гладкая боковая поверхность. 
Определение 10. Базисная поверхность 0S  – двумерное многообразие в 3

  

( ) ( ) ( )00 0 0: 3, 1, 21 ;i
iS M x iS M α α∀ ∈ … α =ξ …= ξ = =r r e   (2.1) 

( ) ( ) ( ) ( )22

2 3
; ; , Rk 2;i i i iD x C D J x Jα α α

ξ ξ α α ×
ξ ∈ ⊆ ξ ∈ = ∂ ∂ξ =   

введены лагранжевы координаты: ix  – декартовы, αξ  – гауссовы параметры 0S . 
Следствие 5. Касательное расслоение 0MT S  – плоскость с базисными векторами 

αr  и дважды ковариантным метрическим тензором a α
αβ

β=a r r  

( ) ( ) ( ) , ,i i j
i ijJ a J Jβ β α β

α α αβ α β α βξ = ∂ ξ ∂ξ = ξ = ⋅ = δr r e r r    (2.2) 

ijδ  – символ Кронекера, символ « ⋅» обозначает скалярное произведение в 0MT S .  
Определение 11. Вектор единичной нормали плоскости 0MT S  

( )1 2 , det .a aa aαβ αβ× ≡= =rn r       (2.3) 
Определение 12. Основная пространственная система координат, нормально 
связанная с 0S  [14], вводится так, что 

( ) ( ) ( )0
3

0 0 .\M V S M M M= + ξ∀ ∈ R r n      (2.4) 
Условия однозначности координации точки 0\M V S∈  приведены в [29].  

Определение 13. Лицевые поверхности S±  с учетом (2.4) задаются так 
( ) ( ) ( ) ( )3

0 0: , .M M h M hM S M± ± ± ± ± ±= +∈ ≡ ξ∀ R r n    (2.5) 
Определение 14. Безразмерная нормальная координата [27-30] 

( )3
0) [ 1,1( ]h Mh ∈ζ −= ξ − ,        (2.6) 

02 ( )h M  – толщина оболочки, измеренная вдоль нормали 0( )Mn  [28]; срединная 
поверхность оболочки S  определяется соотношением 3 ( ) 2h h h+ −ξ = ≡ +  [28]. 



Определение 15. 0 0( ), ( )M Mαr n  – сопутствующий базис системы координат 
1 2 3, ,ξ ξ ξ , нормально связанной с 0S  [14]; ( ) ( ) ( )0 3 0, ,M u M u Mα

α∀ = ζ + ζu r n . 

Определение 16. 0 0( , ), ( )M Mα ζR n  – основной базис системы 1 2 3, ,ξ ξ ξ  [14] 

( )

3

1 3 3 3 2

, ; , ;

; 1 ( ) .

A A A b A A

A b b b b

β α α β β β β α γ α
α α β β α α α γ β β

α − α λ α α λ α
β β β β

α

λ β λ

= = = = δ − ξ = δ

 = µ δ − ξ δ − µ = − ξ + ξ

∂

 

R R r R r    

    





 (2.7) 

Следствие 6. С учетом (2.4), (2.6) 0 [ 1,1]V S × −= , [ 1,1]BS × −= Γ , 0 BSSΓ = ∩ .  
Следствие 7. На базе (1.2), (1.3) и Следствия 6 вводятся произведения 

( ) ( )
0

0, ; , ;
S S

dS d
Γ Γ

′ ′′ ′′ ′′⋅ ⋅ Γ′ ′ ′′ ′= =∫ ∫u v u u uu uu     (2.8) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

0 01 1
, , ,p , , p .M t M t d

−
ζ ζ = ζ ζ ζ∫u u      (2.9) 

Прочие геометрические соотношения, необходимые для построения теории 
оболочек N-го порядка, приведены в [29].  

 
2.2. Учет силовых краевых условий на лицевых поверхностях. 

 

Утверждение 2. Силовые краевые условия рода на S S± σ⊆  имеют вид  
3 , 1,3, 1,2;i i

S

i

S
qh s s i±
±± ±

β
β = β =± =             (2.10) 

1 3( ) ( )q q− α
α

±
± ± ± ±= µ ν +q r n  – главный вектор внешних сил на S± , h hβ

±
±β= ∂ ,  

( )1 3 3 33s s s s− αβ β α
α β β α= µ + + +σ r R nR r n nn             (2.11) 

– симметричный тензор напряжения; 
1=± ±ζ

µ = µ , 2 1 g h hαβ
α± β
± ±ν = − , gαβ α β= ⋅R R . 

Доказательство. В общем виде краевые условия второго рода имеют вид 
3 3 33; .

S
M S αβ β α

α β β± α
± ±

±
= σ + σ + σ + σ∀ ∈ ⋅ = σ R Rσ n q nR R n nn          (2.12) 

На базе (2.5), (2.7); ji kg× =RR R , i j k≠ ≠  [39], g a= µ  [29] получим 

( )
( )

1 21

1 .

,

,

; a hh

ha

± ± ± ± ± ± β
± βζ=±

± ± − ±
± ±

β β β β

β
β±

∂ = ± × = ±µ= −

= µ ν ⇒

= +

− += ±ν

R R R n

R

N R R R

N n n

n
         (2.13) 

С учетом (2.7), (2.11), (2.13) при 0±µ ≠ , 0±ν ≠  [29] (2.12) ⇒  (2.10). ■ 
Определение 17. При редукции трехмерной задачи механики [13-25,27-31] вектор 
перемещения 0( , , )M tζu  в гильбертовом пространстве [ 1,1]ℵ −  задается своими 

координатами ( ) ( )0 ,k M tu  в биортогональном базисе ( )p ( )k ζ , ( )p ( )m ζ  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )( ) 3
0 ( ) 3, , p p p p , ;, 1k m mk

k k m m NM t u u u u k mα α
α αζ = …= + = +u r n r n          (2.14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0 0 3 01
, , , ,p , , .k kk

kM t M t u M t u M tα
α= ζ ζ = +u u r n          (2.15) 

Лемма 2. При записи (2.14) вектора u  краевые условия II рода на S±  (2.10) 

переходят в уравнения для переменных поля ( )k
ju  (2.15), определенные на 0S  

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )3 3
3 0,k k m k m k kij i i i

j j j
ij

m kk k m ku H u C D u C b u C u qC bγδ δ γ
δ γδ δ γ ±± δ

δ
± ± ±∇ + + − + ± = 

 

         (2.16) 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )3 33 3 3p ; p ; p 1p ;m m m mij iji j i j i j i j

km km km kmk kC h C C hC CC δ ± β δ ± β
β ± β ± ±± ±

δ = = =− − ±          (2.17) 
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( )
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( )
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( )
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( )
( )( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 1 1
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p ,p ; p ,p ; p ,p .
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n n k k ijpq ijpqd
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Z D

h h h

h C C

α α αα
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α α

ζ
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 = − δ − 

= ζ =

≡ ≡

=

∂ ∂  

  

 
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         (2.18) 

Доказательство. С учетом записи определяющих уравнений в виде [29,30] 
3 3 3 3 3

3 3

3 3 3 3 3

; ; 1,3; , , , 1,2

; ,

, ;

;

i j i j i i j i j
j j j j

i j i j i j i j i j i j

i

i j

C d C d s C d C d

C

s i j

A A C C A C C C A C

β δ β δ
δ δ

β δ β δ γ ε β β γ δ ε δ γ
γ ε γ ε

β = + β γ δ ε =

= µ = µ = = µ

= + =

   

   

  

выражений компонентов тензора дисторсии [29, 30], где ( )h h hδ δ′ = ∂ ζ +  
1 1 1

3 3 3 3 3; ; ;j jd u h h u b u d u h h u ub u d h− − β −
βδ δ β δ ζ β βδ δ δ δ ζ δ β ζ′ ′= ∇ − ∂ − = ∇ − ∂ + = ∂  

а также (2.14), (2.15), получим определяющие соотношения для ( ) ( ) 1( ,p )ij ij
k ks s=  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

3 3 3
3

3 3 3 3 333
3

;

,

m n m mi j i j i i
jkm km n km km

m n m mi j i j i i
j

m m ni
j jk n

m m ni
km kj jk n m n km km

s u H u

s

C C D u C b u C b u

C C D uu H u C b u C b u

β δ βγδ β δ γ
δ γδ δ γ

δ γδ δ γ
δ γδ

δ

δ δ

β

γ

= +∇ + − +

∇ + −+ +=

















         (2.19) 

С учетом (2.19) и (2.17) краевые условия (2.10) приводятся к виду (2.16). ■ 
 

2.3. Формулировка расширенной теории N-го порядка анизотропных 
оболочек как модели двумерного континуума со связями. 

 

Следствие 8. Уравнения (2.16), определенные на двумерном многообразии 0S , 

имеют смысл уравнений связей (1.8) для переменных поля I рода ( )k
ju . 

Определение 18. Множители Лагранжа ±λ , соответствующие связям (2.16) и 
условиям (2.10) – ковекторы на двумерном многообразии 0S : 3

± ± α ±
α= λ + λrλ n . 

Определение 19. В соответствии с Определениями 1-13, модель N-го порядка 
оболочки – континуальная механическая система, заданная на двумерном 
многообразии 0S  – базовой поверхности (2.1) [28, 29] с краем 0 0 BS S SΓ = ∂ = ∩ : 

а) конфигурационным пространством Ω  с переменными поля I рода ( ) ( )0 ,k
iu M t ; 

б) поверхностной LS  и контурной LΓ  плотностями функционала Лагранжа [29] 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

1
32

3 3 1
3 3 2

L , ,

;

k k k k k k m ki
S i i i ik k m

k k m k k m m ki i
i ik m k m k m

u u u P u s u H u b u

s u H u b u s D u u u

αβ
β β α α βαβ

β α
β β αβ

∇ = − ∇ + − +
+ ∇ + + + + ρ





 

 



 

         (2.20) 

( )( ) ( )
( )L ; , 1,2; 1,3 0,; , ;k ki

i iB ku q u i k m NΓ = α β = = =            (2.21) 
в) уравнениями связей (1.8) в форме (2.16). 
Здесь β∇  – ковариантная производная на 0MT S ; iF , i

Bq  – компоненты главных 
векторов внешних сил в V  и на BS  в сопутствующем базисе ,αr n ; ρ  – плотность; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1 1 1( ,p ) ; ( ,p ) ; ( p ,p ) .m mi i i i
Bk k B k k k kP F q q= µρ = µ ρ = µρ  

Теорема 1. II начально-краевая задача расширенной теории оболочек N-го 
порядка, соответствующая Определению 19, задается уравнениями движения 
(2.22), естественными краевыми условиями (2.23), уравнениями связей (2.24), 
определяющими соотношениями (2.25) и начальными условиями (2.27) [28,29] 



( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

3 3

3 3 3 33 3

;

;

m m m
k m k k m k k m k

m m m
k m k k m k k m k

u s H s b s D s P

u s H s b s D s P

α αβ αβ α β α α
β ββ

β β αβ
β αββ

ρ = ∇ − − − +

ρ = ∇ − + − +

 

 

 

 

    

    

           (2.22) 

( ) ( )( ) ( )

0

0; 1,2,3; 1,2;ki i
ik B k

M
s q u iβ

β
∈Γ

ν − δ = = β =            (2.23) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )33 p 0;ki ji ji i
jk kk k

i hs s C h C q± β ± ± β
β ± ±±β ±

 − λ − ± − =             (2.24) 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ;mi i j i jm ji ji
j j j k jk k km kms C C uu C Cβ β

δ
−

+
β δ β +

−
β= + + λ+λ∇             (2.25) 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
33 33 3 ;mi i j i j

j j jk km
m ji ji

j k km ks C C uu C Cδ +
δ −

−
+= + + λ λ∇ +             (2.26) 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

; .i i i i
k k k kt t t t

u U u V
= =

= =               (2.27) 

Доказательство. На базе метода множителей Лагранжа [36], Определений 18, 19 
(2.20), (2.21), Лемм 1, 2, Следствий 3, 8, учитывая, что (2.16) удовлетворяют 
Следствию 4, приведем (1.24), (1.25) к виду (2.22) и (2.23). На основе Следствий 3, 
4 и Определения 9 определяющие уравнения для ( )

ij
ks  имеют вид (2.25), (2.26), где  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

3 3 3 3 33

3 3 33 3 3 33 33 3 333

; ;

; .

n n n ni i i i i i i
km k nm km k nm km k nm km k nm

n n n ni i i i i i i i
km k nm km k nm km k nm km k nm

C H C b C D C C H C b C D C

C H C b C D C C H C b C D C

βγ βγδ γ β δ βγ β αβ δ βγδ β
δ γδδ δ

γ γδ γ δ γ δ γδ
δ γδδ δ

= + + = − +

= + + = − +

   

   

   

   

 

Так как из (1.26), (2.16), (2.20) следует уравнение для обобщенных сил 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 33 3, ,i qi qi i qi qi

q q q qk k k k k k
i i
k ks ss C C s C Cβ +β β − β + −− λ −λ −λ −λ= =            (2.28) 

при этом ( )
( )| pij ij k

S ks s± ±= , уравнения (2.16) с учетом (2.19) записываются 

относительно сил ( )
ij
ks  в форме (2.24). ■ 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Построены вариационные уравнения расширенной трехмерной теории 

анизотропных оболочек. Модель оболочки формулируется как континуальная 
механическая система на двумерном многообразии и определяется множеством 
переменных поля первого рода, являющихся коэффициентами биортогонального 
разложения вектора перемещения, и плотностью лагранжиана. Краевые условия, 
перенесенные с лицевых на базовую поверхность оболочки, образуют уравнения 
связей. Уравнения движения оболочки получены в виде обобщенных уравнений 
Лагранжа второго рода континуальной системы со связями и являются 
обобщением уравнений элементарной теории N-го порядка [27-31].  
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