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АННОТАЦИЯ 
 

Аналитически исследовано напряженно-деформированное состояние (НДС) 
свободной от внешних усилий и закреплений конструкционной стенки «подложка – 
покрытие» при плавном тепловом нагружении. Рассмотрена односвязная задача 
термоупругости в постановке для плоского напряженного состояния. Оценка НДС 
осуществлена в безмоментном приближении (без учета изгиба) в предположении 
постоянства температуры по толщине стенки. Построены температурные зависимости 
тепловых напряжений в слоях стенки. Выявлено, что текущий уровень напряжений  
в слоях зависит, прежде всего, от разницы коэффициентов температурного линейного 
расширения материалов подложки и покрытия, а также от значений их модулей упругости, 
коэффициентов Пуассона и толщин. 

Построенное численное решение на базе метода конечных элементов (МКЭ) краевой 
задачи классической термоупругости, соответствующей модели, положенной  
в основу аналитического решения, привело к идентичным результатам. Выявлены 
недостатки и ограничения, вносимые в решение рассматриваемыми допущениями. 

Предложено уточненное решение задачи определения НДС в системе «подложка – 
покрытие» при тепловом нагружении на базе МКЭ, учитывающее изгибные деформации. 
Решение получено для полубесконечной пластины в постановке для обобщенной плоской 
деформации. Учет изгиба привел к существенному изменению уровня и характера 
распределения тепловых напряжений по толщине стенки. Показано, что расчет НДС  
без явного учета геометрической формы подложки даже в простейшем случае 
полубесконечной пластины приводит к недопустимым погрешностям. Выработаны 
основные требования к конечно-элементным моделям, применяемым к исследованию НДС 
в системе «подложка – покрытие». 

Оценка уровня и характера распределения напряжений позволяет научно подойти  
к разработке архитектуры покрытий (выбору химического и фазового состава слоев,  
их количества и толщин), а также существенно сократить количество экспериментальных 
исследований и испытаний, время и затраты на их реализацию. 
 
Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние; тепловые напряжения; 
остаточные напряжения; многослойная система; подложка; функциональное покрытие; 
метод конечных элементов 
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ABSTRACT 
 

The simple coupled plane thermoelasticity problem for a smoothly loaded unconstrained 
coating – substrate system is considered and its plane stress state is studied analytically. To 
simplify the problem statement, temperature fields are supposed to be constant in the thickness 
direction, and bending strains are neglected. The dependency of stresses in layers on the 
temperature s analyzed; it is shown that the stresses are depending on the differences between the 
elasticity moduli, the Poisson’s ratios, and the linear expansion factors of the coating and 
substrate, as well as on their thicknesses. 

The finite element solution of the classical thermoelasticity boundary value problem 
corresponding to the simplified model has been constructed. The obtained numerical results are 
quite identical to the analytical ones. The drawbacks and restrictions due to the introduced 
assumptions are discussed. 

To refine such a solution, the bending strain state of the thermally loaded coating – substrate 
system is taken into account in the improved finite element model. The plane strain of a semi-
infinite plate is investigated and the significant effect of the bending on the distribution of heat-
induced stresses as well as on their amplitudes is found. It is shown that the analysis of the stress 
state leads to inadmissible errors if the substrate geometry effect is neglected even for the simplest 
particular case of semi-infinite substrate. 

The obtained results show that the finite element simulation has to be used as a main tool 
for the certain estimation of the stress state on the coating – substrate system. This estimation and 
the analysis of the level and distribution of the stresses through the thickness of the structure 
allows one to develop the coatings architecture, i. e. their chemical and phase constitution, layers 
number and thickness etc. as well as to reduce number, total time and costs of physical tests. 
 
Keywords: stress and strain state; heat induced stresses; residual stresses; multilayer systems; 
substrates; functional coatings; finite element simulation 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

В настоящее время во многих отраслях промышленности (авиационной, 
космической, ракетной, машиностроительной и др.) особое внимание уделяется 
вопросам увеличения тактико-технических характеристик создаваемых изделий, 
повышения их надежности, ресурса и экономичности. Решение проблем требует 
применения материалов, способных работать в различных агрессивных средах,  
в условиях циклических и знакопеременных нагрузок, высоких температур, 
давлений, вибраций, в том числе, при взаимодействии со скоростными 
высокоэнтальпийными потоками газов (воздуха, продуктов сгорания топлив)  
и т.д. 

Многие рабочие параметры и эксплуатационные характеристики изделий  
в основном определяются физико-химическим состоянием поверхностного слоя 
материалов, из которых они изготовлены. Использование однородных  
по структуре материалов в большинстве случаев является недопустимым  
из-за невозможности одновременного удовлетворения ими многочисленных, 
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зачастую противоречивых, требований. Поэтому целесообразно применение либо 
функционально-градиентных материалов с плавным изменением химического 
состава и структуры по толщине, либо материалов со специальными 
многослойными защитными покрытиями конечных толщин, химический состав  
и структурно-фазовое состояние которых качественно отличаются  
от аналогичных характеристик материала основы. Использование покрытий 
технически и экономически предпочтительнее в силу широты спектра решаемых с 
их помощью задач. 

Номенклатурный перечень разработанных к настоящему времени 
специальных защитных покрытий и методов их нанесения довольно широк. 
Покрытия имеют самые разнообразные свойства – износостойкость, коррозионную 
стойкость, жаростойкость, термостойкость, заданные тепло-, электро- и оптические 
свойства и т.д. Тем не менее, мировые достижения  
в области создания функциональных покрытий отстают от возрастающих 
требований разработчиков перспективной техники, особенно в ракетно-
космической отрасли [1,2]. Поэтому приоритетной является задача создания новых, 
более эффективных защитных покрытий, а также технологий их нанесения и 
ремонта (при необходимости). 

При переходе от основного (несущего) материала к наслоенному покрытию 
неизбежно возникает скачок или градиент свойств, в частности, коэффициента 
температурного линейного расширения (КТЛР), в результате чего в многослойной 
системе появляются постоянные (остаточные, наведенные) или временные 
(термические) внутренние напряжения. Они приводят к снижению адгезионной 
прочности сцепления, к увеличению скорости разрушения покрытий в процессе 
эксплуатации, особенно в местах с малым радиусом закругления поверхностей  
(на острых кромках, зонах изменения геометрии). При напряжениях сжатия, 
превышающих допустимый предел, слои покрытия отслаиваются друг от друга  
и от основы, а при напряжениях растяжения в них возникают трещины. Поэтому, 
за редкими исключениями, следует принимать меры, направленные на снижение 
термомеханических напряжений в многослойных композициях. Вместе с тем 
напряжения сжатия предпочтительнее напряжений растяжения с точки зрения 
сопротивления усталостным или термоусталостным разрушениям. Кроме того, 
подавляющее большинство материалов, используемых для получения 
неорганических2 покрытий, демонстрируют в условиях сжатия более высокий 
уровень механических свойств, чем при растяжении. 

Большое влияние остаточных напряжений на эксплуатационные свойства 
изделий с покрытиями свидетельствует о необходимости серьезного контроля 
этого параметра качества. Более того, его логично использовать при выборе 
направлений разработки новых покрытий, особенно на ранних стадиях принятия 
конструкторских решений, в том числе, при проектировании  
или совершенствовании структуры покрытий и прогнозировании ряда  
их эксплуатационных свойств. Это позволит, с одной стороны, научно подойти  
к разработке архитектуры покрытий (выбору химического и фазового состава 
слоев, их количества и толщин), а с другой – существенно сократить количество 
экспериментальных исследований и испытаний, а, следовательно, время и затраты 
на их реализацию. 
                                                        
2 Неорганические – состоящие из неорганических соединений металлов, например, оксидов, 
нитридов, боридов, карбидов, силицидов и других керамических, бескислородных  
и керамоподобных химических соединений. 
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Анализ расчетно-теоретических методик исследования напряженно-
деформированного состояния (НДС) многослойных систем с привлечением 
подходов классической теории упругости и механики сплошной среды позволяет 
выделить два основных направления, сложившихся в данной области  
к настоящему времени. Первая группа методик [3-13] основана на построении 
приближенных аналитических оценок НДС системы «подложка – покрытие»  
с учетом ряда упрощающих гипотез. Вторая группа методик [14-19] состоит  
в численном моделировании НДС системы на базе метода конечных элементов, 
позволяющего учесть реальный облик изделия с покрытием, его геометрические 
размеры, возможность адгезионного/когезионного разрушения отдельных частей 
композиции с перераспределением напряжений и пр. 

Целью настоящей работы является выработка методик построения конечно-
элементных моделей в качестве базового инструмента оценки НДС многослойных 
систем и решения задач разработки или совершенствования архитектуры 
функциональных защитных покрытий. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

В настоящей работе покрытие будем рассматривать в составе единой  
с защищаемым материалом конструкционной стенки, представляющей собой 
многослойный пакет «подложка – покрытие». Такая модель позволяет варьировать 
набором требуемых свойств системы за счет рационального выбора основного 
материала и изменения состава, количества и толщины наносимых слоев покрытий. 
Каждый слой стенки, включая подложку, будем моделировать сплошной 
беспористой односвязной средой конечной толщины без учета особенностей 
реальной микроструктуры их материалов. Неоднородность структуры 
(гетерофазность, наличие включений, дефектов и пр.) будем учитывать 
опосредовано – через приведенные характеристики свойств материалов слоев. 
Предполагается, что суммарная толщина слоев покрытий, как минимум,  
на порядок меньше толщины подложки, т.е. покрытия представляются 
тонкослойными системами. 

Для проведения сравнительных расчетов с привлечением аналитических  
и численных моделей в данном исследовании ограничимся рассмотрением только 
однослойных жаростойких покрытий. Последние предназначены для защиты  
от высокотемпературной газовой коррозии жаропрочных материалов (например, 
никелевых сплавов, легированных сталей и пр.) и расширения температурно-
временных интервалов их работоспособности в кислородсодержащих средах.  
В дальнейших исследованиях планируется провести обобщение результатов 
работы на многослойные жаростойкие покрытия и распространить их  
на композиции иного функционального назначения. 

Рассматривается следующая задача. Свободный от закреплений образец  
в виде тонкой двухслойной пластины подвергается плавному охлаждению  
с температуры 1200°С вплоть до 20°С. Несущий слой образца выполнен  
из поликристаллического жаропрочного никелевого сплава ЖС6У. На его лицевую 
поверхность нанесено серийное жаростойкое алюминидное покрытие  
из сплава СДП-2 системы Ni-20Cr-12Al-0,5Y. Данное покрытие широко 
используется для увеличения жаростойкости лопаток турбин современных 
авиационных газотурбинных двигателей, выполненных из жаропрочных 
никелевых сплавов, в частности серии ЖС. Сечение рассматриваемой 
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конструкционной стенки в плоскости Oxy  показано на рис.1. Индексы, 
используемые в обозначениях характеристик свойств слоев: s – substrate 
(подложка), l – layer (слой покрытия). Толщины, температурные зависимости 
механических и теплофизических свойств материалов слоев в интервале 
20÷1200°С представлены в таблице 1. 
 

 
Рис.1. Модель двухслойной конструкционной стенки «ЖС6У – СДП-2». 

 

Таблица 1. 
Толщины, температурные зависимости свойств материалов слоев 
конструкционной стенки и коэффициенты детерминации моделей. 

Слои 
Свойства 

Подложка 
ЖС6У 

Покрытие 
СДП-2 

R2, 
подложка 

/ 
покрытие 

Толщина слоя 
h , мкм 1000 100 - 

Модуль 
упругости 

)(TE , МПа 
138,71 270760T− ⋅ +  20,018 6,155 162810T T− ⋅ − ⋅ +  0,949 / 

0,993 

Коэффициент 
Пуассона )(Tν  

8 2 63 10 3 10 0,313T T− −⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +  8 2 63 10 1 10 0,3168T T− −⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +  0,974 / 
0,981 

КТЛР 
610)( ⋅Tα , 1/°С 

6 27 10 0,0006 11,833T T−⋅ ⋅ − ⋅ +  0,000610,941 Te ⋅⋅  0,929 / 
0,953 

 
Температурные зависимости величин модулей упругости ( )E T  и истинных 

КТЛР )(Tα  материалов слоев заимствованы из работы [9]. Для нахождения 
температурных зависимостей коэффициента Пуассона )(Tν  материалов слоев 
проведен вычислительный эксперимент с последующей аппроксимацией 
расчетных значений. Моделирование свойств осуществляли, по аналогии  
с работой [20], методом термодинамического расчета равновесного состояния 
многокомпонентных систем – CALPHAD (CALculation of PHAse Diagrams)  
в программном комплексе JMatPro. Расчеты выполняли для сплавов следующих 
химических составов, мас. %: Ni-5,4Al-9,8Co-9,0Cr-1,5Mo-1,0Nb-2,6Ti-10,3 
W-0,18C-0,04Zr-0,025B и Ni-20Cr-12Al. Аппроксимацию данных проводили 
средствами регрессионного анализа на базе табличного процессора MS Excel. 
Достоверность аппроксимации данных продемонстрирована в таблице 1 
коэффициентом детерминации 2R . 

В начальном состоянии система имеет однородное поле температур  
с 0T =1200°С. Предполагается, что при данной температуре конструкционная 
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стенка находится в ненапряженном состоянии ( 0== ijij εσ ). Это соответствует 
состоянию системы в процессе высокотемпературного отжига или эксплуатации. 
Моделирование охлаждения будем осуществлять путем определения  
и приложения температурных граничных условий к свободным поверхностям 
покрытия lT  и подложки sT  (рис.1). При этом по мере охлаждения, в результате 
взаимного стеснения температурных деформаций слоев, возникающих вследствие 
различия в КТЛР подложки и покрытия, в системе появляются тепловые 
напряжения. 

Анализ уровня и характера изменения напряжений в зависимости  
от температуры будем выполнять на базе решения односвязной задачи 
термоупругости, предполагающей последовательное решение задач 
теплопроводности и, собственно, термоупругости. Считаем, что температурное 
поле изменяется только по толщине конструкционной стенки )(yT  и находится  
из решения задачи теплопроводности в одномерной стационарной постановке  
с учетом контактных условий на границе слоев (равенство температур и тепловых 
потоков). Использование стационарной постановки оправданно в силу небольших 
толщин стенки и отсутствия скачкообразного изменения температуры. 
Необходимость решения задачи теплопроводности в нестационарной постановке 
возникает в случае, когда конструкционная стенка имеет значительную толщину, 
либо когда материалы слоев существенно отличаются по своим теплофизическим 
свойствам (например, при расчете термобарьерных покрытий с низкой 
теплопроводностью). 
 
 

2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
 

К настоящему времени опубликован ряд фундаментальных работ [3-7 и др.], 
посвященных разработке методов определения остаточных напряжений  
и изучению их природы формирования в конструкционных материалах  
под воздействием различных видов обработки. Однако из-за многообразия причин, 
влияющих на возникновение остаточных напряжений, и сложности  
их математического описания число публикаций не уменьшается. Кроме того, 
многие аспекты прогнозирования и регулирования значений и знака напряжений 
остаются открытыми, особенно в области получения многослойных гетерофазных 
покрытий и их последующей эксплуатации. 

Для проведения аналитических расчетов рассмотрим ряд упрощающих 
гипотез и допущений. Пластина свободна от внешних усилий и закреплений. 
Геометрические размеры пластины будем считать такими, что вдали от краев 
реализуется плоское напряженное состояние и применимы гипотезы Кирхгофа 
[21]. В случае одномерного распределения температуры по толщине стенки можно 
считать, что в ней не возникает деформаций сдвига xzε  и касательных напряжений 

xzτ . Строго говоря, в результате взаимного стеснения температурных деформаций 
слоев, вызванных несоответствием в КТЛР, как в подложке,  
так и в покрытии, будут возникать локализованные в окрестности поверхности 
раздела касательные напряжения xzτ  и соответствующие им сдвиговые 
деформации xzε . В первом приближении пренебрежем ими вследствие тонкости 
слоя покрытия и относительно высокой жесткости подложки. Таким образом, 
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отличными от нуля будут только компоненты тензора напряжений xσ  и zσ . 
Материалы слоев – изотропны и подчиняются закону Гука-Дюамеля. 

В подавляющем большинстве опубликованных работ [5,8,9,11,13 и др.],  
за некоторым исключением [4,7,10,12], построение приближенных аналитических 
оценок НДС многослойных систем c учетом приведенных выше допущений 
осуществлено в безмоментном приближении, т.е. без учета изгибной 
составляющей. В этих условиях тангенциальные тепловые напряжения, 
возникающие в слоях конструкционной стенки со свободными поверхностями, 
выражаются общим соотношением [6] 

( ) 





 +∆⋅−⋅

−
===

A
NyTE

zx
0

1
α

ν
σσσ , 

( )dyyTEN
h

∆⋅⋅
−

= ∫ α
ν0

0 1
, dyEA

h

∫ −
=

0 1 ν
. 

Первое слагаемое в скобках отвечает чисто тепловым деформациям, 
возникающим при изменении температуры на ( )yT∆ , второе слагаемое 
соответствует деформациям теплового растяжения-сжатия срединной 
поверхности. Здесь E , ν , α  – модуль упругости, коэффициент Пуассона, 
коэффициент температурного линейного расширения материалов слоев 
конструкционной стенки, которые в общем случае являются функциями  
от переменной y  и текущего значения температуры )(yT ; h  – толщина стенки; 

0)()( TyTyT −=∆  – разность между текущим значением температуры )(yT   
и температурой ненапряженного состояния 0T . 

Тогда применительно к конструкционной стенке, состоящей из двух слоев,  
в предположении постоянства температуры по толщине стенки constTyT ==)( , 
формулы для расчета тангенциальных тепловых напряжений в покрытии xlσ , zlσ  
и подложке xsσ , 

zs
σ  будут иметь вид (1) 

( )

s

l

s

s

l

l

ls
lzlxl

h
h

EE

T

⋅
−

+
−

∆⋅−
=== νν

αασσσ 11 , 
s

l
xlszsxs h

h
⋅−=== σσσσ .   (1) 

здесь lE , lν , lα , lh  – модуль упругости, коэффициент Пуассона, КТЛР, толщина 
покрытия, соответственно; sE , sν , sα , sh  – то же для подложки, соответственно. 

Из (1) следует, что для снижения тепловых напряжений необходимо выбирать 
материал покрытия с коэффициентом температурного линейного расширения, 
максимально близким к КТЛР основного материала. При полном согласовании 
этих характеристик напряжений в покрытии и подложке  
не возникает в силу отсутствия стеснений при совместной деформации слоев. 
Однако обеспечить на практике согласованность указанных свойств в широком 
интервале температур – задача практически не выполнимая, поскольку слои 
конструкционной стенки представляют собой качественно разные  
(по химическому составу и структурно-фазовому состоянию) материалы. Поэтому 
задача преимущественно сводится к анализу эволюции термических напряжений в 
зависимости от архитектуры стенки и выбору ее рациональных параметров 
(химического и фазового состава слоев, их количества и толщин) с позиции 
минимизации возникающих напряжений. 
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Температурные зависимости КТЛР для выбранных в настоящей работе 
материалов слоев конструкционной стенки проиллюстрированы на рис.2.  
На кривых имеет смысл выделить три участка: ls αα >  при T <137,6°С; ls αα =  при 
T =137,6°С; ls αα <  при T >137,6°С. 

 

 
Рис.2. Температурная зависимость КТЛР материалов слоев стенки [9]:  

 – покрытие;  – подложка. 
 

Характер температурной зависимости тангенциальных напряжений в слоях 
рассматриваемой стенки, рассчитанных по формулам (1), представлены на рис.3.  
 

 
Рис.3. Температурные зависимости тепловых напряжений в слоях стенки  

(без учета изгиба):  – покрытие;  – подложка. 
 
Стремясь сузиться при охлаждении, покрытие сдерживает подложка, в результате 
чего в нем создается растягивающая силовая деформация, компенсирующая 
температурное сужение. Поэтому начальному этапу охлаждения соответствует 
интенсивный рост растягивающих напряжений в покрытии и сжимающих  
в подложке. Своих максимальных значений они достигают при температуре T
=507,2°С, которые составляют для покрытия lσ =221,697 МПа; для подложки – sσ
= -22,169 МПа. Дальнейшее охлаждение приводит к снижению lσ  и sσ .  
При T =137,6°С система свободна от тепловых напряжений 0== sl σσ . После T
<137,6°С в покрытии наблюдается рост сжимающих, а в подложке – 
растягивающих напряжений, которые при T =20°С достигают следующих 
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значений lσ = -198,796 МПа; sσ =19,879 МПа, соответственно. Подобное 
поведение объясняется сложными зависимостями механических характеристик  
и КТЛР материалов слоев от температуры (см. табл.1). 
 
 

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
 

Представленная выше аналитическая модель позволяет в первом 
приближении оценить уровень тепловых напряжений в слоях конструкционной 
стенки. Однако она не учитывает особенностей ее деформирования, связанных  
с тепловым изгибом, реальным обликом изделия, его геометрическими размерами, 
условиями закрепления в конструкции, возможностью адгезионного/когезионного 
разрушения отдельных частей композиции  
с перераспределением напряжений и пр. Данные задачи могут быть решены  
с использованием современных инструментов численного моделирования.  
К наиболее распространенным методам численного решения задач математической 
физики стоит отнести метод конечных элементов (МКЭ), являющийся основой 
ряда инженерных программных комплексов. 
 

3.1. Численное решение задачи без учета изгибного деформирования. 
 

На первом этапе строится численное решение одномерной задачи теории 
термоупругости в постановке, соответствующей приведенному выше 
аналитическому решению. 

Конечно-элементная модель задачи, созданная в программном комплексе 
SIMULIA Abaqus, состоит из двух объемных 8-ми узловых призматических 
конечных элементов (КЭ) C3D8R [22] с одной точкой интегрирования по центру 
(рис.4). Двумерные КЭ, часто применяемые при решении подобного рода задач [14-
19], не позволяют учесть ряд особенностей аналитического решения. Например, 
решение на базе элементов, реализующих плоское деформированное состояние 
(CPE4R), не удовлетворяет условию x zσ σ= , а для элементов обобщенной плоской 
деформации (CPEG4R) не удается исключить изгибную составляющую в 
плоскости Oyz . Предполагаемый характер НДС ( ( ) ( ) ; 0x z yy y constσ σ σ= = = ) 
допускает использование по одному КЭ для покрытия и подложки без применения 
техник локального уплотнения расчетной модели. 

Граничные условия модели (перемещения узлов) 
0, 1, 2,5,6,9,10;i

xU i= =  
0, 1 4;i

yU i= =   

0, 2,3,6,7,10,11.i
zU i= =  

Для исключения изгиба в плоскостях Oyx  и Oyz  к перемещениям ряда узлов 
применены следующие кинематические связи 

3 0, 4,7,8,11,12;i
x xU U i− = =  

1 0, 4,5,8,9,12.i
z zU U i− = =  
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Рис.4. Конечно-элементная модель (i = 1,2 … 12 – нумерация узлов). 

 
Механический отклик материалов слоев конструкционной стенки 

описывался линейным законом Гука – Дюамеля. Зависимости ( )E T , ( )Tν , ( )Tα  
(табл.1) приводят к изменению жесткости материала в течение расчета,  
т.е. к физической нелинейности. В качестве метода решения нелинейной задачи 
был выбран инкрементально-итерационный метод Ньютона-Рафсона [22], 
являющийся основой решателя Abaqus/Standard. Принят фиксированный размер 
приращения по температуре T∆ =20°С. 

На основе построенной модели были получены значения тепловых 
напряжений в покрытии и подложке конструкционной стенки при ее охлаждении. 
Результаты численного решения хорошо согласуются с данными аналитического 
расчета (табл.2).  

Таблица 2. 
Результаты сравнительных расчетов тепловых напряжений. 

Расчетная модель σl, МПа σs, МПа 
900°С 500°С 20°С 900°С 500°С 20°С 

Аналитическое 
решение (без 
учета изгиба) 

107,076 221,635 -198,796 -10,707 -22,163 19,879 

Численное 
решение без учета 

изгиба 
107,037 221,632 -198,792 -10,704 -22,163 19,879 

Численное 
решение с учетом 

изгиба 
82,888 179,257 -167,003 -34,301 -74,586 69,791 
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Максимальная относительная погрешность результатов численных вычислений  
не превышает 0,04% во всем интервале температур. Таким образом, обоснована 
правомерность использования МКЭ для получения корректных оценок НДС  
в системе «подложка – покрытие». 
 

3.2. Численное решение задачи с учетом изгиба. 
 

Предложенные ранее аналитическое и полностью ему соответствующее 
численное решение не учитывают изгибную составляющую напряжений, 
обусловленную изменением кривизны стенки вследствие ее неоднородности  
и несимметричности относительно срединной поверхности. Известно [5],  
что напряжения, как правило, достигают своих максимальных значений  
на границах раздела слоев и убывают по мере удаления от них, тогда как 
напряжения, полученные в п. 3 и п. 4.1, постоянны по толщине в пределах каждого 
слоя. Помимо этого, благодаря градиенту напряжений по толщине  
в слоях покрытий, находящихся в сжатом состоянии, появляются дополнительные 
нормальные напряжения 0yσ ≠ , стремящиеся либо оторвать слои покрытия  
от основы (при возникновении положительной кривизны стенки), либо, наоборот, 
прижать их (при отрицательной кривизне). Таким образом, полученные ранее 
решения неполно отражают реальный характер НДС и требуют уточнения. 

Рассматривается процесс охлаждения полубесконечной пластины  
с нанесенным покрытием [14] (линейные размеры по осям: 

; ;x y s l zL L L h h L= = + →∞ ). Принятая в расчетах длина пластины вдоль оси Ox
( 20 sL h= ⋅ ) обеспечивает плоское НДС в центральной ее части, сводя  
к минимуму влияние краевых эффектов. Ввиду симметричности задачи 
относительно оси Ox , расчет проводился для половины пластины с заданием 
кинематических условий симметрии на границе выреза: 0x zU UR= =  (рис.5). 
Конечно-элементная модель создана на базе двумерных четырехузловых КЭ 
(CPEG4R), работающих в режиме обобщенной плоской деформации ( constz =ε ). 
По толщине покрытия использовано 5 КЭ, а для подложки – 20 с локальным 
уплотнением в направлении адгезионного слоя. 
 

 
Рис.5. Постановка задачи с учетом изгиба. 
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Вследствие несимметричности конструкционной стенки относительно 
срединной плоскости и разных значений КТЛР материалов ее слоев, наблюдается 
изгиб пластины при охлаждении. Направление изгиба (тип кривизны) зависит  
от текущего значения разности КТЛР покрытия и подложки l sα α α∆ = − .  
При 0α∆ >  (T >137,6°С) изгиб приводит к отрицательной кривизне (вогнутости) 
срединной поверхности, а при 0α∆ <  (T <137,6°С) – к положительной кривизне 
(выпуклости). Для наглядного представления формы изгиба на рис.6 представлены 
наложенные друг на друга недеформированная и деформированная формы 
пластины при температурах T =500°С и T =20°С с применением коэффициента 
масштабирования 12. 
 

 

а 

 

б 

Рис.6. Недеформированная и деформированная форма пластины  
при температуре: а – T =500°С; б – T =20°С (масштабный фактор 12). 

 
Наличие изгиба приводит к неравномерному распределению напряжений  

по толщине конструкционной стенки. На рис.7 представлено распределение 
напряжений по толщине при T =500°С.  
 

 
Рис.7. Распределение тепловых напряжений по толщине конструкционной стенки 

при T =500°С, Мпа. 
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Для анализа выбран ряд элементов, расположенных в центральной части пластины 
(рис.5). В толще покрытия действуют только растягивающие напряжения ( l

+σ ). 
Причем своих максимальных значений l

+σ =179,257 МПа они достигают на границе 
раздела с подложкой.  
По мере приближения к свободной поверхности покрытия наблюдается 
практически линейное их падение до l

+σ =172,109 МПа. Подложка подвергнута как 
растягивающим напряжениям ( s

+σ ) – в нижней части (с противоположной стороны 
от покрытия), так и сжимающим ( s

−σ ) – в верхней части (прилегающей  
к покрытию), что достаточно характерно при изгибе. Точка перехода области s

+σ  в 

s
−σ  (нейтральная зона) находится на уровне 0,35 мм от нижней поверхности 

подложки (рис.7). 
Помимо уточнения характера распределения напряжений по толщине 

конструкционной стенки, переход к 2D постановке, учитывающей изгиб пластины, 
привел к изменению их уровня. На рис.8 и 9 представлены сравнительные графики 
зависимости напряжений от температуры, полученные  
на базе математических моделей без и с учетом изгиба.  
 

 
Рис.8. Температурные зависимости тепловых напряжений в покрытии на границе 

раздела «подложка – покрытие»:  – без учета изгиба;  – с учетом 
изгиба. 
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Рис.9. Температурные зависимости тепловых напряжений в подложке на границе 
раздела «подложка – покрытие»:  – без учета изгиба;  – с учетом 
изгиба. 

Графики (рис.8,9) для 2D постановки строились на основе напряжений в КЭ, 
непосредственно прилегающих к границе раздела между подложкой и покрытием. 
В покрытии наблюдается снижение значений как растягивающих (T >137,6°С), так 
и сжимающих напряжений (T <137,6°С). В подложке ситуация противоположная – 
уровень действующих напряжений существенно увеличился  
в сравнении с ранее полученными результатами. Количественная оценка приведена 
в таблице 2. 

Подобного рода поведение можно объяснить следующим образом.  
При l sα α≠  изгиб пластины, наблюдающийся при охлаждении, должен приводить 
к линейному изменению напряжений по толщине. Так как граница раздела между 
подложкой и покрытием, вблизи которой и были вычислены температурные 
зависимости напряжений (рис.8,9), находится выше срединной поверхности 
конструкционной стенки, то, в зависимости от направления изгиба (рис.6), 
покрытию должны соответствовать либо сжимающие (T >137,6°С), либо 
растягивающие напряжения (T <137,6°С). Данные напряжения, отвечающие 
общему деформированному состоянию системы, частично компенсируют 
тепловые напряжения, вызванные разницей КТЛР ( )Tα∆ . Например, в покрытии 
за счет ( )Tα∆  при T =500°С растягивающие напряжения составляют порядка 
221,632 МПа (без учета изгиба). Для этой температуры характерен изгиб пластины 
вогнутостью вверх (рис.6а), что должно приводить к сжимающим напряжениям в 
покрытии. Таким образом, учет изгиба приводит к снижению суммарного уровня 
напряжений в покрытии до 179,257 МПа. В подложке ситуация меняется на 
противоположную – напряжения от изгиба накладываются на напряжения от 
разницы КТЛР, приводя к увеличению их результирующего уровня. 
 

ВЫВОДЫ 
 
1. Аналитически исследовано НДС свободной от внешних усилий и закреплений 

конструкционной стенки «подложка – покрытие» при плавном тепловом 
нагружении. Рассмотрена односвязная задача термоупругости в постановке  
для плоского напряженного состояния. Оценка НДС осуществлена  
в безмоментном приближении (без учета изгибного деформирования)  
в предположении постоянства температуры по толщине стенки. Построены 
температурные зависимости тепловых напряжений в слоях стенки. 

2. Построенное численное решение на базе метода конечных элементов краевой 
задачи классической термоупругости, соответствующей модели, положенной  
в основу аналитического решения, привело к идентичным результатам. 
Выявлены недостатки и ограничения, вносимые в решение рассматриваемыми 
допущениями. 

3. Предложено уточненное решение задачи определения НДС в системе 
«подложка – покрытие» при тепловом нагружении на базе МКЭ, учитывающее 
изгибные деформации. Решение получено для полубесконечной пластины  
в постановке для обобщенной плоской деформации. Учет изгиба привел  
к существенному изменению уровня и характера распределения тепловых 
напряжений по толщине стенки. Показано, что расчет НДС без явного учета 
геометрической формы подложки даже в простейшем случае полубесконечной 
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пластины приводит к недопустимым погрешностям. Выработаны основные 
требования к конечно-элементным моделям, применяемым к исследованию 
НДС в системе «подложка – покрытие». Дальнейшие усложнения КЭ моделей 
могут быть направлены на учет возможного неупругого деформирования 
материалов слоев и их адгезионного/когезионного разрушения. 

4. Оценка уровня и характера распределения напряжений позволяет научно 
подойти к разработке архитектуры покрытий (выбору химического и фазового 
состава слоев, их количества и толщин), а также существенно сократить 
количество экспериментальных исследований и испытаний, время и затраты  
на их реализацию. Для расчетной оценки теплового и напряженно-
деформированного состояния функциональных покрытий различного 
назначения должна быть создана база данных по физико-механическим  
и теплофизическим свойствам перспективных материалов слоев. 
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