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АННОТАЦИЯ 
 

Червячные машины широко применяются для переработки полимерных систем  
и композитных материалов со сложным реологическим поведением. Для описания 
течения перерабатываемых сред используются различные реологические модели. 
Широкое распространение получили математические модели течения, основанные  
на применении модели Оствальда – де Виля (степенная модель). Это объясняется  
её относительной простотой, наглядностью и лёгкостью определения реологических 
параметров. 

Между тем известен недостаток степенной модели: завышенная вязкость  
при малых скоростях деформации. Следовательно, математические модели течений, 
базирующиеся на степенной модели, должны давать неточный прогноз в определении 
интегральных параметров.  

В настоящей работе оценка погрешности модели Оствальда – де Виля выполнена 
путём сопоставления расчётных результатов с результатами, полученными с помощью 
«эталонной» модели, в качестве которой использовалась трёхпараметрическая 
реологическая модель Эллиса. Модель Эллиса хорошо описывает реологическое 
поведение полимерных растворов и расплавов в области малых и средних скоростей 
деформации. Насколько известно авторам, подобных оценок для рассматриваемого 
течения не проводилось. 

Рассматривается течение обобщённой ньютоновской жидкости между двумя 
параллельными плоскими стенками (развёртка червяка), из которых одна покоится,  
а другая движется в своей плоскости с постоянной скоростью. Расстояние между 
стенками (глубина нарезки шнека) постоянна. Течение ламинарное, установившееся, 
изотермическое. Среда несжимаемая. Инерционные и массовые силы по сравнению  
с силами вязкого трения пренебрежимо малы. Скольжение на поверхностях отсутствует. 

Работа включает общее решение задачи куэттовского течения обобщённой 
ньютоновской жидкости, получение расчётных формул для моделей Оствальда – де Виля 
и Эллиса, сопоставление расчётных результатов полученных решений. 

В результате анализа полученных результатов показано, что степенная модель 
приводит существенным ошибкам при сравнительно низких скоростях движения стенки. 
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ABSTRACT 
 

Worm cars are widely used for the processing of polymer systems and composite 
materials with complex rheological behavior. To describe the flow of recyclable media using 
different rheological models. Widespread mathematical flow models based on the use of models 
Ostwald - de Waele (grade model). This is due to its relative simplicity, clarity and ease of 
determination of rheological parameters. 

Meanwhile, the lack of known power-law model: inflated viscosity at low strain rates. 
Therefore, the mathematical model of flows, based on a power model should give inaccurate 
forecasts in determining the integral parameters. 

In this paper, error estimation model Ostwald – de Waele made by comparing the 
calculated results with the results obtained using the "standard" model, which was used as a 
rheological model three-parameter Ellis. Ellis model well describes the rheological behavior of 
polymer solutions and melts in the field of small and medium strain rates. To our knowledge, 
such assessments for the considered flow was carried out. 

The flow of the generalized Newtonian fluid between the two parallel flat walls 
(unfolding worm), of which one is at rest, and the other moves in its own plane with a constant 
velocity. The distance between the walls (the depth of the screw cutting) is constant. The flow is 
laminar, steady, isothermal. Wednesday incompressible. Inertial mass and strength compared to 
viscous friction forces are negligible. Slipping on missing surfaces. 

The work includes the general solution of Couette flow of generalized Newtonian fluid, 
obtaining computational formulas for models Ostwald – de Waele and Ellis, a comparison of the 
calculated results of the solutions. 

The analysis of the results shows that power law model causes significant errors at 
relatively low speeds wall motion. 
 
Keywords: effective viscosity; speed; pressure; flow; shear stress; model Ostwald – de Waele; 
Ellis model 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Несмотря на привлекательную простоту двухпараметрической модели 
Оствальда – де Виля, модель имеет существенный недостаток – бесконечно 
возрастающую вязкость при малых скоростях сдвига [1]. Тем не менее, степенная 
модель широко используется как в фундаментальных исследованиях, так  
и в инженерных расчётах технологического оборудования, в частности, течения 
полимерных систем в червячных машинах [2-8] и др. 

Гидродинамическая теория переработки неньютоновских сред на червячных 
машинах базируется на течении Куэтта [9,10]. В настоящей работе оценка 
погрешности модели Оствальда – де Виля выполнена путём сопоставления 
расчётных результатов с результатами, полученными с помощью «эталонной» 
модели, в качестве которой использовалась трёхпараметрическая реологическая 
модель Эллиса. Модель Эллиса хорошо описывает реологическое поведение 
полимерных растворов и расплавов в области малых и средних скоростей 
деформации. Насколько известно авторам, подобных оценок не проводилось. 

Работа включает общее решение задачи куэттовского течения обобщённой 
ньютоновской жидкости, получение расчётных формул для моделей Оствальда – 
де Виля и Эллиса, сопоставление расчётных результатов полученных решений. 
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1. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КУЭТТОВСКОГО ТЕЧЕНИЯ 
ОБОБЩЁННОЙ НЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ 

 
Расчётная схема представлена на рис.1. Рассматриваем течение обобщённой 

ньютоновской жидкости между двумя параллельными плоскими стенками 
(развёртка червяка), из которых одна покоится, а другая движется в своей 
плоскости с постоянной скоростью V . Расстояние между стенками (глубина 
нарезки шнека) равна h . Течение ламинарное, установившееся, изотермическое. 
Среда несжимаемая. Инерционные и массовые силы по сравнению с силами 
вязкого трения пренебрежимо малы. Скольжение на поверхностях отсутствует. 
Ось х  лежит на поверхности нижней пластины, ось у  перпендикулярна 
пластине. В направлении оси х  существует противодавление, созданное 
сопротивлением, расположенным на достаточном удалении от рассматриваемого 
сечения. 

 

 

С учётом принятых допущений, течение описывается следующей системой 
уравнений 

( ), xdvdp d
dx dy dy

τ τ η τ= =  

00, 0,xy v ττ= = =         (1) 
, ,x wy h v V ττ= = =  

где p  – давление, 0, , wτ τ τ  – касательное напряжение текущее, на нижней стенке, 
на верхней стенке, η  – эффективная вязкость, ,x y  – декартовы координаты, xv  – 
осевая скорость, V  – скорость движения верхней стенки. Для упрощения индексы 
у компоненты тензора напряжения опускаются. 

В записи (1) первое уравнение – сохранения импульса, второе – 
реологического состояния обобщённой ньютоновской жидкости [11]. Левая часть 
уравнения движения (1) зависит только от x , а правая от y ; это означает,  
что dp dx const=  и d dy constτ = . Градиент давления постоянен по длине канала, 
и определяется соотношением dp dx p= ∆  , где p∆  – избыточное давление  
в конце зоны течение (давление на входе в фильеру),   – длина канала (см. рис.1). 

В результате интегрирования уравнения движения (1) по у , с учётом 
граничных условий, можем записать следующие соотношения 

Рис.1. Схема течения. 
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( ) ( )0 0 0 0 0, , , .w w w
dp dp y dyy h d
dx dx h h

τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ= + = + = − + = −  (2) 

Согласно (2) касательное напряжение описывается линейной функцией. 
Поэтому для описания профиля скорости, наравне с ординатой y  может 
использоваться τ . 

Можно выделить два предельных случая течения: 1) режим наибольшего 
градиента давления (нулевого расхода) – линии 1 на рис.1; 2) режим нулевого 
градиента давления (наибольшего расхода) – линии 2 на рис.1. В первом режиме 
имеет место продольная циркуляция жидкости (противоток), и эпюра скорости 
имеет экстремум. В сечении экстремума скорости касательное напряжение равно 
нулю ( 0τ = ). При этом на нижней пластине касательное напряжение 
отрицательно ( 0max, 0dp dx τ= < ). Во втором режиме эпюра осевой скорости 
линейна (простой сдвиг), касательное напряжение однородно по высоте зазора,  
и соответствует напряжению на верхней пластине ( 00, wdp dx τ τ= = ). Переход  
от одного режима к другому характеризуется условием: 0y = , 0 0τ = , 0xdv dy = . 

Профиль скорости найдём, используя реологическое уравнение 

xdv dyτ
η

= . 

Используя четвёртое соотношение из (2) и граничные условия (1), можем 
записать 

( ) ( )
000

.
xv

x x
w

hv dv d
τ

τ

ξ ξ
τ τ η ξ

= =
−∫ ∫        (3) 

Граничное условие на верхней плоскости (1) позволяет записать уравнение, 
связывающее касательные напряжения 0τ  и wτ  

( ) ( )
00

.
w

w

hV d
τ

τ

ξ ξ
τ τ η ξ

=
− ∫         (4) 

Расход, приходящийся на единицу ширины канала Q , определяется 
интегралом 

0

.
h

xQ v dy= ∫            (5) 

Подставив в формулу (5) выражение (3), с учётом граничных условий (1)  
и соотношений (2), можем записать 

( ) ( )
0 0

2

2
0

.
w

w

hQ d d
τ ξ

τ τ

ζ ζ ξ
η ζτ τ

=
− ∫ ∫        (6) 

Выполнив в выражении (6) интегрирование по частям, получим расчётную 
формулу для расхода 

( )
( ) ( )

0

2

2
0

.
w

w
w

hQ d
τ

τ

ξτ ξ ξ
η ξτ τ

= −
− ∫        (7) 

Уравнение связи (4) позволяет несколько упростить формулу (7) 

( ) ( ) ( )
0

2 2

2
0 0

.
w

w

w w

Vh hQ d
τ

τ

τ ξ ξ
τ τ η ξτ τ

= −
− − ∫       (8) 
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Для расчёта расходной характеристики (8) необходимо задать функцию 
( )η τ , т.е. выбрать конкретную реологическую модель. 

 
 

2. РАСЧЁТНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ МОДЕЛЕЙ ОСТВАЛЬДА – ДЕ ВИЛЯ  
И ЭЛЛИСА 

 

Для жидкости Оствальда – де Виля ( )0
n

xdv dyτ η=  выражение эффективной 

вязкости ( )
1

0 0

n
nη η τ η
−

= , 0 , nη  – постоянные. Подставив это выражение  
в выражения (4), (8) и выполнив интегрирование, получим уравнения, 
связывающие расход, давление и касательное напряжение 0τ  

( )
( )

11 11
0 01

0

,
1

nn

n

nq q
n

γ τ τ
η

++ = + −  +
      (9) 

( )

( )
( ) ( )

11 220
0 0 01

2
0

sign ,
2 1

nn
s

n

q nQ q
q n q

τ
τ τ τ

γ η

+++  = − + −  +
  

где s
QQ
Vh

=  – безразмерный расход, dpq h
dx

=  – эквивалент градиента давления, 

V
h

γ =  – эффективная скорость сдвига. 

В случае отсутствия противодавления имеет место течение простого сдвига, 
для которого справедливо соотношение: 0q → , 0,5sQ → . Расход наибольший. 
При этом величина γ  характеризует скорость простого сдвига. 

Пусть моменту начала циркуляции (см. пп.1) отвечает значение 
модифицированного давления 0q . Условие наличия циркуляции: 0 0τ ≥ , 0q q≥ . 
При этом из первого уравнения (9) для величины 0q  получаем простое 

соотношение ( )0 0 1
n

q n nη γ= +   . В ньютоновском случае: 1,n =  0 02q η γ= . 

Для реологической модели Эллиса xdv dy a b ατ τ= +  эффективная вязкость 

определяется выражением ( ) 11a b αη τ
−−= + , где , ,a b α  – постоянные. Подставив 

выражение для эффективной вязкости в выражения (4), (8) и выполнив 
интегрирование, получим уравнения, связывающие расход, давление  
и касательное напряжение 0τ  

( ) ( ) 11
0 0 02

2 1
a bq q q q ααγ τ τ τ

α
++ = + + + − +

,     (10) 

( ) ( ) ( ) ( )23 20 3
0 0 0 0 02

1 sign
3 2E

q a bQ q q
q q

αατ
τ τ τ τ τ

γ α
+++    = − + − + + −    + 

 

Как уравнения (9), так и (10) решаются в следующей последовательности. 
Задаётся значение давления ( )q  и из первого трансцендентного уравнения 
находится соответствующее значение касательного напряжения 0τ . Далее 
величины q  и 0τ  подставляются во второе уравнение для расчёта расхода.  
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При решении трансцендентного уравнения начальное приближение для 0τ  
выбиралось порядка 0,3. 

Первое уравнение в (10) приводит к следующему соотношению для 
вычисления граничного значения модифицированного давления 

0 0 0
1 2

b aq qα γ
α

+ − =
+

. 

В ньютоновском случае ( 1
01, , , 0n a bη η η−= = = = , где η  – ньютоновская 

вязкость) обе модели (9), (10) сводятся к известному выражению [9] 

0
1 , 6 .
2 12E s m

qQ Q q η γ
γη

= = − =  

 
 

3. ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
 

Для численного анализа воспользуемся данными реологических 
исследований из работы [12]. Измерения выполнены на капиллярном 
вискозиметре плунжерного типа. Резиновая смесь следующего состава  
[в ч. (масс)]: СКН-40 – 100, мел – 40, сера – 1,5, оксид цинка – 5, каптакс – 0,8, 
стеарин – 1,5. Диаметр плунжера и цилиндрической камеры термостатирования 
9,52 мм, диаметр капилляра 2 мм, температура смеси при испытании 120оС. 
Исследован интервал касательных напряжений от 0,123 МПа до 0,203 МПа.  

 

 
Рис.2. Зависимость эффективной вязкости жидкостей Эллиса (линия 1)  

и Оствальда – де Виля (2) от касательного напряжения на стенке. 
Экспериментальные точки – 3. 

 
В результате обработки кривой течения (методом выбранных точек) 

получены следующие значения реологических констант для модели Эллиса: 
17,893α = , -1 -1350,217 МПа са = , 15 -α -12,373 10 МПа сb = × . Соответственно, для 

модели Оствальда – де Виля: 0,071n = , ,
0

0 0710,124 МПа сµ = ⋅ . Материал является 
ярко выраженным псевдопластиком. Обработка реологических данных выполнена 
без учёта поправки Вайссенберга – Рабиновича, поскольку она качественно  
не влияет на результат. Выражения (2) позволяют давление и касательное 
напряжение выражать в мега паскалях ( )МПа , а эффективную вязкость в мега 
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паскаль секундах ( )МПа с⋅ , соответственно. При этом расчётные выражения  
не изменяются. 

Расчётные результаты зависимости эффективной вязкости от касательного 
напряжения представлены на рис.2. Видно, что при больших значениях 
касательных напряжений обе модели дают близкий результат. Однако при 
напряжениях меньше 0,16 МПа  наблюдается сильное расхождение 
прогнозируемых вязкостей. Модель Эллиса показывает монотонно 
изменяющуюся вязкость и хорошо согласуется с экспериментальными 
результатами. Модель Оствальда – де Виля показывает завышенную вязкость, это, 
в частности следует из её свойств (при 1,n <  0,wτ η→ →∞ ). 

 

 
Рис.3. Расходные характеристики для жидкости Эллиса (сплошные линии)  

и Оствальда – де Виля (штрихпунктирные): -1 -11 – 43 с ,  2 1000 .сγ γ= − =  
 

На рис.3 представлены, рассчитанные с помощью формул (9) и (10), 
расходные характеристики. Расчёты выполнены для двух значений параметра γ : 

-143 сγ =  и -11000 сγ = . Из рисунка видно, что при малых значениях параметра γ  
имеет место существенное расхождение расходных характеристик, полученных  
с использованием моделей Оствальда – де Виля и Эллиса: одному и тому же 
давлению степенная модель на участке 0,3q <  предсказывает заниженный расход 
(при 0,16q =  расхождение достигает /ma 4,16x( )E sQ Q = ). В области высоких 
давлений 0,3q >  расходные характеристики отличаются величиной предельного 
давления. Значения граничного давления для модели Оствальда – де Виля 

0 0,196q = , соответственно, для модели Эллиса – 0 0,186q = . При больших 
скоростях деформаций ( -11000 сγ = ) обе модели предсказывают близкий 
результат (линии 2). Следует отметить, что в случае жидкости  
Оствальда – де Виля конфигурация расходных характеристик мало меняется  
с изменением параметра γ , отличаясь величиной предельного давления. 
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ВЫВОДЫ 
 

При описании течения Куэтта математическая модель, построенная  
на уравнении Оствальда – де Виля, показывает существенную погрешность  
при малых скоростях движения пластины. 

Погрешность возрастает с усилением аномально вязких свойств жидкости, 
т.е. с увеличением отклонения индекса течения от единицы. 
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