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АННОТАЦИЯ 
 

Использование моделей для описания сверхпластического деформирования 
материалов возможно лишь при удовлетворительном описании ими характерных 
качественных особенностей данных испытаний материалов (наблюдаемых эффектов),  
в частности, диаграмм деформирования и сигмоидальной формы их зависимости  
от скорости деформирования (в логарифмических координатах). Один из традиционных 
инструментов в моделировании сверхпластичности, используемый более полувека, – 
структурные реологические модели, состоящие из соединений разного рода вязких  
и пластических элементов, в частности, только степенных нелинейно-вязких элементов, 
характеризуемых двумя материальными параметрами. В представленной работе доказана 
невозможность описания сигмоидальной кривой сверхпластичности только 
параллельным или только последовательным соединением любого количества 
нелинейно-вязких элементов с произвольными параметрами, т.е. доказана необходимость 
комбинировать в модели и параллельные, и последовательные соединения или добавлять 
элементы других типов. Анализ показал, что формы кривых скоростной 
чувствительности диаграмм деформирования, генерируемых смешанными соединениями 
трех степенных вязких элементов, и способность такой модели обеспечить 
сигмоидальный вид зависимости диаграмм деформирования от скорости 
деформирования существенным образом зависят от соотношения показателей скоростной 
чувствительности элементов.  

Установлена возможность качественно описать сигмоидальную кривую скоростной 
чувствительности диаграмм деформирования и моделировать высокие значения 
показателя скоростной чувствительности в рамках линейной теории вязкоупругости  
без каких-либо сложных ограничений на функцию релаксации. Это означает, что 
линейные интегральные операторы вязкоупругости могут быть использованы в качестве 
«элементов» при построении определяющих соотношений для материалов  
с сигмоидальной кривой скоростной чувствительности диаграмм деформирования,  
в частности, для режимов сверхпластического деформирования материалов. 
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ABSTRACT 
 

Models for superplastic deformation of materials are applicable only in case they are able 
to describe properly the characteristic qualitative features of test data (the main effects 
observed), in particular material stress-strain curves features and sigmoid shape of their 
dependency on strain rate (in logarithmic coordinates). One of the traditional approaches to 
superplasticity modelling commonly used for more than half a century is based on structural 
rheological models, consisting of connections of various viscous and plastic elements, 
particularly connections of non-linear power-law viscous elements which are governed by two 
material parameters. In the present paper it is proved that it is impossible to describe the 
sigmoid shape of superplasticity curve by only parallel or only series connections of any 
number of non-linear viscous elements with arbitrary parameters.  It results in the necessity to 
combine both parallel and series connections of power-law viscous elements in the model or to 
add elements of other types. The analysis showed that the shape of the strain rate sensitivity 
curves generated by the mixed connection of three power-law viscous elements as well as the 
model ability to provide a sigmoid strain rate sensitivity curves depend significantly on the 
relation between the strain rate exponents of the elements involved. 

The possibility of qualitative simulation of sigmoid strain rate sensitivity curve as well as 
providing high values of the strain rate sensitivity index within the framework of the linear 
viscoelasticity theory is shown without any complex restrictions on the relaxation modulus. It 
means that linear integral operators of the viscoelasticity theory may be used as an "element" in 
construction of constitutive equations for a material with a sigmoid strain rate sensitivity curve, 
in particular in modelling superplastic deformation of materials. 
 
Keywords: superplasticity; sigmoid curve; stress-strain curves at constant strain rates; strain 
rate sensitivity value; structural mechanical models; power-law non-linear viscous element; the 
Backofen model; the linear viscoelasticity theory; relaxation modulus 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Сверхпластичностью называют способность некоторых материалов  
в определенных структурно-термомеханических условиях к очень большой 
пластической деформации (в сотни, и даже тысячи процентов) без образования 
шейки и очагов разрушения. Напряжение течения в состоянии сверхпластичности 
обычно значительно ниже предела текучести материала в обычном состоянии 
(при той же температуре) и сильно зависит от скорости деформирования. 
Сверхпластический режим деформирования реализуется у металлов и сплавов 
(титан, медь, цинк, титановые, алюминиевые и свинцово-оловянные сплавы, 
стали и др.), интерметаллидов и керамик с ультрамелкозернистой структурой при 
достаточно высоких температурах ( 0.4 mT T> , mT  – температура плавления  
в Кельвинах) и малых скоростях деформации ( )5 1 -110 10 c− −= ÷ε  [1-19]. 
Сверхпластическое деформирование – процесс, крайне чувствительный  
к микроструктуре образца. Принято считать, что средний размер равноосных 
зерен материала должен составлять не более 10 мкм. В процессе 
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сверхпластического деформирования в материале устанавливается режим 
совместного действия ряда микроструктурных механизмов, таких как 
диффузионная ползучесть, зернограничное проскальзывание, внутризеренное 
дислокационное скольжение, рекристаллизация [6-20]. Сверхпластическое 
деформирование лежит в основе важных технологических процессов штамповки 
изделий сложной формы, получения материалов с нужной структурой  
и механическими свойствами посредством обработки давлением и большими 
пластическими деформациями [7,9,10,14-17,20,21] и т.п. 

Феноменологию сверхпластичности как механического свойства материалов 
впервые экспериментально исследовал Треска еще в начале XIX века,  
а классической работой, напрямую посвящённой данному явлению и его 
структурным механизмам, считается работа Пирсона [1]. Термин 
«сверхпластичность» предложили советские учёные Бочвар и Свидерская [2]. 
Современное состояние вопроса освещено в монографиях и обзорах [11-20]. 

Сверхпластичность традиционно наблюдается и исследуется в испытаниях  
на одноосное растяжение или кручение образца (под давлением) с постоянными  
(и кусочно-постоянными) скоростями деформации ξ . Семейство диаграмм 
деформирования материала в состоянии сверхпластичности ( ),σ ε ξ  сильно 
зависит от скорости ξ  (как правило, под напряжением понимается напряжение  
по Коши, а под деформацией – логарифмическая деформация Генки). При 
изображении зависимости σ  от ξ  в логарифмических координатах кривая имеет 
характерный перегиб и сигмоидальную форму (рис.1) [6-19]. Точке перегиба 
кривой lg lg−σ ξ  (будем называть ее кривой скоростной чувствительности), 
соответствует максимум производной 

( ) 1: lg lg, ξ −= ∂ ∂ = ∂ ∂M ξ ε ξ σ σσ ξ .      (1) 
Эта величина называется показателем скоростной чувствительности (ПСЧ). 

 

     
Рис.1. Сигмоидальная кривая сверхпластичности lg σ lg ξ−  (а)  

и соответствующий ей показатель скоростной чувствительности M  (б). 
Пунктиром намечена касательная в точке перегиба. 

 
Данные многочисленных испытаний материалов показывают, что 

сигмоидальность кривой с большей или меньшей степенью выраженности 
наблюдается во всех случаях сверхпластического деформирования материалов  
[6-19]. Наличие перегиба весьма важно для практических применений, поскольку 
положение точки перегиба характеризует оптимальный диапазон скоростей 
деформации для технологических процессов в режиме сверхпластичности. 
Модели сверхпластического деформирования материала должны воспроизводить 
эту характерную особенность зависимости напряжения σ  от скорости 
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деформации ξ  (наряду с развитым течением при почти постоянном напряжении  
и высокой чувствительностью напряжения течения к скорости деформирования). 

Один из популярных традиционных способов описания поведения 
вязкоупругих и вязкопластичных материалов – структурные механические 
модели. Такие модели строятся из базовых элементов, описывающихся 
конкретными определяющими соотношениями с малым количеством параметров 
(разного рода упругих, вязких, пластических и других элементов), которые 
соединяются между собой параллельно или последовательно в произвольных 
комбинациях. За счёт различных способов соединения и подходящего выбора 
параметров, оказывается возможным получать модели со свойствами, 
существенно отличающимися от свойств исходных базовых элементов. 

Структурно-механические модели являются удобным инструментом для 
построения одномерных определяющих соотношений и в случае 
сверхпластичности. Поскольку при моделировании сверхпластического 
деформирования материала связь напряжения и деформации должна отражать 
течение при постоянном напряжении и высокую скоростную чувствительность 
материала, традиционно в качестве базового используется [4-17,22,23] степенной 
нелинейно-вязкий элемент, моделирующий течение материала соотношением 

ξ= mKσ , где σ  – напряжение, ξ  – скорость деформации, ( ];10m∈  и 0K >  – 
параметры элемента (материальные константы). Аналогичное соотношение лежит 
в основе гидромеханики неньютоновских вязких жидкостей. При 1m =  из него 
получается линейный вязкий элемент Ньютона (ньютоновская жидкость), широко 
применяемый в структурных реологических моделях (Максвелла, Фойгта, 
Кельвина и др.), описывающих линейную вязкоупругость, с середины 19-го века. 
Использование структурно-механических моделей при описании реологических 
свойств материалов служит удобной и наглядной схемой учета основных 
микроструктурных механизмов в процессе деформирования. Так, в работе 
Бэкофена и соавторов [4] было предложено соединение трех степенных вязких 
элементов (рис.2а), в котором каждый элемент моделирует один из основных 
микромеханизмов сверхпластичности: диффузионную ползучесть ( )1m ≈ , 

зернограничное проскальзывание ( )0,5m ≈  и дислокационное скольжение 

( )0,1m ≈ . Часто используемое предположение о представимости скорости полной 
деформации в виде суммы скоростей деформации для каждого  
из микроструктурных процессов соответствует последовательному соединению 
вязких элементов. 

 

 
Рис.2. Смешанное (а), последовательное (б) и параллельное (в) соединения 

степенных нелинейно-вязких элементов. 
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В случае линейных упругих или вязких элементов произвольная комбинация 
из нескольких элементов одного типа может быть заменена на один 
эквивалентный элемент того же типа с определенными параметрами элемента. 
Для нелинейно-вязких элементов в случае несовпадения значений показателя m  
это не так: поведение соединения не сводится к поведению одного элемента. 
Чтобы использовать структурные модели из степенных вязких элементов для 
описания сверхпластичности необходимо ответить на вопрос: способны ли они 
моделировать сигмоидальную кривую и при каких условиях на параметры  
и схему соединения. 

Видимо, впервые эта задача рассмотрена в работе [4] для модели на рис.2а: 
автором удалось подобрать конкретные наборы шести параметров, обеспечивших 
сигмоидальность. Основательное исследование структурных моделей, состоящих 
из упругих, вязких и идеально-пластических элементов выполнено Смирновым 
[7]. Ему не удалось получить модель, порождающую сигмоидальную зависимость
lg lg−σ ξ , однако он предложил дробно-рациональную «формулу Смирнова», 
которая описывает сигмоидальность экспериментальных зависимостей, хотя  
и не соответствует какой-либо конкретной структурной модели. Вопрос  
о моделировании сигмоидальной кривой сверхпластичности комбинацией 
степенных элементов подробно рассматривался в работах [12,13,22,23]. 
Масштабные вычислительные эксперименты с моделями, полученными только 
параллельным или только последовательным соединением элементов, основанные 
на переборе параметров элементов, не увенчались успехом и не позволили найти 
наборы параметров, обеспечивающие сигмоидальность кривой lg lg−σ ξ .  
В работах [22,23] посредством численных экспериментов показано, что только 
параллельные или только последовательные комбинации малого числа (от 2 до 5) 
степенных вязких элементов при любых значениях их параметров не способны 
воспроизвести сигмоидальность кривой lg lg−σ ξ . Аналитическое исследование 
этого вопроса в общем случае не проведено. 

Основной целью настоящей работы является математическое доказательство 
принципиальной невозможности описания кривых lg lg−σ ξ  сигмоидальной 
формы с помощью моделей, полученных только параллельным или только 
последовательным соединением любого количества вязких элементов  
с произвольными параметрами ( ]0;1im ∈ , 0iK > , 1,...,i N= . 
 
 

1. МОНОТОННОЕ ВОЗРАСТАНИЕ ПОКАЗАТЕЛЯ СКОРОСТНОЙ 
ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ДЛЯ ЛЮБОГО ПАРАЛЛЕЛЬНОГО 

СОЕДИНЕНИЯ СТЕПЕННЫХ ВЯЗКИХ ЭЛЕМЕНТОВ 
 

Проанализируем модель, включающую степенные вязкие элементы, 
соединённые одинаковым образом. Сначала рассмотрим параллельное 
соединение произвольного числа нелинейно-вязких элементов (рис.2б)  
с определяющими соотношениями im

i i iK ξσ = , 1,...,i N= , 2N ≥ . При 
параллельном соединении деформация (и скорость деформации ξ ) всех 
элементов совпадает, а напряжение σ  является суммой напряжений iσ  в каждом 
элементе. Определяющие соотношения модели будут, следовательно, выглядеть 
таким образом 
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Здесь и далее знаком суммирования без указания пределов суммирования 
обозначается сумма от 1 до N . Поскольку при перестановке элементов общая 
схема не изменяется, а два элемента с номерами i j≠ , для которых выполняется 
равенство i jm m= , можно заменить на один эквивалентный элемент с тем же 
показателем i jm m m= =  и коэффициентом i jK K K= + , будем считать без 
ограничения общности, что 1 Nm m< < . 

Вычислим показатель скоростной чувствительности (1) для модели (2) 

1
i

i

i i

m
i im

p i im m
i i

K m
M K m

K K
ξξ ξ ξ

ξ
σ

σ ξ ξ
−∂

= ⋅ = ⋅ =
∂

∑∑∑ ∑
    (3) 

Экстремумы ПСЧ соответствуют нулям производной 
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Поскольку 0 1, 0i im K< ≤ >  и, в случае одноосного растяжения, 0ξ > , 
каждая сумма в выражении (4) строго положительна. Равенство дроби нулю 
возможно лишь в случае равенства нулю её числителя. 

Лемма. Для любых 2N ≥ , различных ( ] ,1 , 00; 1 ...,,i i i Nm K =>∈ ,  
и любого 0ξ >  справедливо неравенство 
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N Nm m m
i i i i ii

N

i i
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= = =
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Доказательство. Воспользуемся методом математической индукции.  
В качестве базы индукции рассмотрим 2N = , тогда выражение (5) примет вид 
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Раскроем скобки и упростим получившееся выражение 
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1 1 1 2 1 1 2 2 2 2

2 22 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

2

( 2 ) ( ) 0.

m m m m m m

m m m m

m m m m

S K m K K m K K m K m

K m K K m m K m

K K m m m m K K m m

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ

+ +

+

+ +

= + + + −

− − − =

= + − = − >

 

Теперь рассмотрим выражение (5), содержащее суммы с 1N +  слагаемым, 
считая, что при N  слагаемых факт уже доказан (шаг индукции). Cгруппируем все 
слагаемые, кроме последнего, в единую сумму 

[ ] ( ) ( )
( )

1 1

1

2 2
1 1 1

2

1 1 .

1 i N i

i N

Nm m m m
i i N N i N

m m
i i N N

S N K m K m K K

K m K m

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ +

++
+ + +

+ +

+ = ⋅ +

−

+

+

−∑ ∑
∑

 

Вновь раскроем скобки и упростим выражение 

 
[ ] ( ) ( )

( )

1

1 1

2 2
1 1

22 2 2
1 1

2

1

1 +

+ +

+ +

+ + +

+ = ⋅

+

+ +

+ − −

∑ ∑ ∑
∑ ∑

i i N i

N i N i

m m m m
i i i N N i

m m m m
N i Ni N i i

K m K K m KS

K K K mm K m

N ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 25, №3, 2019 г. 
 

305 

[ ] ( )
1 1

1

22
1 1 1

2

2
1

2
1 1 1

2

2 .

+ +

+

+ + +

+ + +

+− =

= + + −

−∑
∑ ∑ ∑

N i N

N i i i

m m m
N N i i N

m m m m
N N i i Ni i i

NK m K m K m

K mS K K m Km mN

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
 

По предположению индукции [ ] 1
10; 0Nm

NS N K ξ +
+> > , поэтому нужно 

доказать лишь положительность выражения в скобках 
( )

( )( ) ( )( )
2 2

1 1

22 2
1 1 1

2

2 0.

i i i

i i

m m m
N i i i N i i

m m
i N i N i i N i

m K K m m K m

K m m m m K m m

ξ ξ ξ

ξ ξ

+ +

+ + +

+ − =

= + − = − >

∑
∑ ∑

 

Таким образом, утверждение полностью доказано. 
Итак, согласно лемме вторая производная (4) зависимости logσ  от logξ , 

следующей из соотношения (2), всегда положительна. Следовательно, её первая 
производная pM  (3) монотонно возрастает и не имеет экстремумов, а кривая 
самой зависимости не имеет точек перегиба (точнее, выпукла вниз). 
 
 

2. МОНОТОННОЕ УБЫВАНИЕ ПОКАЗАТЕЛЯ СКОРОСТНОЙ 
ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ДЛЯ ЛЮБОГО ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО 

СОЕДИНЕНИЯ СТЕПЕННЫХ ВЯЗКИХ ЭЛЕМЕНТОВ 
 

Теперь рассмотрим последовательное соединение 2N ≥  степенных вязких 
элементов (рис.2в). При таком соединении деформация, наоборот, является 
суммой деформаций всех элементов, а напряжения в них одинаковы: 

1 Nσ σ σ= =…= . Введём обозначения 1:: 1 , in
i i i in m C K== . Тогда in

i i iCσξ =   
и определяющее соотношение модели выражается уравнением 

1

i

N
n

i i
i

Cξ σξ
=

= =∑ ∑          (6) 

Вычислим ПСЧ по формуле (1) 
1 i

i

n
i

s n
i i

C
M

C n
ξ σξ

σ σ σ

−
 = ⋅ = ∂ 

∂ ∑
∑

       (4) 

Данное выражение после очевидного переобозначения переменных 
превращается в выражение вида 1 pM , где pM  – ПСЧ (3) в случае параллельного 
соединения. Поскольку уже доказано, что pM  – строго положительная 
возрастающая функция, то sM  также является строго положительной  
и монотонной, но убывающей функцией. Таким образом, зависимость logσ   
от logξ , следующая из соотношения (6), также не имеет точек перегиба (точнее, 
выпукла вверх). 
 
 

3. ЗАВИСИМОСТЬ ФОРМЫ КРИВОЙ СКОРОСТНОЙ 
ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ lg lg−σ ξ  ОТ СПОСОБА СОЕДИНЕНИЯ 

СТЕПЕННЫХ ВЯЗКИХ ЭЛЕМЕНТОВ 
 

Как следует из разделов 1 и 2, последовательное и параллельное соединения 
степенных вязких элементов приводят к зависимостям с монотонными ПСЧ.  
В то же время, как уже упоминалось, с помощью смешанного соединения (модели 
Бэкофена) возможно получить модели, обладающие немонотонными ПСЧ.  
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Тем не менее, само по себе смешанное соединение не обеспечивает требуемой 
сигмоидальной формы кривой зависимости lgσ  от lgξ . Для получения 
сигмоидальной кривой необходимо выбрать подходящие значения параметров 
элементов, входящих в модель. 

Рассмотрим для примера рис.3, на котором изображены графики ПСЧ  
и кривые lg lg−σ ξ  моделей, получаемых различными способами соединения 
трёх степенных вязких элементов со следующими шестью параметрами: 1 0,9,m =  

1 2 2 3 3793, 462200000, 0,3, 0,1,K m K m K= = = = = . Элементы соединяются 
способами, изображёнными на рис.2: последовательно (линия 1), параллельно 
(линия 2) и смешанным образом, то есть по модели Бэкофена (линия 3). Кроме 
того приводятся кривые модели, полученной таким же смешанным соединением,  
но с изменением порядка элементов: первый и третий элементы меняются 
местами (линия 4). Пунктиром показаны графики ПСЧ и кривые (прямые) 
lg lg−σ ξ  отдельных элементов (ПСЧ любого степенного элемента – константа). 
 

 
Рис.3. Зависимость от способа соединения элементов графика показателя 

скоростной чувствительности lg−M ξ  (а) и кривых lg lg−σ ξ  (б). 
 

Как было доказано, при однотипном соединении кривая lg lg−σ ξ  не имеет 
перегибов (линии 1 и 2), а ПСЧ монотонно убывает в случае последовательного 
соединения и монотонно возрастает в случае параллельного соединения. 
Предельные значения M  при 0→ξ  и →∞ξ  равны максимальному или 
минимальному из показателей элементов im  (в силу (3) и (7)). В случае  
же смешанного соединения (модели Бэкофена) решающее значение имеет также 
порядок элементов даже при сохранении величин их параметров. Более точно, 
общая форма получаемой по модели кривой задаётся соотношением показателя 
элемента, присоединенного последовательно, и показателей двух элементов, 
соединённых параллельно. 

Подробное исследование этой модели и характеризация областей  
её (шестимерного) пространства параметров по типам форм порождаемых  
ею кривых lg lg−σ ξ  приведены в работе [24]. В частности, показано,  
что отвечающие за сигмоидальность константы модели могут быть сведены  
к четырем независимым параметрам со значениями из отрезка [ ]0;1 . Это 
позволило выделить области сигмоидальности диаграмм деформирования,  
их монотонности и «отрицательной сигмоидальности» (когда перегиб на кривой 
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lg lg−σ ξ  существует, но соответствует переходу не от выпуклости вниз  
к выпуклости вверх, как на экспериментальных диаграммах, а наоборот). 
 
 

4. СПОСОБНОСТЬ ФИЗИЧЕСКИ ЛИНЕЙНОГО СООТНОШЕНИЯ 
ВЯЗКОУПРУГОСТИ ОПИСЫВАТЬ «СИГМОИДАЛЬНУЮ» ФОРМУ 
ЗАВИСИМОСТИ НАПРЯЖЕНИЯ ОТ СКОРОСТИ ДЕФОРМАЦИИ 

 
Полезно сопоставить полученные для нелинейных моделей результаты  

с возможностями линейной теории вязкоупругости по моделированию 
скоростной чувствительности диаграмм деформирования и сигмоидальной формы 
зависимости lg lg−σ ξ . 

В работах [25-27] аналитически исследованы свойства семейства диаграмм 
деформирования ( ),=σ σ ε ξ , порождаемых физически линейным определяющим 
соотношением вязкоупругости 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

σ τ ε τ , ε τ σ τ , 0
t t

t R t d t t d t= − = Π − ≥∫ ∫   (5) 

с произвольными функциями релаксации и ползучести ( )R t  и ( )tΠ , 0t > ,  

в одноосных испытаниях с постоянными скоростями деформации ( )( )=t tε ξ   
и их зависимость от скорости деформации ξ , выведено и изучено общее 
выражение для показателя их скоростной чувствительности (ПСЧ). На функции 
ползучести и релаксации в (8) налагаются минимальные необходимые 
ограничения: они предполагались положительными и дифференцируемыми  
на ( )0;∞ , ( )tΠ  – возрастающей и выпуклой вверх на ( )0;∞ , а ( )R t  – убывающей 

и выпуклой вниз, ( )R t  может иметь интегрируемую особенность в точке 0t =  

(например, степенную) и включать слагаемое ( )tηδ , где ( )tδ  – дельта-функция, 
0>η . Время и напряжение в определяющем соотношении (8) (и формуле для 

ПСЧ (1)) считаются безразмерными. В силу линейности операторов (8) изучаемые 
качественные свойства диаграмм деформирования и ПСЧ не зависят от способа 
масштабирования напряжений и времени. 

Уравнение семейства диаграмм деформирования, порождаемых 
определяющим соотношением (8) (т.е. его откликов на процессы вида ( ) =t tε ξ ) 
имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( )1

0
, , : .−= = ∫

t
P P t t R dσ ε ξ ε ξ ε τ τ      (6) 

Здесь ( )P t  – осреднение функции релаксации; в работе [25] доказано, что ( )P t  – 

гладкая убывающая функция, обладающая свойствами ( ) ( ) ( )1P t t R t> Π >  при 

0t >  и ( ) ( ) ( )( )1P t t R t P t−= − . Вычисление по диаграммам деформирования (9) 

ПСЧ (1) дает ( ) ( ) ( )1 1ξ,ε : ξσ σ ξ εσ ε ξ ε ξM P R− −= ∂ ∂ = −   , т.е. в силу (9) 

( ) ( ) ( )1 , : 0.= − = >M x R x P x x ε ξ       (7) 
Таким образом, в рамках линейной теории вязкоупругости ПСЧ – функция, 

зависящая от одного аргумента =x ε ξ . Каждой конкретной модели (8) (каждой 
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функции релаксации ( ))R x  соответствует своя функция ( )M x , характеризующая 
её скоростную чувствительность (и остальные свойства) [27]. 

Так как ( ) ( ) 0P x R x> >  при 0x > , то из (10) следует общая оценка 

( )0 1m x< < , справедливая для любой функции релаксации. Для вырожденных 

моделей реализуются предельные случаи: для упругого элемента ( ) constR t E= = , 

( )P x E=  и ( ) 0M x ≡ , а для ньютоновской жидкости – ( )=R tηδ , ( ) 1−=P t tη   

и ( ) 1M x ≡  при 0x > . Таким образом, линейное определяющее соотношение (8) 
описывает только псевдопластические среды и не может моделировать 
дилатантные среды (у которых кажущаяся вязкость η :=σ ε  – возрастающая 
функция скорости деформации) [26]. 

Отметим, что для степенных функций релаксации ( )R t At α−= , ( )0;1α ∈ , 

0A > , ПСЧ не зависит от ξ  и ε : ( ) ≡M x α  при 0x > , а ПСЧ параллельных 
соединений любого числа линейных моделей со степенными функциями 
релаксации с произвольными ( )0;1∈iα  и 0iA >  всегда убывает по x  

(соответственно, ПСЧ возрастает с ростом скорости ξ ), причем ( )0 αM + =   

и ( ) 0+∞ =M α , где max= iα α  и 0 : min= iα α  [27]. Это свойство аналогично 
результату п.1 для параллельного соединения нелинейно вязких элементов. 

В работе [26] доказано, что, если ( )0R + < ∞  и ( ) 0R ∞ ≠  (т.е. мгновенный 
модуль конечен, а длительный отличен от нуля), то положительная непрерывная 
функция (10) стремится к нулю на концах интервала ( )0;+∞ , и, следовательно, 

ПСЧ ( )M x  имеет хотя бы один локальный максимум (в той точке ˆx x= ,  

в которой достигает своей точной верхней грани на ( )0;+∞ ). При фиксированной 

скорости деформации ξ  функция ( )M ε , 0>ε , имеет максимум в точке ˆ= xε ξ .  

А при фиксированном ε  функция ( )M ξ , 0>ξ , имеет максимум в т. ˆ= xξ ε . 
Таким образом, физически линейная теория способна моделировать наличие 
максимума на кривой зависимости ПСЧ от скорости деформации (см. рис.1). 
Тем самым доказана (неожиданная) способность интегральных операторов 
линейной вязкоупругости качественно описывать сигмоидальную форму 
зависимости зависимости lgσ  от lgξ  и очень высокую скоростную 
чувствительность (с показателем ( )0,5;1M ∈ ), характерные для режима 
сверхпластического деформирования материалов, причем без каких-либо 
экзотических ограничений на функцию релаксации в соотношении (8) (указанные 
условия выполняются даже для классической модели Кельвина из двух упругих 
элементов и одного вязкого [26]: ее функция релаксации имеет вид 

( ) μ , 0, 0−= − + > ≥ >tR E r e r E r µ ). Отсюда следует принципиальная 
возможность использования линейных интегральных операторов вида (8) (даже 
инвариантных относительно сдвигов по времени) как полезного инструмента 
(«элемента») при построении определяющего соотношения сверхпластичности, 
связывающих истории тензоров напряжений и деформаций (конечных, больших), 
температуры и эволюции параметров структуры материала [26]. Например, 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 25, №3, 2019 г. 
 

309 

соединив (параллельно или последовательно) один нелинейно вязкий элемент  
и линейную модель Кельвина (или иной линейный вязкоупругий «суперэлемент») 
можно получить нелинейную модель с ПСЧ, имеющим максимум. 

Для иллюстрации свойств ПСЧ рассмотрим степенную функцию релаксации 
( ) ( ), 0;1 , 0R t At Aα α−= ∈ > , и ее регуляризацию 

( ) ( ) , , , 0, 0.R t r A t h A h rα α−= + + > ≥      (8) 

При 0h =  и ( )0;1α ∈  регулярная функция релаксации (11) вырождается  
во фрактальную модель Фойгта (нерегулярную), а мгновенный модуль 

( )0E R r Ah α−= = +  стремится к бесконечности при 0h → + . 
В случае 1α ≠  осреднение функции релаксации (11) и ПСЧ имеют вид 

( ) ( ) ( )1 11 11P t r A t t h hα αα − −− − = + − + −  , 

( ) ( )
( ) ( )1 11 1

1
1 , 0,

1 1 1

r h x h
M x x

r h x x h

αα

ααα

−−

− −− −

+ +
= − >

 + − + − 
   (9) 

где :r r A= .  

При 1α =  имеем ( ) ( )1 lnP t r At t h h−= + +    и ( ) ( )
( )

1

11 .
ln 1

r x h
M x

r x x h

−

−

+ +
= −

+ +
 

В силу регулярности функции релаксации (11) ( )0 0M + = . Предел ( )M ∞   

и интервалы монотонности ( )M x  зависят от r  и α . Если 0r > , то ( ) 0M ∞ =   

и ( )M x  имеет точку максимума. Если 0r = , то ( )M x  монотонно возрастает при 

0x >  (соответственно, ( )M ξ  убывает при всех 0>ξ ), а ( )∞ =M α  в случае 

( )0;1α ∈  и ( ) 1M ∞ =  для любого 1α ≥ . 

На рис.4а приведены ПСЧ ( )M x  для моделей (11) с 1, : 1 9h r r A= = =  
(кривые 1-5) и 0r =  (штриховые кривые 1´-4´) и с разными показателями: 

0.2;0.5;1;2;5α = . Для моделей с 0r =  (кривые 1´-4´) ( )M x  возрастает при 0x > , 

а для моделей с 0r ≠  ( )M x  имеет точку максимума и ( ) 0M x →  при x →∞ . 
Графики ПСЧ моделей с 1α <  (кривые 1´, 2´ для 0.2α =  и 0.5α = ) имеют 
горизонтальные асимптоты M α=  (прямые 11´ и 12´), а ПСЧ моделей с 1α ≥  – 
общую асимптоту 1M =  (прямая 13´). Эти прямые совпадают с ПСЧ модели  
со степенной функцией релаксации (с 0r =  и 0h = ). При фиксированном r , чем 
больше α , тем выше график ( )M x  в окрестности точки 0x =  (и тем больше 

максимальное значение ( )ˆM x ); для моделей с 0r =  это верно на всей оси,  
а для моделей с 0r >  порядок графиков по вертикали быстро меняется  
на обратный правее точек максимума ( )ˆM x . При α →∞  ( )ˆM x  растёт (но не до 

1), ˆ 0x → , и правый склон графика ( )M x  всё ближе по очертанию к ПСЧ модели 

Фойгта ( )1 1M xλ= +  (штрих-пунктирная линия 10 – ПСЧ модели Фойгта  
с : 1= =rλ η ). 
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На рис.4б приведены зависимости ( )M ξ  при фиксированном 
0.01;0.05;0.10;0.20;0.30ε =  для двух моделей с 2α =  (т.е. 1α > ): при 1 9r = ,  

т.е. 0.1r E =  (кривые 1-5 ) и при 0r =  (штриховые кривые 1´-5´). Для модели  
с 0r =  ( )M ξ  убывает при всех 0a > , причём ( ) 0→M ξ  при a →∞ . Для модели 

с 0r ≠  графики ( )M ξ  имеет точку максимума, максимальное значение ПСЧ 

( )ˆM x  для конкретной модели не зависит от ε  и ( ) 0→M ξ  при →∞ξ . 
 

0 10 20

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1

2

3

1'

m

x

2'

3'

45

4'

10

5

11'

12'

13'

    0 5 10

0

0.5

1

ε

100 ξ

m

1 2 3 4 5

1'

1

2

1' 2' 3'
4'

5'

5

 
Рис.4. а – Кривые скоростной чувствительности ( )M x  моделей вида (11) с 1h = , 

1 9r =  (кривые 1-5) или 0r =  (штриховые кривые 1´-4´) для разных 
показателей 0.2;0.5;1;2;5α = ; б – зависимости ( )M ξ  при 

0.01;0.05;0.10;0.20;0.30ε =  для двух моделей (11) с 2α =  и 1 9r =  
(кривые 1-5 ) или 0r =  (штриховые кривые 1´-5´). 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В статье доказано утверждение о монотонности показателя скоростной 
чувствительности (1) моделей, полученных только параллельным или только 
последовательным соединением любого числа степенных нелинейно-вязких 
элементов с произвольными материальными константами, и отсутствии точки 
перегиба кривой скоростной чувствительности lg lg−σ ξ , порождаемой любой  
из таких моделей. Это означает, что такие модели не способны описывать 
сигмоидальную форму кривой скоростной чувствительности, характерную для 
сверхпластического деформирования материалов, и потому непригодны для 
моделирования сверхпластичности. Необходимо комбинировать в модели 
сверхпластичности и параллельные, и последовательные соединения или 
добавлять элементы других типов и исследовать ограничения на их параметры, 
позволяющие моделировать сигмоидальность (и, конечно, вводить в модель 
зависимость напряжения от эволюции среднего размера зерна материала  
и, возможно, иных параметров структуры, задаваемую кинетическим 
уравнениями [11-17, 28-32]). 
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В частности, показано, что формы кривых скоростной чувствительности 
диаграмм деформирования, генерируемых смешанными соединениями трех 
степенных вязких элементов, и способность такой модели обеспечить 
сигмоидальный вид зависимости диаграмм деформирования от скорости 
деформирования существенным образом зависят от соотношения показателей 
скоростной чувствительности элементов. Кроме того, установлена возможность 
качественно описать сигмоидальную кривую скоростной чувствительности 
диаграмм деформирования и моделировать высокие значения показателя 
скоростной чувствительности (близкие к единице) с помощью линейного 
определяющего соотношения вязкоупругости (8) без каких-либо сложных 
ограничений на функцию релаксации (используя даже простейшие классические 
модели). Это означает, что линейные интегральные операторы (8) могут быть 
использованы в качестве «элемента» при построении определяющих 
соотношений для материалов с сигмоидальной кривой скоростной 
чувствительности диаграмм деформирования, в частности, для режимов 
сверхпластического деформирования материалов. 
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