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АННОТАЦИЯ 
 
Рассмотрена задача о дисперсии нормальных волн в плоском упругом слое. 

Построено приближенное решение, основанное на различных вариантах трехмерной 
теории пластин Nго порядка. Модель пластины базируется на Лагранжевом формализме 
аналитической динамики континуальных систем со связями и задана конфигурационным 
пространством со множеством переменных поля, плотностью функционала Лагранжа  
и уравнениями связей, следующими из краевых условий, перенесенных с лицевых  
на базовую плоскость. Приведенная общая вариационная формулировка расширенной 
теории неоднородных анизотропных пластин, обеспечивающей точное удовлетворение 
краевым условиям на лицевых поверхностях, является ковариантной и допускает 
применение различных типов базисных функций, в том числе ортогональных полиномов 
и финитных функций формы, соответствующих конечно-элементной дискретизации 
пластины по толщине. Методом множителей Лагранжа получены уравнения движения 
трансверсально-неоднородной изотропной пластины, и рассмотрен вариант уравнений  
с исключенными множителями, аналогичных уравнениям Воронца в аналитической 
динамике дискретных систем со связями. Показано, что дисперсионная задача в случае 
расширенной теории пластин сводится к сингулярной обобщенной проблеме 
собственных значений. Вычислены частоты запирания распространяющихся мод 
нормальных волн, проведен сравнительный анализ решений на базе расширенной  
и элементарной теории пластин, пренебрегающей связями, и показано, что учет связей 
приводит к снижению эффектов запирания. Проведен сравнительный анализ решения на 
основе элементарной теории пластин с использованием в качестве базиса полиномов 
Лежандра, и решения, основанного на кусочно-линейных базисных функциях, 
соответствующего методу спектральных элементов, и показано, что метод ортогональных 
полиномов обеспечивает ускоренную сходимость к точному решению по сравнению  
с методом спектральных элементов. 
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ABSTRACT 
 
The dispersion of normal waves in a plane elastic layer is considered. The approximate 

solution of this problem is obtained on the background of various formulations of the quasi-3D 
plate theory of Nth order. The plate model is based on the Lagrangian formalism of analytical 
dynamics of constrained continuum systems; it is defined within the configuration space with 
the set of field variables, the density of Lagrangian, and the constraint equations following from 
the boundary conditions shifted from the faces onto the base plane. The general variational 
formulation of the extended theory of heterogeneous anisotropic plates allows one to satisfy the 
boundary conditions exactly, at the same time it is covariant and allows one to use different base 
functions such as orthogonal polynomials or finite functions corresponding to the finite element 
discretization of a plate across its thickness. The equations of dynamics for an isotropic 
transversally heterogeneous plate are derived by the Lagrange multiplier method, and the 
dynamic equation with eliminated multipliers are considered; these equations are analogous to 
the Voronets equations in the analytical dynamics of constrained discrete systems. It is shown 
that the dispersion problem based on the extended plate theory leads to a singular generalized 
eigenvalue problem. The locking frequencies for propagating modes are computed,  and the 
solutions based on the extended plate theory and the constraint-free one are computed; it is 
shown that accounting for the constraints allows one to reduce the locking effect. The solutions 
given by the elementary theory based on the Legendre polynomials and on the piecewise linear 
finite element basis (e. g. the spectral element solution) are compared; it is shown that the 
solution based on the orthogonal polynomials leads to faster convergence to the exact solution 
of Rayleigh-Lamb as compared with the spectral element solution using linear shape functions. 
 
Ключевые слова: plates, higher-order theories, Lagrangian formalism, normal waves, phase 
frequencies, propagating modes, convergence 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
Решение задачи о распространении нормальных волн в неоднородном 

тонком теле является основой для построения методов неразрушающего контроля 
состояния тонкостенных конструктивных элементов и апостериорного 
определения физических констант неоднородного, в том числе функционально-
градиентного, материала [1-7]. Существуют различные методы приближенного 
решения дисперсионной задачи: суперпозиция объемных волн [8,9], матричные 
методы [9,10]. В ряде случаев эффективен асимптотический подход [11,12] – 
основной инструмент качественного анализа динамики тонкостенных систем. 

Для решения задач о дисперсии волн в трансверсально-неоднородных 
волноводах сложной формы развиваются методы, основанные на приближении 
волновода некоторой эквивалентной системой с конечным числом степеней 
свободы (понятие о модели оболочки как континуально-дискретной системы 
введено в работе [13]). Для дискретизации волновода в плоскости, ортогональной 
направлению распространения волны, используются метод степенных рядов, 
применяемый для описания дисперсионных свойств функционально-градиентных 
пластин [14] и трансверсально-изотропных градиентных цилиндрических 
волноводов [15-17], и метод тонких слоев [18].  

Полуаналитический метод конечных элементов [19,20], или метод 
спектральных элементов [21,22] основан на конечно-элементной дискретизации 
тонкостенного волновода по толщине. Ускоренной сходимости метода 
спектральных элементов удается достичь путем применения функций формы 
высшего порядка – интерполяционных полиномов Лагранжа-Чебышева [23,24]. 
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Заметим, что данный прием идентичен методу пространственной редукции 
трехмерной задачи, положенному в основу семейства теорий оболочек высшего 
порядка [25], в том числе слоистых [26] и функционально-градиентных оболочек 
[27], основанному на применении полиномов Лагранжа. Точность метода 
спектральных элементов детально изучена в [28-30]. Интерполяционный полином 
Лагранжа используется также в работе [31]. 

Альтернативным подходом к решению дисперсионных задач для 
трансверсально-неоднородных упругих волноводов является представление 
решения обобщенным рядом Фурье по некоторой ортогональной базисной 
системе. Как и в случае спектрально-элементной дискретизации, волновод 
моделируется системой с конечным числом степеней свободы [13], 
соответствующих базисным функциям, и дисперсионная задача приводится  
к проблеме собственных значений. Для плоских пластин, включая слоистые, и для 
цилиндрических радиально-градиентных волноводов в качестве базиса 
используются полиномы Лежандра [4,32]. Метод ортогональных полиномов 
допускает распространение на слоистые волноводы с сильным различием 
материальных констант слоев [33] или на вязкоупругие анизотропные 
композиционные волноводы (см., например, [34]). Данный метод также лежит  
в основе теорий оболочек высшего порядка [35-37]. 

Метод ортогональных полиномов и полуаналитический метод конечных 
элементов в теории тонкостенных волноводов могут быть представлены как 
частные случаи общей трехмерной теории оболочек высшего порядка [38-41], 
опирающейся на пространственную редукцию трехмерной задачи и Лагранжев 
вариационный формализм механики континуальных систем. Применение 
биортогональных базисных систем [40,41] обеспечивает традиционное 
полиномиальное [35-37,42,43] и конечно-элементное определение степеней 
свободы двумерной модели оболочки как континуально-дискретной системы [13], 
определенной на двумерном многообразии множеством переменных поля, 
поверхностной и контурной плотностями функционала Лагранжа [39,40],  
и уравнениями связей, вытекающих из краевых условий, переносимых с лицевых 
на базовую поверхность оболочки [41]. Учет связей обеспечивает точное 
удовлетворение краевым условиям задачи при любом порядке теории. 
Сходимость приближенных решений, доставляемых теорией оболочек Nго 
порядка для статических задач показана в [44,45]; в работе [46] рассмотрена 
задача нестационарной динамики оболочки. Сходимость решения задачи  
о дисперсии нормальных волн в плоском волноводе к решению Рэлея-Лэмба при 
применении в качестве базиса полиномов Лежандра проведена в работе [47]  
по частотам запирания, в [48] – по фазовым частотам при ненулевых значениях 
волновых чисел, в [49] – по формам нормальных мод, а в работах [50,51] –  
по дисперсионной кривой второй продольной моды в слое в диапазоне 
отрицательных групповых скоростей. Решение на базе конечно-элементного 
варианта теории Nго порядка получено в работе [52]. Сходимость решения  
на базе расширенной теории оболочек для однородного упругого слоя показана  
в [53,54]. Ниже проведен сравнительный анализ сходимости приближенного 
решения задачи Рэлея-Лэмба на основе элементарной и расширенной теорий 
пластин Nго порядка, а также сходимости решений, полученных с использованием 
полиномов Лежандра и кусочно-линейных функций в качестве базисной системы. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ НА БАЗЕ РАСШИРЕННОЙ ТЕОРИИ 
ПЛАСТИН N-ГО ПОРЯДКА 

 

1.1. Начально-краевая задача расширенной теории N-го порядка. 
 

Моделью пластины 3 V⊃  с базисной плоскостью 0S , 0 0S VS=∂ ≡ Γ ∩∂  
является Лагранжева континуальная система [41], определенная на множестве 
( ) { }( )2

0 0S +⊇ × ∪   конфигурационным пространством ( )
0..{ }k

k NN =Ω = u   

с переменными поля ( )ku , поверхностной плотностью функционала Лагранжа 
( ) ( ) ( )

S )L ,( ,k k k
i i iu u uα∇ , контурной плотностью ( )L ( )k

iuΓ  (1.1) и связями (1.3) 
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Переменные поля заданы коэффициентами разложения вектора 
перемещения ( , )α= ξ ζu u  [40,41,55] по биортогональной системе ( ) ( )p k ζ , ( ) ( )p k ζ  
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2Dξ
αξ ∈ ⊆   – криволинейные координаты на 0S  [40], [ 1,1]ζ∈ −  – безразмерная 

нормальная координата [40,41], t  - временная переменая. Здесь и далее 
используются обозначения линейных операторов, введенные в работах [39-41] 
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ijklC  – контравариантные компоненты тензора упругих постоянных. Силовые 
краевые условия, перенесенные на базисную поверхность пластины 0S   
с ее лицевых поверхностей : 1S± ζ = ± , образуют уравнения неголономных связей 
[41] 
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  (1.3) 
Моменты главного вектора внешних сил заданы соотношениями 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
,p , p .,

B

i i
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i i
k k qF F q

∈
= ρ =      (1.4) 

Уравнения движения пластины являются следствием принципа Гамильтона 
( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }1

0 0
0L , , L 0H

t k k k k
S i i i it S

u u u dS u dα ΓΓ
δ δ +≡ ∇ Γ =∫ ∫∫    

и представляют собой обобщенные уравнения Лагранжа второго рода [41].  
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1.2. Уравнения движения трансверсально-неоднородной пластины. 
 

Для трансверсально-неоднородного изотропного материала, образованного 
двумя структурными составляющими с модулями упругости 1E , 2E   
и плотностями 1ρ , 2ρ  с распределением, заданным функцией ( )q ζ  [55], 
физические постоянные модели пластины Nго порядка определяются 
соотношениями [52,55] 
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; ; 1 2 1 ;

km km km km km km

km km km km km km

C a a a a a a C

C a C a E

αβγδ αβ γδ αγ βδ αδ βγ

− −α β αβ αβ αβ

= λ +µ + = λ + µ

= µ = λ λ = ν − ν + ν
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

(

1
1

2

1
) 1 1

1

2

1
1

; ,

1

2 2 ; ; ;

;

, p ., 1 ; ,p

kmkm km km km km

km km km km

mn k

m k

m

k mE G

R

Q E E E

E E E hV h

V G EQ

qE E

R

Q

−

−

− ζ

ρ + ∆ρ =

∆ = −

µ

ρ = ρ ρ ρ −

= + ν = ρ = ρ

= + ∆

ρ

=

∆ ==

 



 

 







  (1.5) 

Рассмотрим задачу о распространении волн в плоском трансверсально-
неоднородном слое, отнесенном к декартовой системе координат 1 2 3Ox x x ,  
в плоскости 1 2Ox x . Введем безразмерные переменные [49, 55]: 1

1x h−ξ = ; 
1

2tc h−τ = ; ( ) ( ) 1k ku u h−
α α= ; 2 1 1/ .c = µ ρ  При 0iq± = , ( ) 0i

kF =  безразмерные уравнения 
движения слоя, соответствующие расширенной теории Nго порядка [41], имеют 
вид 
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Уравнения движения содержат множители Лагранжа 1 ( , )±λ ξ τ , 3 ( , )±λ ξ τ .  
Уравнения неголономных связей (1.3) с учетом (1.5) записываются в виде [55] 
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Здесь и далее ( )22
2 1c cβ = , ( )1 1 1 12 /c = λ + µ ρ , ( )

( ) ( )
( )kn k

nm mG G = δ . 
 

1.3. Формулировка спектральной задачи. 
 

Пусть вдоль оси 1Ox  распространяется нормальная волна [47,53,55] 
( ) ( ) ( )exp ,k k i= κξ − ωτ  u U         (1.8) 

ω , κ – безразмерные фазовая частота и волновое число, ( )kU – вектор амплитуды. 
С учетом (1.8) уравнения движения (1.6) приводятся к следующему виду 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 0; ; ;ΤΤ
+ − κ κ − ⋅ = = =  ωA B Ρ V V U Λ B B B  (1.9) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0
1 1 3 3 1 3 1 3; ;N NU U U U

Τ Τ+ + − −… … λ= = λ λ λU Λ   
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( ) ( )
( )

( )
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2
( )

2 2 2

2
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n s n
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− −

−

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ −⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

  κ β + κ − β −  =    κ β − − κ +β  

A  

Уравнения неголономных связей (1.7), соответствующие краевым условиям 
на поверхностях пластины 1ζ = ± , при учете (1.8) приводятся к уравнению [55] 

0;⋅ =B U                   (1.10) 

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 20 2 p p p
, .

0 p p

m m m
km km m

k

n

m

n

m m
m

k

n
n k km

R i

DV

V V

R i

D

V

± ±

±

−

± ±

− κ β − β 
 = =    κ   

P B








(1.11) 

Пусть { } [ ]1 2 3 4 0, , , ,2 1k k k k N∃ ∈′ ′ ′ +′ ∩ , такие, что 


{ }
 ( ) ( ) ( )1 2

4 4 4 0 ,: 0k× ′×

−Τ∃  = κ = − κ ⋅ κ − ⋅≥   ∀ κ ≠ ⇒ ωΛ BB ΡB A UB    
 ( ) { } ( )

 ( ) { } ( )4 2 2 4 2 22 2 2 2, .N Nk N k N× + × +′ ′× + × += =PA A P   
В этом случае система уравнений (1.9) - (1.11) приводится к виду  

( ) ( )2 0, 0, κ − ω κ = ⋅ = A P U B U   (1.12) 

( ) ( ) { } ( )
 ( ) ( )

( ) ( ) { } ( ) ( ) { } { } [ ]

1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1
.

,

, 0,2 2

N N k N

N N k N k k N
−Τ

−ΤΤ
− × + ′′ × +

Τ
− × + ′′ × +

 = − ⋅ κ ⋅  

= −

κ

′′ ′ κ ⋅ ⊕⋅ =  ∩+

A

B

A B B

P

A

P ΡB









  

Система (1.12), образованная 2 2N −  уравнениями движения  
с исключенными множителями Лагранжа 1

±λ , 3
±λ  и 4  уравнениями связей (1.10), 

представляется аналогом уравнений движения Воронца [56]. Уравнения (1.12) 
порождают сингулярную обобщенную задачу собственных значений [57,58] 

( ) ( )2 0, , .
ΤΤ κ − ω κ = = =    A P A A B P P 0           (1.13) 

В случае элементарной теории Nго порядка при пренебрежении связями (1.7) 
задача сводится к обобщенной задаче собственных значений вида [47-50] 

( ) 2 0.κ − ω =A P                 (1.14) 
 

2. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СХОДИМОСТИ РЕШЕНИЙ 
 

2.1. Решения на основе элементарной и расширенной теорий. 
 
Рассмотрим сходимость решения задачи о дисперсии волн в однородном 

слое ( ( ) 1q ζ = ) на базе расширенной [53] и элементарной теорий пластин [47]. 
Значения безразмерных частот запирания nω , следующих из (1.13) и (1.14) при 
использовании в качестве ( )p ( )k ζ  полиномов Лежандра аналогично [47-50], 
приведены в Таблице 1 (продольные моды) и Таблице 2 (изгибные моды).  
В качестве эталона использовано точное решение задачи Рэлея-Лэмба [59]. 
Решение [59] при 0κ→  приводит к следующим форма для (2.1) и изгибных мод 
(2.2) 

( ) ( )

*
1 11 2

* 1 1 1
1 2 12

1cos , 2 , 0,1,2,
0, sin 2 2

,
1 , 2 2 1 , 0,1,2

0 2
,

;n

n

u A m u m m
u u A m m m

−

− − −

= π ζ ω = =

= = π …+

≡ π

ω= =

…

+ ζ π β
(2.1) 
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( )

1
1

* 1
1 2

2

2

*

2

210, cos
0, 2 1, 0,1,2 ,

, 2 , 0,2,
sin 2 2 1 ,n

nu m m
mu A m u

u A m
m

−

−

ω = β =

= π +

≡ = π ζ …

≡ ω=ζ + = …
 (2.2) 

ijA  – произвольные константы. Формы волн, соответствующие теории Nго 

порядка, задаются соотношениями (2.3), mU  – собственные векторы (1.13) или 
(1.14) 

( ) ( )p , 1,2, , 1 1;0n kn
ku U k N n Nα α … == α = …= +ζ ζ    (2.3) 

[ ]1 2 1,2 2 ,,m km kmU U Nm  ∈  += ∩U   
Таблица 1. 

Сходимость решения по частотам запирания продольных мод:  
элементарная (Э) и расширенная (Р) теории, ортогональные полиномы. 

   n 
N 2 3 4 5 6 7 8 

 Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р 
2 2.10 − − − − − − − − − − − − − 
3 2.10 1.89 2.47 − − − − − − − − − − − 
4 1.91 1.91 2.47 1.98 7.91 − − − − − − − − − 
5 1.91 1.91 2.01 2.00 6.20 4.03 7.91 − − − − − − − 
6 1.91 1.91 2.01 2.00 5.79 4.03 6.21 5.74 16.49 − − − − − 
7 1.91 1.91 2.00 2.00 4.13 4.02 5.79 5.73 11.50 6.37 16.49 − − − 
8 1.91 1.91 2.00 2.00 4.13 4.02 5.72 5.72 10.07 6.37 11.50 9.64 28.10 − 
9 1.91 1.91 2.00 2.00 4.00 4.00 5.72 5.72 6.55 6.11 10.07 9.13 18.39 9.64 
10 1.91 1.91 2.00 2.00 4.00 4.00 5.72 5.72 6.55 6.11 9.56 9.13 15.09 9.51 
11 1.91 1.91 2.00 2.00 4.00 4.00 5.72 5.72 6.05 6.00 9.42 8.35 9.56 9.52 
12 1.91 1.91 2.00 2.00 4.00 4.00 5.72 5.72 6.05 6.00 9.42 8.35 9.53 9.53 
13 1.91 1.91 2.00 2.00 4.00 4.00 5.72 5.72 6.00 6.00 8.22 8.00 9.53 9.53 
14 1.91 1.91 2.00 2.00 4.00 4.00 5.72 5.72 6.00 6.00 8.22 8.00 9.53 9.53 
15 1.91 1.91 2.00 2.00 4.00 4.00 5.72 5.72 6.00 6.00 8.02 8.00 9.53 9.53 
Ex. 1.91 2.00 4.00 5.72 6.00 8.00 9.53 
 

Таблица 2. 
Сходимость решения по частотам запирания изгибных мод:  

элементарная (Э) и расширенная (Р) теории, ортогональные полиномы. 
   n 
N 2 3 4 5 6 7 8 

  Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р 
2 1.10 − − − − − − − − − − − − − 
3 1.10 0.99 4.70 − − − − − − − − − − − 
4 1.00 1.00 4.15 2.98 4.70 − − − − − − − − − 
5 1.00 1.00 3.83 2.98 4.15 3.82 11.8 − − − − − − − 
6 1.00 1.00 3.04 3.00 3.83 3.81 8.65 5.16 11.83 − − − − − 
7 1.00 1.00 3.04 3.00 3.81 3.81 7.86 5.16 8.65 7.67 21.91 − − − 
8 1.00 1.00 3.00 3.00 3.81 3.81 5.29 5.06 7.86 7.67 14.74 7.70 21.91 − 
9 1.00 1.00 3.00 3.00 3.81 3.81 5.29 5.06 7.63 7.62 12.47 7.70 14.74 11.65 
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10 1.00 1.00 3.00 3.00 3.81 3.81 5.02 5.00 7.63 7.20 7.92 7.62 12.47 10.70 
11 1.00 1.00 3.00 3.00 3.81 3.81 5.02 5.00 7.62 7.20 7.92 7.62 11.53 10.70 
12 1.00 1.00 3.00 3.00 3.81 3.81 5.00 5.00 7.11 7.00 7.62 7.62 11.04 9.56 
13 1.00 1.00 3.00 3.00 3.81 3.81 5.00 5.00 7.11 7.00 7.62 7.62 11.04 9.56 
14 1.00 1.00 3.00 3.00 3.81 3.81 5.00 5.00 7.01 7.00 7.62 7.62 9.38 9.00 
15 1.00 1.00 3.00 3.00 3.81 3.81 5.00 5.00 7.01 7.00 7.62 7.62 9.38 9.00 
Ex. 1.00 3.00 3.81 5.00 7.00 7.62 9.0 
 

Относительная погрешность формы распространяющейся волны, 
полученная на базе теории Nго порядка, определяется по норме (2.4) [49] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 2* *

1
1

, , .n n n n n n
n

nu u u u u u u d
−

α α α α α α α
−

 = ζ ζ − ζ ζ = = ζ ζ ∆ ∫ (2.4) 

Относительные погрешности форм нормальных волн, вычисленные  
на основе расширенной [53] и элементарной [49] теорий Nго порядка  
при использовании в качестве базиса ( )p ( )k ζ  полиномов Лежандра, приведены  
в Таблице 3 (формы продольных распространяющихся мод, соответствующие 
(2.1)) и в Таблице 4 (формы изгибных мод, соответствующие точному решению 
(2.2)). 

Таблица 3. 
Сходимость форм распространяющихся продольных мод по норме (2.4):  
элементарная (Э) и расширенная (Р) теории, ортогональные полиномы. 

  n 
N 2 3 4 5 6 7 8 

  Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р 
1 0.22 − − − − − − − − − − − − − 
3 0.01 0.01 0.43 0.40 − − − − − − − − − − 
5 0.00 0.00 0.04 0.03 1.08 1.03 1.37 1.36 − − − − − − 
7 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.01 0.22 0.21 1.28 1.26 − − − − 
9 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.01 0.45 0.42 1.22 1.21 − − 
11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.13 0.10 0.01 0.01 1.35 1.30 
13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.01 0.00 0.00 0.81 0.76 
15 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.48 0.41 
17 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.18 0.14 
19 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04 0.02 
21 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
 

Таблица 4. 
Сходимость форм распространяющихся изгибных мод по норме (2.4):  

элементарная (Э) и расширенная (Р) теории, ортогональные полиномы. 
  n 
N 2 3 4 5 6 7 8 

  Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р Э Р 
1 0.21 − − − − − − − − − − − − − 
3 0.00 0.00 0.59 0.52 0.43 − − − − − − − − − 
5 0.00 0.00 0.12 0.11 0.04 0.03 0.79 0.70 − − − − − − 
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7 0.00 0.00 0.01 0.01 0.00 0.00 0.34 0.31 − − − − − − 
9 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.07 0.06 1.41 1.41 1.20 1.19 1.23 1.21 
11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.21 0.19 0.00 0.00 0.74 0.71 
13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04 0.02 0.00 0.00 0.38 0.36 
15 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.12 0.10 
17 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.01 
19 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
21 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

 
2.2. Решения на основе базисных функций различного типа. 

 

Ковариантная формулировка модели Nго порядка пластины (1.1), (1.3) 
обеспечивает применение различных базисных систем. Ниже приводится 
сравнение сходимости решений, полученных при использовании полиномов 
Лежандра (рис.1а) [47-50] аналогично методу [4,32] или финитных базисных 
функций типа «разбиение единицы» [60] (рис.1б) 
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∈ ζ ζ ∈ ζ ζ
∉ ζ ζ ∉

= =  ζ ζ 
δζ = ζ − ζ = =

ζ ζ

…+ − +ζ =
что в рамках задачи (1.8) соответствует концепции полуаналитического конечно-
элементного метода [23,31],  решения дисперсионной задачи (рис.1). 

   

 

 

 
(а)  (б) 

Рис.1. Базисные функции различных типов: ортогональные полиномы (а), 
финитные линейные функции (б). 

 

Значения безразмерных частот запирания nω , полученные на базе (1.14) при 
использовании в качестве ( )p ( )k ζ  полиномов Лежандра (рис.1а) [47] и финитных 
линейных функций (рис.1б) [52] приведены в Таблице 5 (продольные моды 
нормальных волн) и Таблице 6 (изгибные моды нормальных волн). 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Сравнение сходимости решений, полученных выше на базе различных 

вариантов теории пластин Nго порядка, приводит к следующим выводам. 
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Формулировка задачи о дисперсии нормальных волн на основе 
элементарной теории Nго порядка приводит к обобщенной задаче о собственных 
значениях без ограничений, при этом элементарная теория обеспечивает 1N + -
модовую аппроксимацию волновода, тогда как введение уравнений связей, 
порождаемых краевыми условиями на лицевых поверхностях слоя в расширенной 
теории Nго порядка, приводит к системе типа обобщенных уравнений Воронца с 
исключенными множителями Лагранжа. Система, состоящая из 2 2N −  
уравнений движения и 4 уравнений связей, сводится к сингулярной обобщенной 
задаче о собственных значениях. Таким образом, расширенная теория Nго порядка 
приводит к 1N − -модовой аппроксимации волновода с 4 вырожденными 
собственными значениями, соответствующими числу уравнений связей. 

Таблица 5. 
Сходимость решения по частотам запирания продольных мод: элементарная 

теория, ортогональные полиномы (ОП), спектральные элементы (СЭ). 
  n 

N 2 3 4 5 6 7 8 

тип ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ 
2 2.10 2.10 − − − − − − − − − − − − 
3 2.10 2.10 2.47 2.21 − − − − − − − − − − 
4 1.91 1.99 2.47 2.21 7.91 6.30 − − − − − − − − 
5 1.91 1.96 2.01 2.21 6.20 4.41 7.91 8.41 − − − − − − 
6 1.91 1.94 2.01 2.13 5.79 4.80 6.21 6.54 16.49 9.16 − − − − 
7 1.91 1.93 2.00 2.09 4.13 4.68 5.79 6.30 11.50 7.61 16.49 12.61 − − 
8 1.91 1.92 2.00 2.07 4.13 4.53 5.72 6.15 10.07 7.18 11.50 11.30 28.10 14.71 
9 1.91 1.92 2.00 2.05 4.00 4.41 5.72 6.05 6.55 7.17 10.07 8.82 18.39 13.66 

10 1.91 1.92 2.00 2.04 4.00 4.33 5.72 5.98 6.55 7.02 9.56 9.49 15.09 10.72 
11 1.91 1.91 2.00 2.03 4.00 4.27 5.72 5.93 6.05 6.86 9.42 9.60 9.56 10.63 
12 1.91 1.91 2.00 2.02 4.00 4.22 5.72 5.89 6.05 6.73 9.42 9.51 9.53 10.81 
13 1.91 1.91 2.00 2.02 4.00 4.18 5.72 5.87 6.00 6.62 8.22 9.36 9.53 10.75 
14 1.91 1.91 2.00 2.02 4.00 4.16 5.72 5.84 6.00 6.53 8.22 9.20 9.53 10.61 
15 1.91 1.91 2.00 2.02 4.00 4.14 5.72 5.83 6.00 6.46 8.02 9.05 9.53 10.45 
16 1.91 1.91 2.00 2.02 4.00 4.12 5.72 5.81 6.00 6.40 8.02 8.93 9.53 10.29 
17 1.91 1.91 2.00 2.01 4.00 4.10 5.72 5.80 6.00 6.35 8.00 8.82 9.53 10.15 
18 1.91 1.91 2.00 2.01 4.00 4.09 5.72 5.79 6.00 6.31 8.00 8.73 9.53 10.03 
Ex. 1.91 2.00 4.00 5.72 6.00 8.00 9.53 

 

Таблица 6. 
Сходимость решения по частотам запирания изгибных мод: элементарная теория, 

ортогональные полиномы (ОС), спектральные элементы (СЭ). 
   n 
N 2 3 4 5 6 7 8 

тип ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ ОП СЭ 
2 1.10 1.10 − − − − − − − − − − − − 
3 1.10 1.10 4.70 4.20 − − − − − − − − − − 
4 1.00 1.04 4.15 3.31 4.70 4.46 − − − − − − − − 
5 1.00 1.03 3.83 3.58 4.15 4.20 11.83 6.83 − − − − − − 
6 1.00 1.02 3.04 3.43 3.83 4.06 8.65 6.51 11.83 10.51 − − − − 
7 1.00 1.01 3.04 3.31 3.81 3.99 7.86 6.00 8.65 8.92 21.91 11.44 − − 
8 1.00 1.01 3.00 3.22 3.81 3.94 5.29 5.93 7.86 7.72 14.74 8.63 21.91 13.68 
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9 1.00 1.01 3.00 3.18 3.81 3.91 5.29 5.77 7.63 8.34 12.47 8.41 14.74 10.99 
10 1.00 1.01 3.00 3.14 3.81 3.89 5.02 5.63 7.63 8.25 7.92 8.40 12.47 10.92 
11 1.00 1.00 3.00 3.11 3.81 3.87 5.02 5.51 7.62 8.13 7.92 8.27 11.53 10.51 
12 1.00 1.00 3.00 3.09 3.81 3.86 5.00 5.43 7.11 8.04 7.62 8.11 11.04 10.34 
13 1.00 1.00 3.00 3.08 3.81 3.86 5.00 5.36 7.11 7.96 7.62 7.97 11.04 10.21 
14 1.00 1.00 3.00 3.07 3.81 3.85 5.00 5.31 7.01 7.83 7.62 7.92 9.38 10.11 
15 1.00 1.00 3.00 3.06 3.81 3.84 5.00 5.27 7.01 7.72 7.62 7.88 9.38 10.03 
16 1.00 1.00 3.00 3.05 3.81 3.84 5.00 5.23 7.00 7.63 7.62 7.85 9.05 9.97 
17 1.00 1.00 3.00 3.04 3.81 3.84 5.00 5.20 7.00 7.55 7.62 7.82 9.05 9.91 
18 1.00 1.00 3.00 3.04 3.81 3.83 5.00 5.18 7.00 7.49 7.62 7.80 9.00 9.87 
Ex. 1.00 3.00 3.81 5.00 7.00 7.62 9.00 

 
В Таблицах 7 и 8 приведены минимальные порядки теории, требуемые для 

приближения частоты запирания nω  с погрешностью, удовлетворяющей условию  

( )* * 0,05n n n n∆ω = ω −ω ω < . 
Таблица 7. 

Сходимость решения на основе теории пластин Nго порядка: 
расширенная теория (Р), элементарная теория (Э). 

Номер моды, n Тип  2 3 4 5 6 7 

Порядок теории, N 

Продольные моды 
Р 3 4 5 6 9 11 
Э 4 5 7 7 11 13 

Изгибные моды 
Р 3 4 5 6 10 8 
Э 4 6 6 10 12 10 

 
Таблица 8. 

Сходимость решения на основе теории пластин Nго порядка: 
ортогональные полиномы (ОП), спектральные элементы (СЭ). 

Номер моды, n Тип  2 3 4 5 6 7 

Порядок теории, N 

Продольные моды 
ОП 4 5 7 7 11 13 
СЭ 4 7 13 10 18 20 

Изгибные моды 
ОП 4 6 6 10 12 10 
СЭ 4 9 6 17 20 13 

 
Как следует из результатов, приведенных в Таблицах 1, 2, 7, удовлетворение 

краевым условиям на лицевых поверхностях в форме уравнений связей снижает 
эффекты запирания. Порядки расширенной теории, требуемые для достижения 
5% погрешности определения второй и высших частот запирания, ниже  
по сравнению с элементарной теорией. При этом погрешности вычисления 1…7 
собственных функций по норме (2.4) на основе расширенной и элементарной 
теорий различаются незначительно, так как неучет связей приводит к отклонению 
собственных функций в только в окрестности лицевых поверхностей слоя. 

Решение, полученное методом спектральных элементов с кусочно-
линейными базисными функциями (рис.1б), сходится к точному решению задачи 
Рэлея-Лэмба заметно медленнее по сравнению с решением, основанном  
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на ортогональном полиномиальном базисе, причем сходимость высших частот 
запирания существенно ухудшается. Эффективное применение метода 
спектральных элементов в задачах о дисперсии нормальных волн, бесспорно, 
требует применения базисных функций высшего порядка [23,31]. 
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