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АННОТАЦИЯ 
 

Получены уравнения совместности для сплавов с эффектом памяти формы, 
претерпевающих термоупругие фазовые переходы при изменении температуры  
и напряженного состояния. Задача рассмотрена в геометрически линейной постановке  
на основе однократно связной модели термоупругого деформирования сплавов  
с памятью, учитывающей влияние напряженного состояния на температуры начала  
и окончания фазовых превращений. В рамках данной модели температура в любой 
момент деформирования предполагается заданной функцией пространственных 
координат. Тензор линейной деформации представлен в виде аддитивного разложения  
на шаровой тензор упругой и температурной деформации, девиатор упругой деформации 
и девиатор фазовой деформации, соответствующей прямому или обратному 
мартенситному переходу. С другой стороны, введено аддитивное разложение указанных 
тензоров на накопленную деформацию и малое приращения, при этом тензор суммарной 
накопленной деформации предполагается удовлетворяющим уравнению совместности. 
Малое приращение девиатора фазовой деформации определяется линейной 
зависимостью от приращений девиатора напряжения и параметра фазового составов – 
объемной доли мартенситной фазы. Влияние фазовой дилатации предполагается 
пренебрежимо малым. В свою очередь, для параметра фазового состава получены 
аналогичные линейные зависимости от приращений девиатора напряжения  
и температуры. Таким образом, для сплава с памятью, описываемого однократно связной 
моделью термоупругих фазовых переходов, получена инкрементальная формулировка 
уравнений совместности в приращениях напряжений. Введен тензор-функция 
напряжений и предложена формулировка задачи относительно приращения компонентов 
тензор-функции напряжений. 
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ABSTRACT 
 

The new compatibility equations are derived for shape memory alloys undergoing 
thermoelastic phase transitions under varying temperature and stress state. The geometrically 
linearized problem statement is used as a background together with the once coupled model  
of thermoelastic behavior of shape memory alloys accounting for the effect of stress state  
on the temperatures of start and finish of the phase transitions. The once coupled problem 
formulation assumes the temperature to be a given spatial distribution at each point in time 
domain. The linear strain tensor is represented using an additive decomposition into the 
isotropic tensor of elastic and thermal strains, the elastic deviatoric strain, and the phase 
deviatoric strain corresponding to direct or inverse martensite transitions. On the other hand, the 
additive decomposition of the strain tensor into the accumulated strain and the small increment  
is introduced, where the summary accumulated strain is assumed to satisfy the compatibility 
equations. The small increment of the deviatoric phase strain is defined by the linear function  
of increments of the deviatoric stress and the martensite volume ratio used as phase constitution 
parameter. The effect of the phase dilatation is assumed to be negligible. Given the temperature 
field the analogous linear dependencies of martensite volume ratio on the deviatoric stress are 
derived. Thus, the obtained incremental formulation of the compatibility equations for shape 
memory alloys obeying the once coupled model of thermoelastic phase transitions uses only 
stress tensor as an unknown. The stress function tensor could be introduced for such a problem,  
and the appropriate boundary value problem could be formulated for the partial differential 
equation where the components of the increment of the stress function tensor are unknowns. 
 
Keywords: shape memory alloys; thermoelastic phase transitions; elastic strains; phase strains; 
compatibility equations 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Описание деформирования сплавов с эффектом памяти, претерпевающих 
фазово-структурные превращения при действии температуры и напряжений [1], 
опирается на постановку задачи в перемещениях. Такая постановка требует 
обращения инкрементальных определяющих уравнений, в случае однократно 
связной модели термоупругих фазовых переходов выражающих приращения 
компонентов тензора деформации с приращениями компонентов тензора 
напряжения и приращением объемной доли мартенситной фазы, в свою очередь, 
зависящим от приращений температуры и напряжений [2]. Несмотря на то,  
что обращение определяющих соотношений осуществимо как при численном 
решении [3,4], так и аналитически, необходимость такой операции осложняет 
решение краевых задач о деформировании сплавов с памятью, поставленных  
в перемещениях. В то же время при формулировке краевой задачи, 
линеаризованной относительно приращений компонентов тензора напряжения, 
необходимость обращения определяющих соотношений отсутствует, однако 
требуются уравнения совместности деформаций для сплава с памятью, записанные 
относительно приращений компонентов тензора напряжения.  
Для феноменологической модели термоупругих фазовых переходов такие 
уравнения до сих пор не получены. 

Предложены новые уравнения совместности приращений компонентов 
тензора малых деформаций сплава с памятью. На базе инкрементальной формы 
определяющих соотношений однократно связной модели термоупругих фазовых 
переходов [2] уравнения записаны в линеаризованной формулировке 
относительно приращений шарового тензора и девиатора напряжений. Также 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 26, №3, 2020 г. 
 

405 

получены уравнения совместности деформаций сплава с памятью относительно 
малых приращений компонентов тензор-функции напряжений. 

 
 
 

1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ОДНОКРАТНО СВЯЗНОЙ МОДЕЛИ 
ТЕРМОУПРУГИХ ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ В СПЛАВАХ С ПАМЯТЬЮ 

 

Зависимость объемной доли мартенситной фазы сплава с памятью [0,1]q∈  
от безразмерной температуры [0,1]t∈  определяется соотношением (1.1) [2,3] 

( ) ( ) ( ) ( )1
2 1 cos 0 1 ; 0 0 ; 1 1 .q t t q t q t− π ≤ = ≤ = ≥= ≤    (1.1) 

( ) ( ) ( ) ( )1 sgn ,F S S F S F St T T T T T T T T−
s= Θ − + − − −     (1.2) 

;M: , ; MA A: ,S FS FS F F ST M T M T A T A→ → = == =  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 11 21 2 3 1 2 2 ;ij
ij ijT T S E s s E− −− ±

s ∆ ∆
 − ∆ ω + + ν + − ν≈ s   (1.3) 

1 1 11
M A3 , ; ,ij ij ij ij

ijg s g E E E− − −
∆s s = s − = −= s  

T  – абсолютная температура, S∆  – разность плотностей энтропии мартенситного 
и аустенитного состояний, ME , EΑ  – модули упругости в полностью 
мартенситном ( 1q = ) и аустенитном ( 0q = ) состояниях, Θ  – функция Хевисайда. 
Определяющие уравнения для приращений тензора деформации ijδε  имеют вид [4] 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 ;E
ij ij ij ijE q s g q g T−  δε = + ν δ + − ν δs + α δ     (1.4) 

( ) ( )1 1 1
A A M, ; ;E q E qE q q− − −

∆ ∆ ∆ Α= + α = α + α α = α − α    (1.5) 

; ;E
ij ij ij ij ij q± ± ±δε = δε + δε δε = ω δ        (1.6) 

( ) ( ) ( )

( ) 1

1

1
3

2
1

, ;

2 2 3 0 ;

0 ; 3 / 2;

ij ij ij i D i

ij
ij ij i i jj ij i

l
i klj

kg g

q e s q

e q q s s e

−+ +

− − −

ω

q

 = + + s ρ j s δ > 

ω = δ < s = = ε ε− q =
 (1.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 11, erf / 2 .i i i i iF F Fj s = s − s + s + s − s = s  

Приращение объемной доли мартенситной фазы определяется так [4] 
( )sgn (1 ) 1 1 23 .i

i
S F

S

j i

F

j
j

T q qq s s
T

T
S T

T S E E±
∆ ∆

 −  π − +ν − ν
δ = ω + δ + sδs −∆ δ  − ∆   

 (1.8) 

С учетом (1.3-1.8) приращения шаровой и девиаторной составляющей 
приращения тензора деформации задаются следующими соотношениями [3,4] 

( ) ( )13 1 2 3 ( ) ;ij
ijg E q q T−δ ≡ δε = δq ≈ − ν δ αq s + δ     (1.1) 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

sgn (1 )1 1
( )

sgn 3 (1 ) 1 2

( ) sgn (1 ) .

S

S

S

m n mn mnF
ij i j

S

ij mn
F

F F ij

ij S SF F ij

T q qe s s
E q T S E

T

q

T
T

T T

T

T q q SE

g T T qT q T

+
±

∆

±− −
∆

±−

 −  π −+ ν +ν
δ = δ δ + ω ω + δ +  − ∆   

+ − − π − ∆ − ν ω sδs +

 + α − − − π − ω δ 

(1.2) 

Здесь и далее ije±  – девиаторная часть накопленной в процессе превращения 

фазовой деформации ij
±ε ; s , mns , q  – величины, соответствующие некоторому 

состоянию, достигнутому в процессе термоупругого фазового превращения, δs , 
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mnsδ  – некоторые достаточно малые приращения. Дилатация (1.9) в первом 
является только упругой и температурной, приращение температуры в рамках 
однократно связной модели термоупругих фазовых превращений предполагается 
заданным. 
 

2. ОБОБЩЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ БЕЛЬТРАМИ ДЛЯ СПЛАВА  
С ПАМЯТЬЮ, ПРЕТЕРПЕВАЮЩЕГО ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ 

 

Уравнения совместности деформаций примем в виде [5]: 0ikl jl
n

n
k l m∇ ε∇ =  . 

Представим деформацию суммой 0
mn mn mn mng eε = ε + δq + δ , где для накопленной 

деформации 0
mnε  выполняется условие совместности 0 0ikl jln

k mnl∇ ε∇ =  ; тогда 

( ) ( )1
3 .,kl

ij i j l j ik i jl ij kl k lg g e e e g∆ +∇ ∇ δq = ∇ ∇ +∇ − ∆δ ∆ =δ ∇δ ∇  (2.1) 
С учетом (1.9, 1.10) преобразуем соотношения (2.1) к виду обобщенных 

уравнений Бельтрами относительно приращения девиатора напряжения ijsδ  (2.2) 

 

( ) ( )
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( ) ( ) }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )
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(1 ) ( ) ( ) ( )

sgn (1

ij i j

F F ij

l l
l j j i i

l l
ij l

S
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− − ⋅ − ⋅
⋅ ⋅

−

 − ν ∆ δs + ∇ ∇ δs + 
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 −∇ ∇ − ω s δs + ∇ − ω sδs + 

 + + ν ∆ δ − ∇ ∇ δ + ∇ δ + 
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( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) }

1

1

1

1

) 1
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(1 ) 1 ( )

( ) sgn (1 )
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mn mn
ij mn

l mn mn
l i j mn

l mn
n

S

m

S

mn
j i ij

i j F F ij

l l
l i j j i

q E s s

q q E s s

q q E s s g q T

q T T T q q T

q q T

T T

q q T

+ −
+ ∆

⋅+ −
⋅ + ∆

⋅+ −
⋅ + ∆

− +

⋅+ ⋅+
⋅ ⋅

 ω ω + +ν δ − 

−∇ ∇ − ω ω + + ν δ +

∇ − ω ω + + ν δ = − ∆ α δ −

−∇ ∇ α δ + π − − ∆ − ω δ






+ 

−

 −∇ ∇ − ω δ + ∇ − ω δ ;

 (2.2) 

и относительно приращения среднего напряжения δs : 
( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) }
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1

1

2 1 2 ( ) 1

sgn 1

1

2 ( ) sgn (1 ) .

ij
i j

F F

ij mn mn

F

S S

S S

mn

ij
F i j

E q E q s

s

T T T q q S

E s

q T

T

T TT T q q T

− −

− −

−
+ + ∆

−
+

− ν ∆ δs −∇ ∇ + ν δ

− π − − − ∆ ×

 ×ω sδs+ ω + + ν δ = 

= − ∆ α δ − π − − ∇ ω

−

∇ − δ

 (2.3) 

Уравнения совместности (2.2, 2.3) линейны относительно приращений δs , 
mnsδ , неоднородны и содержат в правых частях несовместности деформаций, 

порождаемые приращением температуры Tδ . Переменные коэффициенты 
уравнений (2.2) и (2.3) содержат функции ( ), , klq T ss , s , ijs , ( ),ij kl kle s± ±ω  и их 
производные, известные из решения краевой задачи на предыдущем шаге 
процесса. 
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3. УРАВНЕНИЯ СОВМЕСТНОСТИ ДЕФОРМАЦИЙ СПЛАВА  
С ПАМЯТЬЮ ОТНОСИТЕЛЬНО ТЕНЗОР-ФУНКЦИИ НАПРЯЖЕНИЯ 

 

Определим тензор n
ikm j

k
ij

l m
ln∇s ∇= φ   через компоненты тензора-функции 

напряжений pqφ  [5], тогда 1
3

pq
p q∇φ− ∇s = ∆ φ , 1

3
pq

pqg φφ = ,  и с учетом 
ij ij ijs g= s − s  постановка задачи о деформировании сплава с памятью, 

претерпевающего термоупругие фазовые превращения, сводится к уравнениям 
совместности (2.2) относительно приращений скаляра δφ  и тензора mnδφ   
в следующем виде 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){
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( ) ( )( ) ( ) ( )
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kl k
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− −−

− −−
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± ± ± −
± ∆

∇ ∇ ×

× − ω − δ ω − δ ω ∆δφ− ∇ ∇ +

+ ×

× − ω − δ ω − δ ω ω + +ν ×

 − ν + δ δ + π ∆ − −

δφ

+ ν δ δ − δ δ − δ δ + π ∆ −

−

( )
( )} ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3
1

1

(

;

2 3

( ) )

sgn (1 )

mn mn

pq
p m n ij i j

S
k l k l l

F F k l ij i i

pq
m

j j i

p q n

qn mq

kl
S

g

g g q T q T

T T qT q TT g− + ± ± ⋅+
⋅

× δφ δφ

δφ + δφ

∇∆δφ− ∇ ∇ − ∆δj − ∇ +

+ ∇ ∇ ∇ = − ∆ α δ −∇ ∇ α δ +

+π − − ∇ ∇ ω − δ ω − δ ω − ω  δ

(3.1) 

Здесь ( )pqs = s φ , ( )mn mn pqs s= φ . Уравнение (2.3) приводится к виду (3.2) 

( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) }
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 11

1 11
3

1 1

1

2 1 2 sgn 1

1

sgn 1 1

2 sgn 1 .

S S

kl pq
p q S

k

n

kl
k l F F

km l
F

mn mn
F mn

F F

l
S

kl
S S k l

E q g T T q q S

E q g g T

T

T T

T

T

TT T

T q q S E s s

q T T q q

− −−

− −
±

− −
+ + ∆

−
+

∇ ∇ − ν π − − − ∆ ×

 ×sω ∇ ∇ − + ν − π − × 

−

−

∆δφ− δφ

× − ∆ ω ω + + ν δ =

= − ∆ α δ − π − − ∇ ∇ − ω δ

(3.2) 

Статические краевые условия, соответствующие (3.1), (3.2), аналогичны 
принимаемым в теории упругости. Формулировка кинематических краевых 
условий при постановке задачи о деформировании сплава с памятью при фазовых 
превращениях в приращениях напряжений требует дополнительного изучения. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Таким образом, в рамках однократно связной модели термоупругих фазовых 
превращений впервые получены линейные инкрементальные уравнения 
совместности в обобщенной форме Бельтрами для сплава с памятью формы 
относительно приращений шарового тензора и девиатора напряжения, а также 
линейные инкрементальные уравнения совместности относительно компонентов 
приращения тензор-функции напряжения, не требующие обращения 
инкрементальных определяющих соотношений. Постановки задач в напряжениях 
могут быть использованы в задачах о потере устойчивости тривиального 
равновесного состояния тонкостенными элементами с памятью [3,4,6,7]. 
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