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АННОТАЦИЯ 
 

Работа посвящена решению задачи механики твердого деформируемого тела  
о торообразном баке из сплава с памятью формы (СПФ) под внутренним давлением в ходе 
прямого термоупругого мартенситного фазового превращения под действием постоянного 
давления. В качестве частных случаев рассмотрена оболочка с круглым сечением, а также 
эллипсоидальный и сферический бак. Для сферического бака решена задача релаксации 
при прямом превращении, где требовалось определить необходимое уменьшение 
равномерно распределенной нагрузки в процессе охлаждения в ходе прямого 
термоупругого фазового превращения так, чтобы прогиб оболочки оставался неизменным. 

Поведение оболочки описывалось в рамках модели линейного деформирования 
СПФ при фазовых превращениях и теории тонких изотропных оболочек. Также задача 
решалась в рамках несвязанной постановки задачи, то есть, распределение параметра 
фазового состава и температуры по материалу оболочки в каждый момент времени 
предполагалось равномерным. Аналогично пренебрегалось возможностью структурного 
превращения в материале оболочки, переменностью упругих модулей при фазовом 
переходе и свойством разносопротивляемости СПФ.  

Для получения аналитического решения всех уравнений краевой задачи применялся 
метод преобразования Лапласа по величине объемной доли мартенситной фазы. После 
преобразования в пространстве изображений получается эквивалентная упругая задача. 
При решении этой задачи образы по Лапласу искомых величин получаются в виде 
аналитических выражений, включающих операторы, являющиеся образами по Лапласу  
от упругих постоянных. Эти выражения являются дробно-рациональными функциями 
образа по Лапласу от параметра фазового состава. Для возвращения в пространство 
оригиналов производится разложение выражений для искомых величин в пространстве 
изображений на простые дроби. В результате обращения этих дробей получаются искомые 
аналитические решения. 
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ABSTRACT 
 

The paper focuses on solving the problem of mechanics of a solid deformable body about 
a toroidal tank made of shape memory alloy (SMA) under internal pressure during a direct 
thermoelastic martensitic phase transformation under constant pressure. As special cases, a shell 
with a circular cross-section, as well as an ellipsoidal and spherical tank are considered. For a 
spherical tank, the problem of relaxation under direct transformation was solved, where it was 
necessary to determine the necessary decrease in the uniformly distributed load during cooling 
during direct thermoelastic phase transformation so that the deflection of the shell remained 
unchanged. 

The behavior of the shell was described in the framework of the model of linear 
deformation of the SPF under phase transformations and the theory of thin isotropic shells. Also, 
the problem was solved within the framework of an unrelated problem statement, that is, the 
distribution of the phase composition and temperature parameter over the shell material at each 
moment of time was assumed to be uniform. Similarly, the possibility of structural transformation 
in the shell material, the variability of the elastic modules during the phase transition, and the 
property of the SPF resistivity were neglected. 

To obtain an analytical solution to all the equations of the boundary value problem, the 
Laplace transform method was used in terms of the volume fraction of the martensitic phase. 
After the transformation in the image space, an equivalent elastic problem is obtained. In solving 
this problem, the Laplace images of the desired quantities are obtained in the form of analytical 
expressions that include operators that are Laplace images of elastic constants. These expressions 
are fractional-rational functions of the Laplace image of the phase composition parameter. To 
return to the original space, the expressions for the desired values in the image space are 
decomposed into simple fractions. As a result of the inversion of these fractions, the desired 
analytical solutions are obtained. 
 
Keywords: shape memory alloys; direct transformation; relaxation; thin shells; toroidal shells; 
ellipsoidal tank; spherical tank; pressurized tank; momentless stress state; linear model 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Сплавы с памятью формы (СПФ) – уникальные по своим свойствам 
материалы, открытые чуть более полувека назад. Ограниченное их применение  
в промышленности связано как с их высокой стоимостью в обработке, 
производстве и применении, так и в невозможности пока достаточно точно описать 
количественно и качественно эти самые уникальные их свойства  
и недостаточности развития методов решения краевых задач для конструкций,  
из данных материалов изготовленных. В основном подобные задачи сейчас 
возможно решать численными методами. Аналитическому решению пока 
поддаются лишь в основном одномерные задачи в весьма упрощенных 
постановках. 

В работах [1-30] описаны различные системы определяющих уравнений для 
СПФ. В частности, в работах [6-8] описана достаточно простая модель линейного 
деформирования СПФ, опирающаяся на пренебрежение априори нелинейным 
явлением мартенситной неупругости и нелинейностью зависимости приращения 
деформации СПФ за счет прямого фазового превращения от действующих 
напряжений, переменностью упругих модулей СПФ при фазовых переходах,  
а также свойством разносопротивляемости СПФ [31]. 

Применяя эти системы определяющих уравнений, на сегодняшний день 
решен целый ряд краевых задач. Так, решены задачи кручения [32-42], задачи 
изгиба [43] (в частности, изгиб балок [44-51] и изгиб пластинок [52-53]). Отдельно 
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вопрос изгиба круглых пластин был рассмотрен в работе [54], устойчивость 
круглых пластин – в работах [55-56]. Также были решены осесимметричные  
и центрально-симметричные задачи для толстостенной сферы и толстостенного  
и тонкостенного цилиндра [57-64]. 

Данная работа по смыслу продолжает работу [64]. В ней рассмотрена тонкая 
безмоментная торообразная оболочка, эллиптического и кругового поперечного 
сечения, а также бак в форме эллипсоида вращения и сферический бак, 
выполненные из СПФ. Материал всех описанных оболочек претерпевает прямое 
термоупругое мартенситное фазовое превращение под воздействием внутреннего 
давления. Такие задачи в дальнейшем для краткости будем называть задачами о 
прямом превращении. Для сферического бака решена также задача релаксации 
нагрузки. Рассмотрен процесс, на первом этапе которого оболочка, материал 
которой находится в аустенитном состоянии, нагружается равномерным 
внутренним давлением. Следует определить, как должна изменяться в процессе 
последующего прямого превращения величина распределенной нагрузки с тем, 
чтобы прогиб точек оболочки не подвергался изменениям.  

В обеих задачах принимается одинаковый ряд допущений. Так 
предполагается, что параметр фазового состава в каждый момент 
рассматриваемого процесса распределен равномерно по материалу. Данная 
гипотеза приемлема в случае медленного процесса охлаждения, обеспечивающего 
равномерное распределение по материалу изменяющейся со временем 
температуры, в рамках несвязанной постановки задачи для СПФ, при которой 
пренебрегается влиянием действующих напряжений на характерные температуры 
фазового перехода. 

Помимо этого, при решении пренебрегается изменением упругих модулей  
в процессе фазового перехода. Решение задачи применимо как для аустенитного, 
так и для мартенситного значения модулей, что дает возможность получить 
двустороннюю оценку для искомых величин. 
 
 

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Задачи решаются в рамках линейной модели деформирования СПФ  
при фазовых переходах, предложенной в [6-8]. В [65-66] предложен метод 
аналитического решения краевых задач о деформировании элементов из сплавов  
с памятью формы при прямом фазовом превращении, основанный  
на преобразовании Лапласа [67] всех уравнений краевой задачи по величине 
объемной доли мартенситной фазы q . Установлено, что после такого 
преобразования полная система уравнений краевой задачи для прямого 
превращения в СПФ переходит  в пространстве изображений в полную систему 
уравнений эквивалентной задачи линейной теории упругости, в определяющих 
соотношениях которой упругие модули являются известными функциями 
материальных параметров СПФ и переменной s , соответствующей в пространстве 
изображений переменной q . 

Входящие в эти формулы параметры определяются зависимостями, 
приведенными в таблице 1. 
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Таблица 1. 
Имя переменной Значение Имя переменной Значение 

E  
0s aE

s β
−
−

 ν  
s
s

γν
β

−
−

 

β  0 0
2
3

a c E−  υ  
2

β γ+  

γ  0
0 3

Eca
ν

−    
 

Здесь: E  – модуль Юнга, ν  – коэффициент Пуассона, величины 0a  и 0c  – 
материальные параметры определяющего соотношения для фазовой деформации 
при прямом превращении модели линейного деформирования СПФ при фазовых 

превращениях [6-8]: ( )0 0 ,
ph

ij ph
ij ij

d
c a

dq
ε

σ ε
′

′ ′= +  где ph
ijε ′  – девиатор тензора фазовых 

деформаций, ijσ ′  – девиатор тензора напряжений. Исходными являются решения 
упругих задач, изложенные в [68-71]. Искомые величины эквивалентной упругой 
задачи в пространстве изображений записываются в виде функций от образов 
упругих постоянных. В результате для этих величин получаются дробно-
рациональные функции от переменной преобразования s . Эти выражения 
разлагаются на простые множители, после чего определяются соответствующие 
решения в пространстве оригиналов. В таблице 2 приведены значения параметров, 
необходимые для получения численных результатов. 
 

Таблица 2. 

Переменная Значение Переменная Значение 

0a  0.718 χ  -3.879 

0c   β  -3.818 
E  28000 МПа υ -3.913 
ν  0.48 γ  -4.007 

 
 

3. РЕШЕНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ ОРИГИНАЛОВ 
 

В общем случае задача решалась для торовой оболочки эллиптического 
сечения с произвольными длинами полуосей. Все геометрические параметры 
рассматриваемой торовой оболочки указаны на рис.1. Конкретные результаты 
приведены для оболочки со следующими значениями геометрических параметров: 

2a =  м, 1b =  м, 0 3r = . С учетом всех геометрических соотношений, выражение 
для прогиба упругой оболочки примет следующий вид 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )(
( ))

2 2 3 2 2 3
0 0 02

0

4
0

2
2

.

w p a b r r r rr r
Ehb r r

a r r r

ν ν

ν ν

− − − − + +
−

+

= −

+ −
 (1) 

 
 

3 -10.243 10 МПа−⋅
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Рис.1. Торовая оболочка эллиптического поперечного сечения. 

Применяя к выражению (1) преобразование Лапласа, а позже метод 
неопределенных коэффициентов, получим после возвращения в пространство 
оригиналов выражение 

( )
0

2
0

,
2

a qpw A Be
b r r Eh

 = + −
 (2) 

где неопределенные коэффициенты с учетом таблицы 2 и принятых 
геометрических параметров имеют значения 

( )( ) ( ) ( )

3 3 2 2

0
3 2

3 2
0 0 0

0
3 2

6 3 18 9 16 43 33

15.163 45.489 154.893 184.166,

3 9 6 3 16 59 43 33

24.163 72.489 95.893 151.166.

r r r r r rA
a

r r r

r r a r a a
B

a
r r r

β γ β γ β γ γ

β γ β γ γ

− + + − + − +
= =

= − + −

− − + + − − + +
= − =

= − + − +
Для наглядности построенной графической зависимости отнесем полученные 

результаты (2) к упругому решению 
0

3 2  9 9 59 3
.

3

a q

r
A ew

r
B

r
+′

+ −
=
− −

 

При построении зависимости ( )w q  разобьем промежуток [ ]0 0;r a r a− +
на четыре части и зафиксируем значения радиуса r  в пяти точках. В результате 
получим следующие кривые (рис.2). 

Если сечение рассматриваемого тора представляет собой окружность (то есть, 
a b= ), то радиусы кривизны изменятся и соотношение (1) примет вид 

( )
( )2

0

0

1 .
2 2упр

r rpraw
Eh r r r

ν
+ 

= − −  
 (3)
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Рис.2. Зависимость прогиба от параметра фазового состава ( )w q  для тора 
эллиптического поперечного сечения. 

Аналогично предыдущему случаю, применим к выражению (3) 
преобразование Лапласа и после возвращения в пространство оригиналов получим 
выражение 

( )
0

2

0

,
2

a qpaw A Be
Eh r r

 = + −
 (4) 

где коэффициенты имеют следующие значения 
( )0

0
0

0 0 0 0 0
0

0

2.639 2.679 ;

3.159 3.159 .

r r r
A r r

a
a r a r r r a r rB r r

a

γν γν β

ν ν γν γν β

+ −
= − = − +

− + + + −
= = −

Опять же для наглядности отнесем полученные результаты к упругому 
решению, то есть, (4) к (3) 

( )
0

0

.
a qA Bew

r r rν
+′ =

+ +
 

Главным отличием оболочки круглого сечения от эллипсоидального 
становится равенство двух полуосей – теперь 2b a= =  м. Методика построения 
эпюр остается аналогичной общему случаю, в результате чего получаем 
графические зависимости ( )w q′  (рис.3) и ( )w r′  (рис.4). Распределение прогиба 
по радиусу будет строиться в границах сечения тора – то есть, от 0r a−  до 0r a+ . 

Еще одним примечательным частным случаем является вырождение торовой 
оболочки в бак, имеющий форму эллипсоида вращения, сечение которого 
вертикальной плоскостью показано на рис.5. Получить решение для этого случая, 
можно положив в ранее приведенном решении 0 0r = . 
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Тогда упругое решение для прогиба за счет изменения радиусов кривизны 
примет вид 

( ) ( )( )2 2 2 4 2 2 2 4

2

2
.

2упр

p b a r a b a r a
w

b Eh

ν − + − − + =  (5) 

Рис.3. Зависимость прогиба от фазового состава ( )w q  для тора круглого 
поперечного сечения. 

Рис.4. Распределение прогиба по радиусу ( )w r w(r) для тора круглого поперечного 
сечения. 
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Рис.5. Бак эллипсоидального сечения. 

Применяя к решению (5) преобразование Лапласа, по возвращению 
в пространство оригиналов получим следующее решение с данными значениями 
неопределенных коэффициентов 

0

4 2 2 2 2 4 2 2 2 2

0
4 2 2 2 2

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0

0
4

2

4 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0

4 2 2

2 2

2.639 7.956 7.956
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2 2 2 2
3.159 9.476 9.4

;
2

;

a qpw

a a r b r a a r b r
a

a a r b r

a a a a a r a r a b r b r
a

a a a a a r
a

A Be
b hE

A

a r a b r b
r

B

r
a

γν γν γν β β β

γν ν ν γν ν γν

β β β

 = + 

=

= +

=

− + − + −
= − =

− + −

−

+

=

+ − − +

+ − − + −

− + 2 276 .b r

(6) 

Для построения графических зависимостей рассмотрим отношение 
полученного решения к упругому – (6) к (5) 

( ) ( )( )
0

2 2 2 4 2 2 2 4
.

2

a qA Bew
b a r a b a r aν

+′ =
− + − − +

 

Будем рассматривать оболочку следующих размеров: 2a =  м и 1b =  м. 
Таким образом, получим эпюры ( )w q  (рис.6) и ( )w r  (рис.7). 

Наконец, логичным завершением эволюции в форме эллипсоида вращения 
становится его превращение в бак сферический, когда два радиуса эллипса 
становятся равны друг другу. Таким образом формула (5) сводится к известной 
формуле для прогиба сферической оболочки под действием внутреннего давления 

( )
2

1 .
2упр
pRw
Eh

ν= +  (7) 

Применяя к выражению (7) преобразование Лапласа и возвращаясь 
в пространство оригиналов, получим следующее выражение 

0

2

,
2

a qpRw A Be
Eh

 = +  (8) 

где 
0

7.996A
a

γν β
= −

+
=  и 0 0

0

9.476a aB
a

ν γν β− + +
− ==

− . 

Для построения зависимости ( )w q  (рис.8) отнесем полученные результаты 
к упругому решению, то есть, (8) к (7) 

0

.
1

a qA Bew
ν

+′ =
+
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Рис.6. Зависимость прогиба от фазового состава ( )w q  для эллипсоидального бака. 

 

 
Рис.7. Распределение прогиба по радиусу ( )w r  для эллипсоидального бака. 

 
Также для сферической оболочки удалось получить решение для случая 

релаксации усилия. В упругом случае напряжение выражается следующим образом 

( )2

2 .
1упр

wEhp
R ν

=
+

         (9) 

После всех необходимых преобразований получим решение следующего вида 

2

2 ,dqwhp A Be
R

 = +           (10) 

где 0 0.185aA
υ

= = −  и 0 1.185B a υ
υ

=
−

−= . 
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Рис.8. Зависимость прогиба от параметра фазового состава ( )w q  для сферического 

бака. 
 

 
Рис.9. Зависимость усилия от фазового состава ( )p q  в случае релаксации для 

сферического бака. 
 

Опять же отнесем решение (10) к упругому (9) 
.dqp A Be′ = +  

На основании полученного соотношения построим зависимость ( )p q  (рис.9). 
Очевидно, ни прогиб сферической оболочки, ни давление в случае релаксации  
от радиуса не зависят, так как в любой точке оболочки одинаковы. 
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ВЫВОДЫ 
 

В рамках модели линейного деформирования СПФ при фазовых 
превращениях исследовано поведение тонкостенной торообразной оболочки, 
материал которой претерпевает прямое термоупругое мартенситное превращение 
под действием постоянного внутреннего давления. Задача решена как для тора 
произвольного сечения, так и для частных случаев в виде тора круглого 
поперечного сечения, а также эллипсоидального и сферического бака. 
Установлено, что прогибы исследуемых точек оболочки в таком процессе 
возрастают. Для торообразных и эллипсоидальных оболочек построены 
зависимости прогиба от параметра фазового состава и распределение прогиба  
по радиусу. 

Для сферического бака решена задача о поддержании фиксированной 
деформированной формы оболочки, заданной путем нагружения в аустенитном 
безмоментном состоянии и претерпевающей прямое термоупругое мартенситное 
превращения. Определен характер убывания внешней нагрузки, обеспечивающий 
неизменность формы оболочки. 
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