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АННОТАЦИЯ 
 

Представлен краткий обзор современного состояния и тенденций развития методов 
решения задачи о дисперсии нормальных волн в неоднородных, в первую очередь 
функционально-градиентных, упругих волноводах. Кратко описаны основные типы 
функционально-градиентных материалов и конструкций, в том числе тонкостенные 
элементы с градиентной структурой, и их основные инженерные приложения. Указаны 
проблемы моделирования напряженно-деформированного состояния функционально-
градиентных пластин и оболочек и возможные способы их преодоления. Рассмотрены 
основные теоретические методы определения эффективных физических постоянных 
функционально-градиентных материалов и оценки эффективных констант, применяемые 
на практике. Перечислены основные зависимости эффективных физических постоянных 
материала от координат, использующиеся в задачах динамики. Кратко описана 
постановка задачи динамики неоднородного волновода и формулировка задачи  
о дисперсии нормальных волн. В первой части обзора основное внимание уделено 
некоторым аналитическим методам решения дисперсионных задач, главным образом 
матричным методам, опирающимся на формулировку задачи в пространстве 
изображений в форме системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого 
порядка. Приведены определения векторов состояния, соответствующие общепринятым 
формализмам Штро и Коши, формулировки разрешающих уравнений и краевых условий 
на поверхностях волновода. Описаны классические методы решения стационарной 
задачи динамики для слоистого волновода, являющиеся основой для аппроксимации 
функционально-градиентного материала системой слоев с постоянными свойствами: 
метод переходных матриц и его основные модификации, обеспечивающие устойчивость 
вычислений, и метод глобальных матриц. Рассмотрены развивающиеся в последние  
15 лет методы реверберационных матриц, матриц жесткости и матриц рассеяния, а также 
метод рядов Пеано. Приведены некоторые ключевые решения задач о дисперсии волн 
для неоднородных слоев, повышающие вычислительную эффективность аппроксимации 
функционально-градиентного волновода слоистой структурой, и метод построения  
в неявном виде общего решения для волновода с произвольным законом изменения 
свойств. Кратко описаны ключевые преимущества и основные недостатки описанных 
методов. Во второй части обзора основное внимание будет уделено методам 
полуаналитического решения дисперсионных задач, основанным на приближении 
волновода эквивалентной в некотором смысле системой с конечным числом степеней 
свободы: методам степенных рядов, обобщенных рядов Фурье, полуаналитических 
конечных элементов и спектральных элементов, а также методам, основанным  
на различных теориях пластин и оболочек. 
 
Ключевые слова: материалы функционально-градиентные; волноводы слоистые; волн 
нормальных дисперсия; матрицы передаточные; матрицы реверберационные; Пеано ряды 
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ABSTRACT 
 

A brief review of the modern state-of-the art and tendencies of further development  
of various methods of solution of wave dispersion problems in heterogeneous functionally 
graded elastic waveguides is presented. Main types of functionally graded materials and 
structures, including gradient thon-walled structures, and their main engineering applications  
is discussed. The main difficulties of modelling of the stress-strain state of functionally graded 
shells and plates are pointed, as well as the possible ways to overcome such difficulties.  
The main theoretical bases of definition of effective constitutive constants of functionally 
graded materials and their possible estimates used in the practice are considered. Main 
dependencies of the effective constitutive constants of a functionally graded material  
on coordinates used for the mathematical modelling of the dynamics are also shown.  
The statement of the dynamics problem for a functionally graded waveguide and the appropriate 
statement of the normal wave dispersion problem are pointed. The presented Part I of the review 
consider some analytical methods of solution of dispersion problems, mainly the matrix ones 
based on the formulation of the steady dynamics problem in the image space as a first-order 
ordinary differential equations system. The state vectors corresponding to the useful Cauchy and 
Stroh formalisms are introduced, and the appropriate governing equations and the boundary 
conditions on waveguide’s faces are presented. Classical methods for solving the steady 
dynamics problem for a laminated waveguide are briefly described, which could be a basis  
for the further approximation of a functionally graded material by a system of layers with 
constant properties, i.e. the transfer matrix method, its main modifications developed to ensure 
the stability of calculations, and the global matrix method. Then, the intensively developed last 
15 years reverberation matrix method, stiffness matrix method, and the Peano series method  
are discussed. Some key solutions of the wave dispersion problems for heterogeneous layers  
are presented; such solutions improve the efficiency of approximation of a functionally graded 
structure by a laminated one. The implicit solution of the general problem of steady dynamics 
for a waveguide with arbitrary gradation law is shown. The key features of the discussed matrix 
methods are pointed briefly as well as their main drawbacks. In the Part II, the main attention 
will be paid to methods of semi-analytical solution of dispersion problems based  
on the approximation of a waveguide by an equivalent system with a finite number of degrees  
of freedom: power series, generalized Fourier series, semi-analytical finite elements. spectral 
elements, as well as methods based on various theories of plates and shells. 
 
Keywords: functionally graded materials; laminated waveguides; normal wave dispersion; 
transfer matrices; reverberation matrices; Peano series 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Обзор посвящен анализу современного состояния методов решения задачи  
о дисперсии нормальных волн в функционально-градиентных упругих 
волноводах. Ограниченный объем журнальной статьи не позволяет анализировать 
детально все опубликованные в последнее время работы, посвященные дисперсии 
волн в градиентных средах, тем более смежные задачи о стационарной  
и нестационарной динамике градиентных стержней, пластин и оболочек; 
основное внимание уделено некоторым аналитическим методам, главным образом 
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матричным (часть I), методам на базе конечно-элементной дискретизации и тем 
приближенным полуаналитическим методам, которые допускают прямую 
аналогию с современными вариантами теории оболочек высшего порядка (часть 
II). Так как многие приведенные ниже результаты, во-первых, являются развитием 
методов решения дисперсионных задач для слоистых волноводов, во-вторых, 
некоторые из решений приближенно представляют градиентный материал 
слоистой структурой, кратко описаны также некоторые ключевые методы, ранее 
разработанные для традиционных композиционных материалов слоистой 
структуры. Детальные обзоры основных результатов, достигнутых в области 
создания функционально-градиентных материалов, современных  
и перспективных приложений и методов математического моделирования, 
опубликованных в зарубежной печати, приведены в статьях [1-8], а также  
в монографии [9]. Следует отметить, что за последние 10 лет в журнале Composite 
Structures были опубликованы восемь обзоров, непосредственно посвященных 
ФГМ. 
 

1.1. Функционально-градиентные материалы: основные сведения. 
 

Под функционально-градиентными материалами (далее ФГМ)  
в современной литературе понимаются материалы на основе композиции двух 
или более структурных составляющих (металлических, керамических, 
полимерных) или фаз с непрерывной (кусочно-непрерывной) зависимостью 
параметров, описывающих распределение структурного либо фазового состава  
в объеме материала, от пространственных координат [10]. Наиболее часто данный 
термин применяется к искусственным материалам с предварительно заданным 
распределением составляющих, отвечающим целевому назначению [2,5-7], 
созданным на базе того или иного технологического процесса (см., напр., [4]).  
В то же время под естественными ФГМ могут пониматься некоторые материалы, 
способные изменять фазовый или структурный состав под действием тепловых 
или силовых полей, например, бинарные сплавы с памятью, претерпевающие 
термоупругие фазовые превращения «мартенсит – аустенит» [11]. Перечисленные 
неоднородные материалы характеризуются физическими постоянными (упругими 
константами ijklC , коэффициентами линейного расширения ijα  и т.д.), 
непрерывно зависящими от параметра структурного/фазового состава q ,  
и, следовательно, от пространственных координат 3j Dξξ ∈ ⊂   

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

, , 0.

M Nijkl m

Nm
ij

q C D C q C D

q C D M N

ξ ξ

ξ

 ∈ ⇒ ξ ∈ 
 α ξ ∈ ≥ 

      (1.1) 

Первоначально концепция ФГМ [10,12] была разработана для замены 
металлического материала или традиционного слоистого композита в элементах 
конструкций летательных аппаратов [13,14] и энергетических установок [3,15], 
подверженных интенсивному тепловому воздействию с существенным 
градиентом температур [16,17], с целью исключить расслоение композиционного 
пакета, вызванного температурными напряжениями при наличии скачка 
коэффициента линейного расширения на границе раздела структурных 
составляющих [2,16]. Первые ФГМ представляли собой композиты на основе 
металла и тугоплавкой керамики [2,18]. Впоследствии появились ФГМ, 
предназначенные для деталей машин [19], металлорежущих инструментов [6,8], 
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оптоэлектроники [20], гетерогенной броневой защиты [21,22], а также ФГМ 
медицинского назначения, сочетающие требуемые механические свойства  
с биологической совместимостью (см., напр., [23,24]). К особому классу следует 
отнести градиентно-пористые материалы различного назначения [5,6],  
в том числе для теплонагруженных элементов камер сгорания энергетических 
установок [25], костных протезов [26-28], где непрерывно изменяющиеся 
свойства материала (1.1) обеспечивают существенное снижение концентрации 
напряжений, и др. (см., напр., обзор [26]). К ФГМ также относятся также и тонкие 
покрытия с непрерывно изменяющимся по глубине структурным или фазовым 
составом и физическими свойствами (см. [8]). 

Одним из наиболее разработанных типов конструктивных элементов  
на основе ФГМ являются элементы тонкостенные – оболочки и пластины  
со структурным и фазовым составом, непрерывно изменяющимся в направлении, 
нормальном к моделирующей поверхности [29], предназначенные для работы  
в тепловых полях; «…интеграция системы тепловой защиты (керамика)  
и несущего механического компонента (металл) в единую конструкцию является 
желательной особенностью ФГМ†» ([29], с.838). Типичным свойством 
тонкостенных ФГМ раннего поколения является одноосная градиентность 
свойств по толщине 

[ ] ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3

3 3 3

, ;

, .

,

,

,M

ijkl ijkl
ij ij

Ch hh q q h

C q C q q

− + − +ξ ∈ ⊂ = ξ ∈

= ξ α = α ξ ρ = ρ ξ



   (1.2) 

Неоднородность тонкостенных ФГ элементов приводит к усложнению 
напряженно-деформированного состояния. Авторы обзора [29] указали  
на необходимость развития «квазитрехмерных» теорий, учитывающих не только 
поперечный сдвиг, но и поперечную нормальную деформацию тонкого тела,  
а также и высших степеней свободы для решения задач термомеханики 
тонкостенных ФГ конструкций (с. 846). Аналогичные выводы следуют из обзора 
[30], посвященного различным моделям высшего порядка ФГ пластин, а также  
из результатов сравнительного обзора аналитических и численных методов 
описания термоупругого деформирования ФГ пластин [31], кроме того, 
представляется необходимым развитие методов трехмерного моделирования ФГ 
оболочек и пластин на основе конечно-элементного и бессеточного подходов  
к дискретизации задачи. Авторы [31,32] указывают также на потребность  
в двумерных конечных элементах, опирающихся на теории оболочек высшего 
порядка при обязательном учете трансверсальной нормальной деформации 33ε  
помимо трансверсальной сдвиговой деформации 3, 1, 2αε α =  (следует заметить, 
что данный вывод относится, согласно [33], ко всякому уточнению теории 
оболочек). Численно-аналитические методы решения задач для ФГ пластин 
анализируются также в обзорной работе [34]. Анализу процессов колебаний 
тонкостенных ФГ элементов и применимости различных моделей в данном классе 
задач посвящены обзоры [32] и [35]. Обзор [36] посвящен связным задачам 
пьезоэлектроупругости, термоупругости, гидроупругости и взаимодействия 
цилиндрических ФГ оболочек с основаниями. 

Перспективным направлением развития ФГМ и тонкостенных ФГ 
конструкций являются материалы с двухосной градиентностью 
                                                           
† The integration of thermal protection system (ceramic) and load bearing mechanical component (metal) 
into a single construction is a desirable feature of FGMs 
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(биградиентностью) свойств – как в направлении нормали к моделирующей 
поверхности или кривой, так и вдоль оси стержня [37-39], – или в плоскости 
пластины [40-42]. Концепция биградиентной пластины была предложена,  
в частности, для оптимизации спектра частот [43]; биградиентная модель также 
используется для описания динамики стержней со сложными свойствами [44]. 
 

1.2. Определение эффективных физических констант ФГМ. 
 

Зависимость (1.1) в искусственных ФГМ предопределяется целевыми 
характеристиками материала и технологией его производства. Согласно [35], 
ФГМ условно подразделяются на материалы с быстрым и медленным изменением 
свойств соотношением наименьшего репрезентативного элемента объема RV   
и наибольшего гомогенизированного элемента материала HV . В случае HRV V≈  
материал интерпретируется как локально-однородный, но глобально-
неоднородный с эффективными физическими константами, определяемыми 
соотношением (1.1) в соответствии с одним из стандартных методов усреднения. 

Большинство задач динамики ФГМ (см. [32,35]) решены на основе 
эффективных модулей, следующих из оценок Фойхта [45] (1.3) и Ройсса [46] (1.4) 

( )1 2 1 ;E E q E q= + −          (1.3) 

( ) 1
1 2 1 2 1 ,E E E E q E q

−
= + −          (1.4) 

(1.3) представляет оценку сверху, (1.4) – оценку снизу [47]. Двусторонние оценки 
[48] эффективного объемного модуля имеют вид (1.5), модуля сдвига – (1.6) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 1
2 1 2 2 2

1 1
1 2 1 1 1

1 3 3 4 ,

3 1 3 4 ;

K K q K K q K G

K K q K K q K G

− −+

− −−

 = + − − + + 
 = + − + − + 

    (1.5) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 116
2 1 2 2 2 2 2 25

116
1 2 1 1 1 1 1 15

1 2 3 4 ,

2 1 3 4 .

G G q G G K G qG K G

G G q G G K G q G K G

− −+ −

−− −

 = + − − + + + 
 = + − + + − + 

 (1.6) 

В случае ФГМ с непрерывной матрицей и дискретным наполнителем 
применим метод Мори-Танаки [49], определяющий эффективные объемный 
модуль и модуль сдвига [50-52] соотношениями (1.7), (1.8), соответственно 

( ) ( )( )( )
114

1 2 1 2 1 1 131 1 ;K K q K K q K K K G
−− = + − + − − +     (1.7) 

( ) ( )( )( )

( )( )

11
1 2 1 2 1 1 1

11
1 1 1 1 1 16

1 1 ,

9 8 2 .

G G q G G q G G G F

F G K G K G

−−

−

 = + − + − − + 

= − +
   (1.8) 

В общем случае взаимно проникающих структурных составляющих ФГМ 
для определения эффективных констант используются оценки Хилла [53,54]  
в виде 

( )( )
( )( )

1
1 2 1 2

2 1
1 2 1 2

1 1
,

1
.

1
~ 1

qA E E E E A
E E A

q E E E E A

−

−

 − − + =
 − − + 

    (1.9) 

Точность модели (1.9) в случае ФГМ показана в серии работ [55-57]. 
Кубическая модель локальных представительных объемов (LVRE, [58]) 

приводит к определению эффективного модуля Юнга ФГМ соотношением (1.10): 
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( )( ){ }1
3 3

1 1 21 1 1 1 .E E q q E E
− = − − − −  

 (1.10) 

Кроме перечисленных, применяется ряд других методов оценки 
эффективных постоянных, например, [59-61] и др. (см. [8,29,35]). В работе [62] 
показано, что для структурных составляющих с существенно различными 
свойствами модели (1.3) и (1.4) приводят к погрешности вычисления 
эффективных констант по сравнению c (1.7) и (1.8), что приводит к росту ошибок 
решений в первую очередь динамических задач. Оценки (1.9) и (1.10) 
представляются более точными [56,57,63]. Аналогичные выводы сделаны в [63]. 
Оценки погрешности эффективных констант (1.3) относительно (1.7) и (1.8), 
приведенные разными авторами (напр. [64] и [65]), существенно различаются.  
В задачах волновой динамики анализ влияния определений эффективных 
физических постоянных ФГМ на погрешность решения спектральной задачи 
отсутствует. 

В случае ФГМ с быстро изменяющимися свойствами (в соответствии  
с классификацией [35]) для определения эффективных физических констант 
материала применяется микромеханический подход в сочетании с численными 
методами; см., напр., [3,8,51,66-71]. Как правило, используется конечно-
элементная модель ячейки периодичности (см., напр., [72]). Перспективным 
направлением является метод на базе асимптотического усреднения решений 
дифференциальных уравнений теории упругости (в том числе и нелинейных) с 
быстроосциллирующими коэффициентами [73-76]. 

В рассматриваемом классе задач вводятся зависимости эффективных 
физических констант (1.1) от координат mξ , определяемые объемной долей одной 
из структурных составляющих в суммарном объеме среды. Как правило, 
принимаются перечисленные ниже зависимости ( ) [ ]0,1mq ξ ∈  [8,35,36]  
для одноосно (a) и двухосно-градиентных (b) ФГМ: 

Степенная зависимость 
( ) ( ) ( )( )3 3 11

1 2 1 2 ;a : ,
n

q q q q h n−ξ = + − + ∈ξ   (1.11) 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 32 3 2 1 3 11
1 2 1 2,32 .b : , ,

n n
q q q q h a n− −ξ ξ = + − + ξ ∈ξ   (1.12) 

Экспоненциальная зависимость 
( ) ( ) ( )( )3 1 3a : exp ln 2 ;t b tq q h q q h− x = x +   (1.13) 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3
0,0 2 2 3b : , exp .q q k k xx  = b x + b x   (1.14) 

Тригонометрическая зависимость: 

( ) ( ) ( )3 3 11 1
2 2a ;: sin ,q C n h

γ
− ξ = − a π ξ + φ γ ∈   (1.15) 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 1 2 1 3
2 2 2 3 3 3 2,3b .: , 1 sin sin ,q l n l n l

γ
− − ξ ξ = − π ξ +ϕ π ξ +ϕ ∈   (1.16) 

Сигмоидальная зависимость для одноосного ФГМ: 

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

3 1 3 3

3 1 3 3

1 2 2 2, 0, 2 ;

2 2 2, 2,0 ;

n

n

q h h h

q h h h

−

−

 ξ = − − ∈ξ ξ 

 ξ = − ξ ∈ξ − 

 (1.17) 

Закон Торнабене [77], [78], [8] с тремя (1.18) и четырьмя (1.19) параметрами 
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( ) ( )3 1 2 1 2 ,
pcq z h b z h ξ = − + +   (1.18) 

( ) ( ) ( )3 1 1 2 1 2 .
pcq a z h b z h ξ = − − + +   (1.19) 

Физические постоянные ФГМ в общем случае температурозависимы [36], 
особенно при высоких температурах [79,80]. Большинство моделей ФГМ 
используют аппроксимацию (1.20) [81], или более простое приближение (1.21) 
[82] 

( ) ( )1 2 3
0 1 1 2 31 ;P T p p T p T p T p T−

− +≈ + + +  (1.20) 

( ) ( )2 3
0 1 2 31 .P T p p T p T p T≈ + + +  (1.21) 

 
1.3. Общие определения и постановки задач динамики. 

 
Рассматриваемые задачи опираются на постановку динамической задачи 

линейной теории упругости для тела 3V ⊆   с границей uV S S Sσ∂ ≡ = ⊕  [83] 

( ) , ;i i
j k l t

ijklu F MC u V t Dρ = ∇ ∇ + ρ ∀ ∈ ∀ ∈∀∀  (1.22) 

( ) , ;
u

iijkl
k l j tM i M SS iC u q u t Du

σ

∗
∈∈

ν ∀ ∈=∇ =  (1.23) 

0 0
0 0 ,,i i i

t

i

t tt
u u vu

==
==   (1.24) 

[ ] { }0 1, 0tt D t t +∈ = ⊆ ∪  – время. Область V  отнесена к системе криволинейных 

координат 1 2 3Oξ ξ ξ . В случае бесконечной области V  краевые условия (1.23) 
заменяются условиями ограниченности в бесконечно удаленной точке [83] 

( ) ( )1 , ,m n
i mnu O r gr →∞ = ξ= ξ  (1.25) 

mng  – компоненты метрического тензора, ( )ijkl mC ξ  – компоненты тензора 

упругих постоянных среды (в общем случае анизотропной), ( )mρ ξ  – массовая 
плотность среды. Соотношения (1.22), (1.23) в операторной форме записи имеют 
вид [83] 

[ ] , ;i t
j Mu F D t DξΑ ∀ ∈ × ∀ ∈=   (1.26) 

[ ] { } .,j
ti j uM S M S tu Dp u∗

σ∀ ∈ ∨ ∈ ∀ ∈Β =  (1.27) 

Пусть далее 1 2, .,mn mng Dα
ξ∃ξ ∈= δ ξ ∈ ⊂   Под прогрессивной волной 

понимается следующее установившееся движение упругой среды [83] 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , exp , exp ;m

i i iu t U i t U i ctα α   x = x κ ω − κx = x κ κ −x     (1.28) 

iU  – амплитуда, κ  – волновое число, ω  – фазовая частота, c  – фазовая скорость 
волны. В силу линейности операторов Α ,Β  (1.26),(1.27) приводятся к виду (1.29) 

[ ] ( ) [ ]

[ ] ( ) [ ] { }

1
,

1
,

exp ,

exp .

j
i i

j
i i j

u i t U F

u i t U p uκ
∗

ω κ

ω

 Α ω − κx Α = 
 Β ω − κx =≡ 

≡

Β
 (1.29) 

При 0, 0j jF p= =  из (1.29) следует однородная линейная краевая задача 
[ ] [ ], ,0; 0.i iU Uω κ ω κΑ = Β =  (1.30) 

Система (1.30) порождает спектральную задачу (1.31) 
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( )0 , 0,iU D∃ ≡ ⇐ ω κ =/  (1.31) 

где ( ), 0D ω κ =  – дисперсионное уравнение [84], следствием которого является 

зависимость фазовой частоты ( )ω = ω κ  или фазовой скорости ( )c c= κ   
от волнового числа κ . Установление данных зависимостей является основной 
целью решения задачи о дисперсии прогрессивных волн в упругой среде [85-87]. 

Пусть [ ]3 ,hh− +ξ ∈ ⊂  , Consth± = , 0h h h+ −= − > , т.е. рассматривается слой 
толщиной h . Прогрессивные волны в слое, порождаемые интерференцией 
гармонических волн расширения (p-волн) и сдвига (s-волн), многократно 
отраженных от лицевых поверхностей, и распространяющиеся без изменения 
формы, называются нормальными [87]; любое волновое поле в слое может быть 
описано суперпозицией нормальных волн. Важным частным случаем нормальных 
волн являются волны Лэмба [88,89], детальное исследование которых для [90] 
изотропного однородного материала приведено, например, в [85,91,92]. 
 
 

2. МАТРИЧНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ О ДИСПЕРСИИ 
НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН В НЕОДНОРОДНЫХ ТОНКИХ ТЕЛАХ 

 
Матричные методы были впервые разработаны для решения задачи  

о дисперсии сейсмических волн в неоднородной среде [93-95]; см. также [91]. 
Матричный подход основан на приведении уравнений движения к системе 
уравнений первого порядка на основе формализма Штро [96,97] или Коши [90]. 

В общем случае распространения в ФГМ нормальной волны (1.28) вдоль 
прямолинейной оси 1Ox  уравнения движения (1.22) и приводятся к операторной 
форме записи (1.29), причем оператор A[ ]iu  имеет следующий вид (2.1) [90,98] 

( ) ( ) ( ) ( )

2

1 2 3 12 2A A A A ; A ;ij ij ij ij iklj
k l

d d n n C
d d

= + =
ς ς

+     (2.1) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 3A ; A ;ij iklj iklj ij iklj ij
k l k l l k k ln n dC d n n C C c= + n + n = nn  −ρ dς  (2.2) 

kn  – компоненты вектора единичной нормали на лицевых поверхностях пластины 
постоянной толщины 2h , kν  – компоненты единичного волнового вектора [98],  
c  – характерная скорость распространения волны, i

ii nς = κξ  – безразмерная 
комплексная координата [90,98]. Введение новой векторной неизвестной ( )C ςY  

( )d d= ςY U U          (2.3) 
обеспечивает приведение уравнения движения (1.29) с оператором A , 
определенным соотношениями (2.1) и (2.2), к нормальной форме Коши [90,98] 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 12

1 3 1 2

0
, A A .

A A A
,

A

ij
ik j ij

ik j ik jC C kC C
k k

d
dx

=⋅
 d

= = d  − − 
YY A A  (2.4) 

Однородные силовые краевые условия на поверхностях i hς = ± κ  имеют вид 

( ) ( )( ) ( )4 1 4A A , A ., ij ij ij iklj
C

h
C i Ch k ln C

ς=± k ς=±
= == n⋅Y B0B   (2.5) 

Формализм Штро [96] для ФГМ приводит к вектору состояния системы ( )S ςY  

( ) ( ) ( )( )3 3
1 4; ,i i ij ij

S i jS S A d d A U= = ς= +Y U S S r     (2.6) 
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и, соответственно, к векторному уравнению первого порядка (1.29) в форме (2.7) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

5 6

1 4 1

A A
, ;

A A A

ij i
k

S S kj
jk

S
k

S
j

d
d

 
 ⋅ ==
 ς  

Y A Y A      (2.7) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

5 6 1 .A ; A Aij iklj ij
k l k l

i klij
k l ll k jk

dn n
d

n n d d n CC c 
 ς


= +n +

ς
= −n + n ρ d 


 

Здесь 3iS  – вектор напряжения на плоскостях Constς = . Однородные краевые 
условия на поверхностях i hς = ± κ  в случае формализма Штро принимают вид 

( ), 0 .ij
S Si hS ς=± κ

⋅ = = δY 0 BB        (2.8) 

Решение уравнений (2.4) или (2.7) записывается так [98,99] 
( ) ,,, ,expC S C SC Sς ⋅= AY C         (2.9) 

,C SC  – комплексный вектор констант интегрирования, определяемых из (2.5), (2.8). 
Дисперсионное уравнение следует при подстановке решения (2.9)  

из условия существования нетривиального решения (2.5) или (2.8) относительно 
констант C . 
 

2.1. Неявное решение дисперсионного уравнения для ФГ волновода. 
 

Решение дисперсионного уравнения для ФГМ в неявном виде получено  
в работе [98]. Автором рассмотрено вспомогательное матричное уравнение (2.10) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
C Cd d d d −ς ς = ς ⋅ ς ⇒ ς ς ⋅ ς = ςEEE AE A  (2.10) 

при 0C ≠E , имеющее решение ( ) ( )expC ς = ς +  F AE , где введено обозначение 

( ) ( ) ;C dς ς ς= ∫F A  (2.11) 

в силу (2.1) ( ) ( ) ( )1 3 0A 0, 0Aij ij≠ ≠ ⇒ ς ≠E . Решение уравнения (2.4) имеет вид 

( ) ( ) .C Cς ς= ⋅E CY  (2.12) 
Из краевых условий на поверхностях пластины, т. е. при i hς = ± κ , следует 

( ) ( )
( ) ( )

C

C

ikh

i

ikh

ih kk h−

⋅ =

⋅ = −

E C Y

C YE
( ) ( ) ( ) ( )1 .CC i h iki h i hh −⇒ − k − kk ⋅ ⋅= EY E Y  (2.13) 

С учетом (2.13) и взаимосвязи векторов состояния CY  и SY  в форме (2.14) 

( ) ( )4 1

0
, , 0,

A A

ij

ij ijS C

 δ
⋅ = ≠  

 
= Z Y Z ZY  (2.14) 

строится передаточная матрица ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1ikh ikh ikhi h ikh −− ⋅ ⋅ ⋅k = −T ZZ E E  [98] 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1

,

exp .

S

i h

Ci h

S i h

i h i

i

h d

h i h
κ−

− κ

⋅ − κ

 − κ ⋅ κ = − ς ς 

κ = κ

 ∫

Y T Y

E E A
 (2.15) 

Уравнение (2.15) связывает переменные Штро при ,i h i hς = − κ ς = κ . 
Следующее из (2.15) и краевых условий (2.8) Дисперсионное уравнение [98]  
по форме записи совпадает с дисперсионным уравнением для однородной 
пластины 

( ) ( ) ( ) ( )T 0, .iji h⋅ δκ =⋅ =0 I IT I 0  (2.16) 
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В работе [98] получены неявные решения для экспоненциально-градиентной 
пластины ( 0 0,ijkl ijkl xC C e e ςl l= ρ = ρ ) в виде ( ) ( ) ( )0

1 exp 2hi h i i h−− κ − κ λ  ⋅ κ = AEE   

и для линейно-градиентной пластины  ( ) ( )0 01 , 1ijkl ijklC x C x= +α ρ = ρ +α  в виде 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
1 expi h i h hi h i h i−  − κ − κ − κ − κ ⋅ κ = A AEE . Формализм Коши также 

применялся к решению дисперсионных задачам для ФГМ в работах [100,101]. 
Приближенное решение задачи о дисперсии волн может быть получено  

на основе аппроксимации ФГМ слоистым материалом. Решение (2.15)  
для изотропного слоя при Constρ = , ( )2

01λ = +αζ λ , ( )2
01µ = +αζ µ  получено  

в [102] 
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2
1 2 2 1 1 2 0

2
1 2 0 1 2 1 2 1 1 2 2

22 2
1,2 1,2 1,2 0

1 ,
1 1

exp lg 1 ,

m m c
m m c h m m h m m

m h m m c

 h − h h −h ρ
 =
 − −ρ +α h −h +α h − h 

 h = +α + +ω α 

T
 (2.17) 

и на его базе получена постановка задачи для ФГМ с произвольным законом 
( ).q ζ  Модель линейно-градиентного слоя принята за основу в [103,104]. Метод 

градиентных слоев позволяет существенно снизить их число по сравнению  
с аппроксимацией однородными слоями (см. напр. [102-106]). Метод решения 
изложен в [105,107-109] на примерах для ФГ цилиндров. 
 

2.2. Метод передаточных матриц. 
 

Метод [93-95,110,111] опирается на постановку дисперсионной задачи (2.6)-
(2.8), дополненной условиями сопряжения на границах раздела слоев 

( ) ( ) ( ) ( )1 ., 0,1 1k k
k kh h k N− = …= −Y Y  (2.18) 

Рассматривается условный материал, образованный пакетом слоев, т.е. 
[ ]13 1

1 10
, , ; .N N

k k kkk
h h h h−

+ ==
ξ ∈ ⊂ = ξ ∈∑ 



 
Решение (2.9) задачи (2.6)-(2.8) для 1-го слоя может быть представлено  

в виде 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1

1 1 1
1

1 0 , exp , , ;S S Sh h h h⋅ = ω κ= =T Y T AY A A  (2.19) 

с учетом (2.18), (2.19) уравнение, связывающее значения Y  при 3 0,hξ =  имеет 
вид 

( ) ( ) ( )1

0
0 .N k

k
h −

=
= ⋅∏Y T Y  (2.20) 

Трансцендентное дисперсионное уравнение (2.21) следует из краевых 
условий (2.8) как условие существования нетривиального решения Y  [110] 

( ) ( ) ( )1

0
0 0, 0 0N k

S S k

−

=
 ⋅ ⋅ ⋅ ⇒= = ∏B Y B T Y  

( ) ( ) ( )1

0
, 0, 0 .N k

S S ijSk

Τ−

=
⋅ ⋅ω k = = δ∏ BB Τ B  (2.21) 

В силу (2.20) размерность матрицы в (2.21) не зависит от числа слоев.  
В то же время метод неустойчив из-за экспонент с действительными 
положительными показателями в (2.19), вызывающих переполнение [111]; 
неустойчивость возникает при росте величины 1hc−ω  хотя бы для одного слоя 
(FST, т.е. «frequency-slowness-thickness» проблема, подробно  описанная в [111], 
см. [112-114]); таким образом, метод мало пригоден для высокочастотных волн,  
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а в случае ФГМ переход к модели неоднородных слоев не приводит  
к существенному улучшению. В ряде современных работ устойчивое решение 
задачи на базе метода передаточных матриц получено за счет что вычислений на 
базе алгоритмов, предложенных в [115,116], с мантиссой до ~50…1000 
десятичных разрядов [90,99,117,118]. Другой подход состоит в изменении 
формулировки метода. В ранних работах [112,119-122] устойчивость улучшалась 
методом дельта-операторов. В [123] повышение устойчивости метода достигнуто 
путем замены неизвестной Y  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )13 3
1 .ki

i
i

k k
k k

iu u
Τ

−

Τ−σ ⋅σ = Τ  (2.22) 

Здесь ( )kT  – блочная матрица 4 4× , имеющая смысл жесткости k -го слоя. 
Рекуррентное соотношение для передаточной матрицы системы K  слоев имеет 
вид 



( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 11 1 1 1 1 1
11 11 22 21 12 11 22 12

1 11 1 1
21 11 22 21 22 21 11 22 12

,
K K k K K K k K k

K

k k K K k k k K k

− −− − − − − −

− −− − −

 + ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ =
  ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 

T T T T T T T T T
T

T T T T T T T T T

        

        

 

где ( )1K−T  – матрица для системы 1K −  слоя, ( )kT  – матрица k -слоя. Метод 
матриц жесткости [123] для системы N  слоев приводит к 55( 1)N −  операциям 
умножения; в случае метода передаточных матриц требуется 64( 1)N −  операция 
умножения. Асимптотический вариант метода описан в работах [124,125];  
см. также [126]. 

Метод матриц применяется в настоящее время, в том числе для ФГ 
волноводов. Так, в работе [127] получено решение для волн Лэмба в упругих 
ФГМ, в [128] – для волн Лява в пьезоэлектроупругих экспоненциальных ФГМ,  
а в [129] – для волн напряжений в ФГ цилиндрических оболочках с жидкостью. 
Метод [123] использован для исследования волн Лява в пьезоэлектроупругих 
ФГМ [130]. 

2.3. Метод матриц рассеяния. 
 

Метод матриц рассеяния предложен в работе [131] для устранения 
неустойчивости метода передаточных матриц при больших 1hc−ω . Постановка 
соответствует (2.6)-(2.8), а вектор состояния Y  определен суперпозицией 6 
парциальных мод волн, характеризующихся собственными значениями 1s v−=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 ,k k k⋅ ⋅ξ = ξY F Δ a  (2.23) 
( ) ( )3

2,diag exp 2 .k
ii s = − pω x Δ  

Здесь ( )kF  – 6 6×  матрица собственных векторов, матрица ( )kΔ  описывает 
зависимость компонентов Y  от 3ξ , ( )ka  – вектор амплитуд парциальных волн. 
Передаточная матрица связывает векторы на двух поверхностях раздела 

( ) ( )
3 3

1, :k k−ξ ξ  

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )1 113 3
1 , .k k kk k

k k kk k h
−− −

−
 ⋅ ⋅ξ = ξ = Y T FY F ΔT  (2.24) 

Для системы слоев передаточная матрица записывается следующим образом 

( )( ) ( )
( )13

0
.m k

m kk
−

=
ξ =∏Y T  (2.25) 

Переходные матрицы слоя (2.24) и системы (2.25) содержат экспоненты, 
порождающие неустойчивость метода. Идея авторов [131] заключается в явном 
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разделении парциальных мод в слое ( ) ( ) ( )3k kξ ⋅Δ a  на падающие и отраженные 
моды 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

3

3

3

3
0

.
0

k

k k
k k

k k

+ +

− −

 ξ  
 ≡ ξ ⋅ =    ξ   

ξg
Δ a

Δ a
Δ a

 (2.26) 

Здесь «+ » обозначает отраженную моду, «− » – падающую. В отсутствие 
источников на поверхностях отраженная от поверхности раздела однозначно 
определяется падающими волнами в каждом слое. Матрица ( )kR , описывающая 
отражение волн от нижней поверхности k -го слоя, определяется соотношением 

( )
( )( ) ( ) ( )

( )( )3
1

3
1 .k k

k
k

k
+−

− −ξ ⋅ ξ= gg R  (2.27) 

Рекуррентное соотношение, аналогичное (2.25), строится следующим 
образом. Однородное краевое условие на нижней поверхности пластины имеет 
вид 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )31

0

113
0 ,Τ− Τ ξ =   ⋅ ⋅ ξ ≡ ⋅I 0 Y A BF bg  (2.28) 

где ( ) ( )44 44 ,× ×A B ; отсюда с учетом (2.27) ( ) 11 −= ⋅R B A . Далее, падающие  
и отраженные от поверхностей раздела слоев моды связаны соотношением (2.29) 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )3 3 .k
k

k k
kk

k k
khh + +− −ξ = − ⋅ ⋅ ⋅ ξg R gΔ Δ  (2.29) 

С учетом (2.29) и условия непрерывности вектора состояния на границе 3
kξ  

( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )3
11 13 kk k

k
k

k

−+ +ξ = ⋅ ⋅ ξF gg F  (2.30) 

матрица отражения для 1k + -го слоя определяется произведением ( ) 11k+ −= ⋅R CD , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11k k
k

k k
k

k hh
Τ−Τ +−+ ⋅−≡ ⋅ ⋅ ⋅F ΔC D F I R Δ  (2.31) 

и не содержит, в отличие от традиционного метода переходных матриц, больших 
чисел, так как элементы диагональных матриц ( ) ( )k

kh− −Δ  и ( ) ( )k
kh+Δ  по модулю 

не превосходят единицы, что гарантирует устойчивость рекуррентных 
вычислений. 

2.4. Метод реверберационных матриц. 
 

Метод реверберационных матриц был предложен первоначально для задач 
динамики плоских ферм, рам [132], затем для задач акустики 
стратифицированных жидкостей [133] и, наконец, для слоистых упругих тел 
[134,135]. В [136] метод использован для построения дисперсионных кривых ФГ 
пластины в приближении слоистого материала с однородными изотропными 
слоями. Задача динамики поставлена в потенциалах [85], [83]: 2 2 2

1t c ϕ∂ ϕ ∂ ∆= ,
2 2 2

2t c∂ ∂ = ∆ψ ψ  

( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 1
0 0exp , expi t i tϕ ⇒= ϕ x κx −ω ψ = ψ x κx −ω  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3 3 2 2 2
0 1 1 2 1 1 1

3 3 3 2 2 2
0 1 2 2 2 2 2

exp exp , ;
exp exp , ;

A iC A iC C c
B iC B iC C c

 ϕ x = x + x = ω − κ 
ψ x = x + x = ω − κ

 (2.32) 
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( )1 2c = λ + µ ρ , 2c = µ ρ . Перемещения и напряжения, соответствующие 
плоской задаче, при учете решения (2.32) записываются следующим образом 
[136] 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

13 3 3 3
1 1 2 2

13 3 3 3
1 1 2 2

1 1 2 2 1 2

2 1 1 2 1 2

;

;

i tiC iC iC iC

i tiC iC iC iC

u i A e A e iC B e B e e

u iC A e A e i B e B e e

κξ −ωξ − ξ ξ − ξ

κξ −ωξ − ξ ξ − ξ

 = κ + − − 
 = + + κ + 

 (2.33) 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

13 3 3 3
1 2 2 2

13 33 3
2 2

2 2
33 2 1 2 2 1 2

2 2
13 1 1 2 2 1 2

2 ;

2 .

i tiC iC iC iC

i tiC iCi i

C A e A e C B e B e e

C A e A e C B e B e e

κξ −ωξ ξ ξ − ξ

κξ −ωξ − ξκξ − κξ

 σ = −µ − κ + − µκ − 
 σ = − µκ − +µ − κ − 

 

Идея метода [134,136] заключается во введении локальных координат 
( )1 ,k kx +  ( )1k kz + , связанных с k-й поверхностью раздела слоев материала, а также 

двухиндексной нумерации слоев: ( )1k k + -й слой толщиной ( ) ( )1 1k k k kh h+ +=  
ограничен k-й и 1k + -й поверхностями. Так, на поверхности k  определены 
координаты ( ) ( )1 1k k k kx x− += − , ( ) ( ) ( )1 1 1k k k k k kz h z+ + += − . Для физических констант слоя 
полагаются справедливыми условия симметрии: ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1,k k k k k k k k− − + +λ = λ µ = µ . 

Решение (2.33) для ( 1)k k − -го слоя в его локальных координатах имеет вид 
( ) [ ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1( 1)
1 1

1 1
2 2

1 1 1
1 1 2

1 1
2 1 2 ;

k kk k k k

k k k kk k

k k k k k kiC z iC z

k k k k i x tiC z iC zk

u i A e A e

iC B e B e e

−−

− −

− − − −

− − k −ω−

= k + −

− − 

 (2.34) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

1 1 1
3 1 1 2

1 1
1 2 ;

k k k kk k

k k k kk k

k k k k k kiC z iC zk

k k k k i x tiC z C z

u iC A e A e

i B e B e e

− −

− −

− − − −

− − k −ω−

= − +
+ k + 

 (2.35) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

21 1 12
33 2 1 2

1 1
2 1 22 ;

k k k kk k

k k k kk k

k k k k k kiC z iC zk
k

k k k k i x tiC z iC zk
k

C A e A e

C B e B e e

− −

− −

− − − −

− − k −ω−

σ = −µ − k + −
− µ k − 

 (2.36) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

1 1 1
13 1 1 2

2 1 12
2 1 2

2

.

k k k kk k

k k k kk k

k k k k k kiC z iC zk
k

k k k k i x tiC z iC zk
k

C A e A e

C B e B e e

− −

− −

− − − −

− − k −ω−

σ = − µ k − +
+µ − k + 

 (2.37) 

На k-й границе раздела ( ) ( )( )1 1 0k k k kz z− += =  ставятся условия непрерывности 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 3 3 33 33 13 13; ; ;k k k k k k k k k k k k k k k ku u u u− + − + − + − += − = σ = σ −σ = σ  (2.38) 
с учетом (2.34)-(2.37) условия сопряжения решений (2.38) записываются в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

4 4 4 4
, ; , ;k k k k k k kk kk S S

−

αβ αβ
× ×

 ⋅ = ⋅ == =d α S S S S SS
   

 (2.39) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

11 11 13 13 22 22 24 24

1 1
12 12 2 14 14 2 21 21 1 23 23 1

2 2
31 31 42 42 2 32 32 2

;

; ; ; ;

; 2 ;

k k k k k k k k

k k k k k k k kk k k k

k k k k k kk k
k k

S S S S S S S S

S S C S S C S S C S S C

S S S S C S S C

+ +

= − = − = = = − = = − = k

= = − = = = = = =

= − = = − = −µ − k = = − µ

       

       

     
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21 2
33 33 44 44 1 2

1 1
34 34 41 41 1 2 43 43 1 1

;

2 ; 2 .

k k k k k
k

k k k k k kk k
k k

S S S S C

S S S S C S S C

+
+

+ +
+ +

= − = = − = −µ − k

= = = = µ k = − µ k

   

     

 

Здесь ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
2 2 2 2

k k k k k k k k kA B A B− − + +=a  – вектор амплитуд падающих волн,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

1 1 1 1
k k k k k k k k kA B A B− − + +=d  – вектор амплитуд излученных волн. Основное 

уравнение (2.39) связывает амплитуды волн на k-й поверхности раздела слоев. 
Однородные краевые условия на лицевых поверхностях пластины имеют вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 0, 0,0 00 ,, ; ;N N N N N N−
 ⋅ = ⋅= = ⋅  d a d S a S SS S
 

 (2.40) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 21, 2 1, 2 1, 1,
2 2 2 20, 0,

2 21, 1, 2 1, 2 1,
1 2 1 2

2 2
; .

2 2

N N N N
N N

N N N N

C C C C

C C C C

   − κ κ κ − κ   = =      − κ − κ − κ κ −   

S S
 

 

Ансамблирование матриц (2.39)приводит к системе 4N  уравнений 
( ) ( ) ( )( )0 1, diag ,N⋅ = …=d S a S S S S  (2.41) 

позволяющей исключить амплитуды излученных волн ( ) ( )( )0 N Τ
= …d d d . Так как 

волна, излученная источником на k-й поверхности в системе координат ( )1, k kx z − , 
является волной, падающей на k-ю поверхность в системе координат ( )1, k kx z − , то 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 11 1 1 1
1 1 1

1 1
2 2 12 2 ,k k k k k k k k k k k kk k k k kkA A B AB A BB − − −Τ− − − − − −⋅= P  (2.42) 
( ) ( )1 2 1 21 diag .

k k k k
k k k kk k iC h iC h iC h iC he e e e− = − −P  

Уравнение (2.42) определяет сдвиг фаз при перемене координат, P  – 
глобальная матрица фаз. Вектор амплитуд падающих волн имеет следующий вид 

( ) 2 2 2 20 0 0 0
4 4

2 2 2 2

, diag , .× ×
×

× ×

 
⋅ ⋅ = … =  

 
=a

0 I
U d U U U UP U

I 0
 (2.43) 

С учетом (2.41), (2.43) уравнение для амплитуд излученных волн d  имеет 
вид 

( ) 0, ,⋅ = = ⋅− ⋅d R S PR UI  (2.44) 
условием существования решения 0≡/d  является дисперсионное уравнение (2.45) 

0.− =I R  (2.45) 
Так как ни один элемент матриц рассеяния S , фаз P  и перестановок U   

не содержит экспоненциально растущих членов, метод [136] безусловно устойчив 
при больших частотах и волновых числах, но неустойчив при частотах, близких  
к нулю. В работе [137] модифицированный метод реверберационных матриц  
с новым определением компонентов вектора состояния применен к решению 
задачи о динамике пьезоэлектроупругого полого ФГ цилиндра с жидким 
наполнителем. 

2.5.  Метод глобальных матриц. 
 

Метод предложен в работах [138-142]; см. также [143]. Задача динамики 
однородного изотропного слоя формулируется в потенциалах 

( ) ( )1 1exp , exp ,L SA i t A i tϕ = κx −ω = κx −ωψ   
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,L SA A  – амплитуды волн дилатации и сдвига; перемещения и напряжения в слое 
связаны с амплитудными величинами следующим матричным уравнением [111] 

( ) ( )1 3 33 13

1 1
1 1 2 2 2 2

1 1
1 1 1 1 2 2

1 2 2 1
1 1 2 2 2 2 2 2

2 2 1 1
2 1 1 2 1 1 2 2

2 2
2 2

L L S Su u A A A A

g g C g C g
C g C g g g
i Bg i Bg i c C g i c C g

i c C g i c C g i Bg i Bg

+ − + −

− −

− −

− −

− −

σ σ =

 κ κ −
 

− −κ −κ =  ρ − ρ − ρκ ρκ
  κ − ρκ ρ ρ

⋅



D

D
 (2.46) 

( ) ( )3 3 2 2 2
1 1 2 2 2exp , exp , 2 ;g iC g iC B c= x = x = ω − κ  (2.47) 

, ,,L S L SA A+ −  – амплитуды волн, набегающих на границу смежных слоев сверху  
и снизу, соответственно. Условия непрерывности решения на границе имеют вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1k k k k k k k k k k
B L L S S T L L S SA A A A A A A A

T− − − − −
+ − + − + − + −

T
⋅ ⋅ ⇒=D D  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 0.k k k k k k k k k k
B T L L S S L L S SA A A A A A A A− − − − −

+ − + − + − + −− =D D  (2.48) 

При условии движения волн ,L S+ +  от верхней поверхности слоя, волн 
L −  и S −  – от нижней поверхности слоя, матрицы ( )1k

B
−D  и ( )k

TD , следующие  
из (2.46) и входящие в краевые условия (2.48) и связывающие вектор состояния  
на нижней поверхности 1k − -го слоя и верхней поверхности k-го слоя, 
записываются так 

1 2 2 2

1 1 1 2
2 2

1 2 2 2 2 2
2 2
2 1 2 1 1 2

;
2 2

2 2

T

g C C g
C C g g
i B i Bg i c C i c C g

i c C i c C g i B i Bg

κ κ − 
 − −κ −κ =
 ρ ρ − ρκ ρκ
 

ρκ − ρκ ρ ρ 

D  

1 2 2 2

1 1 1 2
2 2

1 2 2 2 2 2
2 2
2 1 1 2 1 2

.
2 2

2 2

B

g C g C
C g C g
i Bg i B i c C g i c C

i c C g i c C i Bg i B

κ κ − 
 − −κ −κ =
 ρ ρ − ρκ ρκ
 

ρκ − ρκ ρ ρ 

D  

Система условий сопряжения решений (2.48) для всех слоев имеет вид [111] 
( ) ( )

( ) ( )

1 2

2 3
0, .B T

B T

ΣΣ
 − …

⋅ = =   − … 

D D 0
D

0
A D

0 D D 0
 (2.49) 

( ) ( ) ( )( )1 2 3= …A A A A  – ансамблированный вектор амплитуд. Дисперсионное 

уравнение 0Σ =D  – условие существования 0≡/A . Так как ΣD  содержит только 

затухающие экспоненты [111], метод устойчив, однако размерность матрицы ΣD
равна ( )4 1N − , где N  – число слоев, что требует специальных алгоритмов поиска 

корней характеристического уравнения [144]. Кроме того, матрица ΣD  
вырождается при близких волновых числах пластины и k-го слоя,  
т.е. при отсутствии взаимодействия волн в слое, движущихся вдоль его границ 
[111]. 
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2.6.  Метод рядов Пеано. 
 

Метод предложен в работах [145] и [146]. Рассматривается нормальная 
волна 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 3 3 1 3 3

3, , , , , ,i ct i ct
i i i iu t A e t F eκ ξ − κ ξ −
ξ ξ = ξ σ ξ ξ = ξ  (2.50) 

c = ω κ  – фазовая скорость волны. Аналогично (2.6) вводится вектор состояния ,Y  
( )i= κY A F  (2.51) 

причем авторами рассмотрены различные варианты – формализмы Штро (2.51) 
[96], Томсона-Хаскелла [93], [95], Ингебригтсена-Тоннинга [147] в рамках единой 
формулировки (см. [145]). Уравнение (2.7) записывается следующим образом 

( ) ( )3 30, , , ,d d− ξ = = ξ κ ωQ Y Q Q  (2.52) 

пара аргументов матричной функции Q  – ( ),κ ω , ( )1,c−ω  либо ( ),cκ  
определяется применяемой формулировкой [93], [95], [96], [147]. Решение (2.52) 
имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
3 1 3
0 0

3 3 3 3 3 3
0 ; ,, , −ξ = ξ ξ ξ ξ =⋅ ξξ ⋅ ξY Y MM N N  (2.53) 

( )61…=N Y Y  – фундаментальная система решений, ( )3 3
0,ξ ξM  – матрицант [148].  

В частном случае однородной среды ( ) ( )3 3exp iα α αx = κ xY Ψ , где αΨ  – 
собственные векторы неполупростой матрицы Q  [148], следовательно, 

( ) ( )3 3 3 3
0 0, exp  xx  = x − x M Q . В случае слоисто-однородной модели ФГМ с N  

слоями 
( ) ( )( )13 3

0, exp 2 .k
N kk N

h
=

xx  =∏M Q  (2.54) 

В общем случае ФГМ матрицант определяется мультипликативным 
интегралом Вольтерры как ( ) ( )3 3 3 3

0 0, lim ,N N→∞ξ ξ = ξ ξM M , т. е. рядом Пеано [148] 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

3 3 3
0 0 0

3 3
0, d d d

ξ ξ ζ

ξ ξ ξ
…′ξ ξ = + ζ ζ + ζ ζ′ζ ζ +⋅∫ ∫ ∫M I Q QQ  (2.55) 

Решение (2.55) содержит (2.54) как частный случай и позволяет 
моделировать нормальные волны в слоистых композиционных материалах с ФГ 
слоями [145]. 

В случае задачи для ФГ пластины с однородными краевыми условиями  
на поверхностях 3 3 3 3,− +ξ = ξ ξ = ξ  матрицант записывается в блочной форме [145] 

( )
( ) ( )
( ) ( )

3 3 3 3
1 0 3 03 3

0 3 3 3 3
2 0 4 0

, ,
,

, ,

 ξ ξ ξ ξ
 ξ ξ =
 ξ ξ ξ ξ 

M M
M

M M
 (2.56) 

и является функцией распространения. В силу (2.53) однородным силовым, 
кинематическим или смешанным краевым условиям соответствует обращение  
в нули определителей соответствующих структуре Y  блоков матриц, а именно 

( )3
3

33
3, 0;0i

±ξ − +σ ξ= ⇒ ξ =M  (2.57) 

( )3
3 3

20 , 0;iu
±

− +ξ
= ⇒ ξ ξ =M  (2.58) 

( )3 3 43
3 30, , 0;0i iu

+ −ξ ξ − += σ ξ ξ= ⇒ =M  (2.59) 
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( )3 3
3

3
3

1 , 0.0, 0i iu
+ −ξ +ξ −σ ξ ξ= ⇒ == M  (2.60) 

Уравнения (2.57)-(2.60) являются дисперсионными соотношениями. 
Авторами [145] рассмотрен общий случай симметрии матрицы Q . В работах 
[149] и [150] метод рядов Пеано обобщен на случай пьезоэлектроупругих ФГ 
пластин, а в [146] – на случай анизотропных пьезоэлектроупругих ФГ волноводов. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Преимуществом матричных методов решения задачи о дисперсии 
нормальных волн является возможность принять за основу точное решение 
задачи не только для однородного элементарного слоя, но и для некоторых 
специальных случаев градиентных слоев при дискретном моделировании ФГ 
волновода, что позволяет достичь необходимой точности решения  
при относительно малом количестве слоев. При этом подходы на базе наиболее 
простого метода передаточных матриц, приводят к результирующей матрице 
задачи, размерность которой не зависит от числа слоев модели. С другой стороны, 
проблема неустойчивости вычислений метода передаточных матриц до сих пор  
не имеет исчерпывающего решения и требует вычислений с мантиссой  
до 100…1000 десятичных разрядов при высоких частотах. Метод 
реверберационных матриц обеспечивает устойчивость при высоких частотах, 
однако неустойчив при низких, кроме того, размерность матрицы зависит  
от числа слоев. Метод глобальных матриц также обеспечивает устойчивость 
вычислений при высоких частотах, однако размерность матрицы также зависит  
от числа слоев, кроме того, при определенных условиях матрица близка  
к вырожденной, что усложняет поиск корней характеристического уравнения. 
Перспективными направлениями развития матричных методов решения задач  
о дисперсии волн представляются метод рядов Пеано, обеспечивающий решение 
задачи для волновода с произвольной неоднородностью. Общей проблемой 
матричных методов является необходимость поиска корней характеристического 
уравнения, требующих сложных итерационных алгоритмов, особенно в случае 
вязкоупругих волноводов с диссипацией. Метод матриц жесткости также 
перспективен, так как сочетается с асимптотическим подходом и методами 
рекурсивного интегрирования [151] для ФГМ с произвольной зависимостью 
изменения физических констант от координат, кроме того, не требует 
итерационных алгоритмов, поскольку решение дисперсионной задачи сводится  
к классической проблеме собственных значений. 
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