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АННОТАЦИЯ 
 

Известный вариант определяющих соотношений модели нелинейного 
деформирования сплавов с памятью формы (СПФ) выражает приращения деформаций 
через приращения напряжений, параметра фазового состава и температуры, а также через 
сами величины напряжении, деформаций, параметра фазового состава и температуры. 
Однако для развития численных алгоритмов анализа термомеханического поведения 
элементов из СПФ в форме метода конечных элементов (метод смещений) необходимо 
иметь определяющие соотношения, разрешенные относительно приращений напряжений. 
Именно такая форма определяющих соотношений позволяет получить выражения для 
скоростной матрицы жесткости метода конечных элементов для СПФ. В ряде работ такое 
обращение получалось путем численного решения соответствующей системы 
определяющих соотношений. Такая численная процедура существенно замедляет 
процесс решения. В данной работе предлагается аналитический алгоритм обращения, 
использующий конкретные особенности структуры исходной системы определяющих 
соотношений, а именно тот факт, что линейный оператор с помощью которого 
приращения компонент девиатора напряжений входят в правую часть исходной системы 
определяющих соотношений является вырожденным (случай прямого превращения или 
обратного, но без структурного перехода), либо приращения компонент девиатора 
напряжений входят в правую часть исходной систем в виде двух слагаемых, 
определяемых через два различных вырожденных оператора (случай обратного 
превращения вместе со структурным переходом). Обращение определяющих 
соотношений получено для связанной постановки краевых задач, в рамках которой 
приращения компонент девиатора напряжений входят в правую часть исходной системы 
определяющих соотношений не только через уравнения для приращений компонент 
девиатора деформаций за счет упругого деформирования, фазового и структурного 
переходов, но и за счет используемых дифференциальных соотношений для параметра 
фазового состава. При рассмотрении учитываются, фазовое формоизменение, объемный 
эффект реакции фазового перехода, а также влияние переменности упругих модулей (как 
объемного, так и сдвигового) на приращение параметра фазового состава.  
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ABSTRACT 
 

A well-known variant of the constitutive relations of the model of nonlinear deformation 
of shape memory alloys (SMA) expresses the increments of strains through increments  
of stresses, the parameter of phase composition and temperature, as well as through the values 
of stress, strains, the parameter of phase composition and temperature themselves. However, for 
the development of numerical algorithms for analyzing the thermomechanical behavior  
of elements from the SMA in the form of the finite element method (displacement method), it is 
necessary to have constitutive relations resolved with respect to stress increments. It is this form 
of constitutive relations that allows us to obtain expressions for the incremental stiffness matrix 
of the finite element method for SMA. In a number of works, such an inversion was obtained 
numerically. Such a numerical procedure significantly slows down the solution process. In this 
paper, we propose an analytical inversion algorithm that uses specific features of the structure  
of the original system of constitutive relations, namely, the fact that the linear operator by which 
the increments of the components of the stress deviator enter the right part of the original 
system of constitutive relations is degenerate (the case of direct transformation or inverse, but 
without a structural transition), or the increments of the components of the stress deviator enter 
the right part of the original systems in the form of two terms, defined in terms of two different 
degenerate operators (the case of an inverse transformation together with a structural transition). 
The inversion of the constitutive relations is obtained for a coupled statement of boundary value 
problems, in which the increments of the components of the stress deviator are included in the 
right part of the original system of constitutive relations not only through the equations for the 
increments of the components of the deformation deviator due to elastic deformation, phase and 
structural transitions, but also due to the differential relations used for the phase composition 
parameter. When considering, the phase change, the volume effect of the phase transition 
reaction, as well as the influence of the variability of elastic modules (both volume and shear) 
on the increment of the phase composition parameter are taken into account. 
 
Keywords: shape memory alloys; model of nonlinear deformation; expression for stress 
increments; coupled statement 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Большинство известных систем определяющих соотношений для сплавов  
с памятью формы (СПФ) [1-11] представлены в форме явных зависимостей 
приращений (или скоростей изменения) тензора деформаций от приращений или 
скоростей изменения напряжений, параметра фазового состава и температуры,  
а также от самих напряжений, деформаций, параметра фазового состава  
и температуры. Определяющий процесс фазового перехода в СПФ параметр 
фазового состава (в простейшем случае величина объемной доли мартенситной 
фазы) чаще всего представлен явными выражениями через температуру  
и напряжения [1,12], пригодными для описания полных циклов фазовых 
превращений. Однако, для решения ряда прикладных проблем необходимо иметь 
явные выражения приращений (или скоростей изменения) напряжений  
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и параметра фазового состава через скорости изменения или приращения 
деформаций и температуры, а также самих напряжений, деформаций, 
температуры и параметра фазового состава. Такие явные выражения удобны при 
решении задач, использующих те или иные кинематические гипотезы типа 
гипотезы плоских сечений или прямых нормалей. В случае применения для 
решения краевых задач для элементов из СПФ метода конечных элементов  
в форме метода смещений, необходима формулировка скоростной матрицы 
жесткости, явно выражающей приращения напряжений через приращения 
деформаций. Для построения такой матрицы необходимы определяющие 
соотношения для СПФ в форме явных выражений приращений напряжений  
и параметра фазового состава через приращения деформаций и температуры,  
а также самих величин напряжений, деформаций параметра фазового состава  
и температуры. 

Аналогичная проблема обращения определяющих соотношений возникает  
в различных вариантах теории пластического течения [13], основанных  
на использовании ассоциированного закона течения. Вопрос о существовании  
и единственности такого обращения для моделей, основанных на постулате 
Друкера [14] исследован в [15]. Обращения конкретных вариантов теории 
пластического течения проводится, как правило, аналитически и используются  
в коммерческих пакетах прикладных программ ANSYS, ABAQUS и т.д. для 
построения скоростных матриц жесткости метода конечных элементов.  

Вопрос об обращении определяющих соотношений для СПФ исследован 
значительно меньше. В работах [16,17], связанных с анализом устойчивости 
элементов из СПФ с помощью метода конечных элементов, процедура обращения 
системы определяющих соотношений для СПФ в случае прямого мартенситного 
превращения без учета деформаций структурного перехода производилась 
численно. Однако в случае неоднородного напряженного состояния процедура 
такого численного обращения должна производиться для каждого конечного 
элемента и на каждой итерации по параметру нагружений, что существенно 
увеличивает время счета. В работах [18] такое обращение проведено для частных 
случаев простейшей линейной модели деформирования СПФ при фазовых 
превращениях без учета структурного перехода для конкретной задачи изгиба 
пластин. В [19,20] для построения матрицы жесткости аналитическое обращение 
определяющих соотношений проведено для частного случая учета только 
структурного перехода в СПФ. При этом применялся прием, аналогичный 
используемому при обращении определяющих соотношений теории 
пластического течения с изотропным упрочнением, состоящий в том, что сначала 
определяется приращение интенсивности напряжений, после чего удается найти 
все компоненты приращения девиатора напряжений. 

В данной работе изложен метод обращения системы определяющих 
соотношений модели нелинейного деформирования СПФ при фазовых  
и структурных превращениях [21,22]. Предложены соответствующие 
аналитические алгоритмы для всей совокупности термомеханических процессов  
в СПФ, включая как прямое, так и обратное фазовые превращения, 
сопровождаемые или нет структурным переходом. Полученные таким образом 
соотношения пригодны для построения скоростной матрицы жесткости МКЭ для 
СПФ как в общем трехмерном случае, так и для двумерных вариантов, 
опирающихся на известные кинематические гипотезы. 
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2. СИСТЕМА ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ ДЛЯ СПФ, 
РАЗРЕШЕННАЯ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРИРАЩЕНИЯ ДЕФОРМАЦИЙ 

 
Упрощенный вариант системы определяющих соотношений модели 

нелинейного деформирования СПФ при фазовых и структурных превращениях 
имеет вид [21,22] 

( )

( )

1 1, , , ,
2

1 1 ,

ije phst e ekk
ij ij ij kk ij

M A

M A

q q
K G K q K K

q q
G q G G

′σσ −′ε = ε + ε ε = ε = = +

−
= +

  (2.1) 

0 ,phst phst
ij ij ijq ′ε = ε δ + ε          (2.2) 

( )2 2
3 ,
2

ijphst
ij ij D st i i

i

d dq q d±
′σ′ ′ε = ω + ρ ϕ σ σ

σ
      (2.3) 

( )1 1
3 , .
2

phst
ij ij

ij D i ij
i q

+ −
′ ′σ ε

ω = ρ ϕ σ ω =
σ

      (2.4) 

Здесь , ,e phst
ij ij ijε ε ε  – полные, упругие и фазово-структурные деформации 

(температурными деформациями в силу их малости пренебрегается); ,ij iσ σ  – 
тензор и интенсивность напряжений, штрих у тензоров деформаций и напряжений 
обозначает соответствующий девиатор; ijδ  – дельта Кронекера; q  – объемная 

доля мартенситной фазы; ( ) ( ),K q G q  – зависящие от q  величины утроенного 
объемного модуля и модуля сдвига СПФ, ниже для сокращения записи аргумент 
q  у этих функций опускается; те же величины с нижними индексами M  и A  
обозначают значения этих модулей для мартенситного и аустенитного состояний 
соответственно; в (2.2) – 0ε  – линейная деформация объемного эффекта фазового 
превращения СПФ. Соотношения (2.3), (2.4) определяют приращения девиатора 
фазово-структурной деформации за счет фазовых и структурных переходов, 
верхний индекс + соответствует прямому ( 0>dq ), а верхний индекс минус – 
обратному превращению. В (2.3) stq q=  если происходит структурный переход, 
условием чего в простейшем случае является выполнение соотношений 

0>σ id  и max
ii σ=σ          (2.5) 

(интенсивность напряжений возрастает и равна максимальному значению за всю 
историю существования мартенситной части представительного объема СПФ). 
Если хотя бы одно из этих условий не выполняется, то 0=stq . Материальные 
параметры 1 2,D Dρ ρ  определяют точные верхние грани значений интенсивности 
деформаций, которые могут быть накоплены при прямом превращении  
или при нагружении в режиме мартенситной неупругости. Материальные 
функции ( ) ( )1 2,i iϕ σ ϕ σ  определяют формы диаграмм прямого превращения  
и мартенситной неупругости рассматриваемого СПФ. Штрих у этих функций 
обозначает их производную по iσ . Ниже для сокращения записи аргументы  
у функций ( )iσϕ1  и ( )iσϕ2  опускаются. Приведенные выше определяющие 
соотношения не учитывают влияние вида напряженного состояния на процесс 
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деформирования СПФ [23,24], и поэтому, строго говоря, могут использоваться 
для описания процессов, происходящих при неизменном напряженном состоянии. 
Соотношения (2.1)-(2.4) не учитывают влияние фазового механизма 
деформирования СПФ на структурный [25-29]. 

Изменение параметра фазового состава (объемной доли мартенситной фазы) 
q  в полных циклах фазовых превращений может быть определено по формулам 

[1] ( )( )0.5 1 cosq t±σ= − π , где для прямого фазового превращения [22] 

( )0
00

0 0 0 0, , ,ij ij ij kks s
s s

s f s f

ZM T M Tt t M M
M M M M S

+σ
+ + σ
σ

′ω σ + σ +σ ε− −
= = = +

− − ∆
 

а для обратного фазового превращения 

( ) ( )

0

0 0 0 0

00

1 , ,

,

fs

f s f s

ij ij ij kk phst
s s i

A TT At t
A A A A

Z
A A

S

σ
− −
σ

−
σ

−−
= − =

− −

′ω σ + σ +σ ε
= + +ϕ ε

∆

     (2.6) 

( )
2 2

6 , , .kk i
ij A M A M

A M A M

K GZ K K K G G G
K K G G
σ ∆ σ ∆

σ = + ∆ = − ∆ = −  

Здесь 0000
fsfs A,A,M,M  – температуры начала (нижний индекс s ) и окончания 

(нижний индекс f ) прямого (символ M ) и обратного (символ A ) термоупругого 
мартенситного превращения в состоянии, свободном от напряжений и фазовых 
деформаций (верхний индекс нуль). Те же величины с верхним индексом σ  это 
характерные температуры фазовых переходов для нагруженных материалов. 
Выражение для sAσ  (2.6), по сравнению со стандартным вариантом [21,22], 
содержит дополнительное слагаемое ( )phst

iεϕ , описывающее эффект роста σ
sA   

с увеличением интенсивности фазово – структурных деформаций при нулевых 
напряжениях [30,31]. В простейшем варианте функция ϕ  может быть 

квадратичной ( ) 2Cϕ ε = ε  или экспоненциальной ( ) ( ){ }1 expd α
∗

 ϕ ε = − − ε ε  . 

Значения параметров этих зависимостей , , ,C d ∗ε α  для никелида титана 
приведены в [30]. Согласно (2.6) величина σ

sA  зависит от тензора −ωij , который,  
в свою очередь, зависит, согласно (2.4), от q . Таким образом, для обратного 
превращения явное выражении для q  отсутствует, сформулировано лишь 
трансцендентное уравнение для этой величины. 

В [32] предложены дифференциальные соотношения для параметра 
фазового состава, пригодные для произвольных (не обязательно полных) циклов 
фазовых переходов, интегралы которых для случая полных циклов фазовых 
переходов, происходящих под действием постоянных напряжений, совпадают  
с приведенными выше конечными соотношениями для q . Для прямого 
превращения эти дифференциальные соотношения имеют вид 

( ) ( )
0 0

1
, tg ,

2i kk
s f

q tFdq A d Bd SdT F
S M M

++
+ + σπ −  π

= σ + σ −∆ =  ∆ −  
  (2.7) 
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( ) ( )( )1 1 1 0, .
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i kk
D i i i
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+ ∆ σ ∆ σ ′= ρ ϕ σ +σ ϕ σ + = + ε  
 

Для обратного превращений 

( )1 2 ,
3

phst phst
ij ijphst phst

i kk ij ij i phst
i

dFdq A d Bd d SdT
S q

−
−

 ′ ′ε ε′ ′ ′= σ + σ + ε σ + ϕ ε − ∆
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0 0 ctg .
2f s

tqF
A A

−
− σ ππ
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Величина B  вычисляется для обратного превращения по такой же формуле, 
что и для прямого. Если обратное превращение происходит одновременно  
со структурным переходом, то 

( )2 2 .
3D i i

A M

GA
G G

−  ∆′= ρ ϕ σ + σ 
 

 

Если обратное превращение не сопровождается структурным переходом, то 

.
3

i

A M

GA
G G

− ∆ σ
=  

Для простейшего выражения функции ( ) ( )2phst phst
ij iC′ϕ ε = ε  формула (2.8) 

упрощается 
1 4 .

3
phst phst phst

i kk ij ij ij ij
Fdq A d Bd d C d SdT

S q

−
− ′ ′ ′ ′= σ + σ + ε σ + ε ε − ∆ ∆  

 (2.9) 

Согласно (2.8), величина dq  для модели, учитывающей влияние фазово-
структурных деформаций на σ

sA  при нулевых напряжениях, зависит от величины 
phst
ijd ′ε , которая, в свою очередь, согласно (2.3), (2.4), зависит от dq . Таким 

образом, соотношении (2.8) в рамках этой модели является не явным выражением 
для dq , а лишь линейным уравнением для определения этой величины. 

В приведенной выше системе определяющих соотношений для СПФ 
приращения напряжений входят в выражения для приращений упругих 
деформаций и приращений фазово-структурных деформаций (2.3) через величины 

idσ  и dq . Необходимые условия осуществления прямого фазового ( 0>dq ) или 
обратного фазового ( 0<dq ) а также структурного 0>σ id  превращений 
выражаются через величины , idq dσ , которые также зависят от приращений 
компонент напряжений. Для обращения системы определяющих соотношений 
необходимо исключить величины ijdσ  из правых частей всех этих 8 соотношений 
(шести уравнений для ijdε  и еще двух для dq  и idσ ). 

В данной работе предложены и осуществлены аналитические подходы  
к исключению приращений напряжений из правых частей всех восьми 
упомянутых выше соотношений в общем случае модели, описывающей и фазовые 
(как прямые, так и обратные) превращения, так и структурные переходы.  
В зависимости от рассматриваемого процесса, проблема сводится к одному 
линейному уравнению для одной искомой скалярной переменной или к системе 
двух линейных уравнений для двух искомых скалярных переменных. 
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3. ОБРАЩЕНИЕ ДЛЯ СЛУЧАЯ ПРЯМОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ 
 

Приращения девиатора полных (фазово-структурных и упругих) 
деформаций определяются для прямого превращения, согласно (2.1), (2.3)  
по формуле 

( )1 1 2 2
3 .

2 2 2
ij ij

ij ij D D i
A M i

d Gd dq dq q d
G G G

′ ′σ σ ∆′ ′ ′ε = + σ + ρ ϕ +ρ ϕ σ  σ 
  (3.1) 

Если не учитываются структурные превращения, в (3.1) следует положить 

2 0′ϕ =  и слагаемое с idσ  в правой части (3.1) отсутствует.  
Дифференцируя выражение для полной объемной деформации 

( ) 03kk
kk q

K q
σ

ε = + ε , получаем 

03 , .
3

kk kk
kk

A M

d Kd Bdq B
K K K
σ ∆ σ

ε = + = ε +       (3.2) 

Формально обращая (3.2), находим 
( )[ ]3 .kk kkd K q d B dqσ = ε −         (3.3) 

Выражение для dq  при прямом превращении (2.7) представляем в виде 

i kkdq Mdt Nd Pd+= + σ + σ         (3.4) 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 1 1

1 20 0 0 0

1 tg , , ,
2

3
, .

i kk

D i i A M

i kk
s f s f

tM q N Mf P Mf

G G G Bf f
S M M S M M

σπ = π − = σ = σ 
 

′ρ ϕ +σ ϕ + ∆ σ
σ = σ =

∆ − ∆ −

 

Чтобы исключить величину kkdσ  из выражения для dq , подставим (3.3)  
в (3.4) 

3 .i kkdq Mdt Nd PKd BPdq+= + σ + ε −       (3.5) 
Решая уравнение (3.5) относительно dq  получаем искомое выражение 

,i kkdq mdt nd pd+= + σ + ε         (3.6) 

( )2 0 0, , , 1 3 .s fm M R n N R p PK R R B S M M = = = = + ∆ −   
Формально разрешая (3.1) относительно числителя первого слагаемого 

правой части, получаем 

{ }2 ,ij ij ij ij id G d A dq B d+′ ′σ = ε − − σ        (3.7) 

1 1
2 2

3 3, .
2 2 2

ijD
ij ij ij D

A M i i

GA B q
G G

+
′σ ρ ϕ∆′ ′= σ + = ρ ϕ σ σ 

 

Подставляя (3.6) в (3.7), получаем 

( )2 .ij ij ij ij ij i ij kkd G d A mdt A B d pA d+ + + + ′ ′σ = ε − − + σ + ε
 

   (3.8) 

Легко видеть, что 

3 .
2

ij ij
i

i

d
d

′ ′σ σ
σ =

σ
          (3.9) 
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Домножая обе части (3.8) на 3
2

ij

i

′σ

σ
 и сворачивая по обоим индексам с учетом (3.9) 

получаем уравнение для определения idσ  

( ){ }3 .i ij ij ij ij ij ij ij ij i ij ij kk
i

Gd m A dt A n B d p A d+ + + +′ ′ ′ ′ ′ ′σ = σ δε − σ − σ +σ σ − σ ε
σ

(3.10) 

Решая уравнение (3.10), находим 

( )( )
( )

3
.

3

ij ij ij ij ij kk

i

i ij ij ij ij

G d A m dt p d
d

G n A B

+ +

+

′ ′ ′ ′σ ε − σ + σ ε
σ =

′ ′σ + σ +σ
 (3.11) 

Вводя для сокращения записи обозначения 
2

3 1 1 4 2 2 5 1 3
2 , ,
3

i
ij ij D i ij ij D i

A M

Gf A f B q f f f
G G

+ ∆ σ′ ′ ′= σ = +ρ σ ϕ = σ = ρ σ ϕ =  

из (3.11) получаем 

( )
( )

3 3

5 4

3
.

3
ij ij kk

i
i

G d mf dt pf d
d

G mf f

+′ ′σ ε − − ε
σ =

σ + +
 (3.12) 

Подстановка (3.12) в (3.8) дает 

( ) ( )
( )

3 3

5 4

3
2 .

3
ij ij kk

ij ij ij ij ij
i

G d mf dt pf d
d G d A mdt A n B

G mf f

+

+ + +

 ′ ′σ ε − − ε ′ ′σ = ε − − + σ + +
  

(3.13) 

Подставляя (3.12) в (3.6), получаем 

( )
( )

3 3

5 4

3
.

3
ij ij kk

kk
i

G d mf dt pf d
dq mdt pd n

G mf f

+

+
′ ′σ ε − − ε

= + ε +
σ + +

 (3.14) 

Подставляя (3.14) в (3.3), находим 

( )
( )

3 3

5 4

3
3 .

3
ij ij kk

kk kk kk
i

G d mf dt pf d
d K d B mdt pd n

G mf f

+

+

  ′ ′σ ε − − ε  σ = ε − + ε +  σ + +    

(3.15) 

Соотношения (3.13), (3.15) являются искомыми явными выражениями 
приращений компонент напряжений через приращения компонент деформаций 
для случая прямого превращения, сопровождающегося структурным переходом. 
Соотношения (3.12) и (3.14), не содержащие в правой части компонент ijd ′σ  
позволяют проверить условие осуществления прямого превращения ( )0>dq   
и структурного перехода ( )0>σ id . 

Ниже рассматривается отдельно частный случай, когда происходит прямое 
термоупругое фазовое превращение, но не выполнено одно из условий 
осуществления структурного перехода (2.5). Поскольку часть уравнений 
комбинированной модели [25-28], относящаяся к описанию фазовых 
превращений, совпадает с соответствующей частью рассматриваемой здесь 
модели [21,22], описанные ниже соотношения справедливы для обращения 
соотношений модели [25-28] для случая отсутствия структурных переходов. 
Приведенные ниже соотношения не учитывают также малого влияния kkdσ  на dq  
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(т.е. в (3.4) 0=P ), но учитывают в выражении для приращения деформаций 
объемный эффект реакции и переменность объемного модуля и модуля сдвига 
при фазовом переходе. 

Из (3.7) при 0ijB =  получаем 

( )2 .ij ij ijd G d A dq+′ ′σ = ε −  (3.16) 

Из (3.14) в тех же условиях имеем 

( )3

1
5

3
.

3
ij ij

i

G d Mf dt
dq M dt f

GMf

+ ′ ′σ ε − = + σ +
  

 

Или, после упрощения 

1

5

3
.

3
i ij ij

i

dt Gf d
dq M

GMf

+ ′ ′σ + σ ε
 =

σ +  
 (3.17) 

В результате из (3.16) и (3.3) получаем 
1 12 2 3 .
3 3ij ij ij kk ij ij kk ij ijd d d Gd K d GA KB dq+ ′ ′  σ = σ + δ σ = ε + δ ε − + δ   

(3.18) 

Здесь для dq  используется выражение (3.17). 
Первое слагаемое правой части (3.18) есть дифференциальная форма 

обычного упругого закона для приращения напряжений, не учитывающая 
переменность модулей при фазовом переходе. Вычитаемое правой части (3.18) 
содержит, как величину, связанную с переменностью упругих модулей 

2
3

kk
ij ij

A M A M

K KG G dq
G G K K

 ∆ σ∆′σ + δ 
 

 

так и величину, связанную с развитием фазовой деформации 

1 03 .ij
D ij

i

G K dq
 ′σ
 ρ ϕ + ε δ

σ  
 

 
 

4. ОБРАЩЕНИЕ ДЛЯ СЛУЧАЯ ОБРАТНОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ 
 

В случае обратного превращения выражение для dq  (2.8) представляется  
в форме 

( )2 .
3

phst phst
ij ijphst

ij ij kk i phst
i

dFdq D d Bd SdT
S

−
−

 ′ ′ε ε′ ′= σ + σ + ϕ ε −∆
 ∆ ε 

  (4.1) 

Сначала рассматривается случай одновременно происходящих процессов 
обратного превращения и структурного перехода. Тогда 

( )2 2
3 3 ,
2 2

.
2

phst
ij ij

ij ij D i ij
i

phst
ij ij

ij
A M

D A A
q

G
A

G G q

− − −

−

′ ′σ ε′ ′= + ρ ϕ σ σ = +
σ

′ ′∆ σ ε
= +
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Подставляя в (4.1) выражение ( )2 2
3
2

phst
ij ijphst

ij D st i i
i

d dq q d
q

′ ′ε σ′ ′ε = + ρ ϕ σ σ
σ

, 

следующее из (2.3), (2.4) получаем 

2
2 .
3

phstphst
pq pqi mn mn

ij ij kk stphst
ii i

dFdq D d Bd dq q SdT
S q

−
−

 ′ ′ ′ ′ε σε σ σ′ ′ ′ ′= σ + σ +ϕ + ϕ ϕ −∆
 ∆ σ′ε σ 

 (4.2) 
Подставляя в (4.2) выражение (3.3) для kkdσ  и вводя обозначения 

2
2
3

phst
pq pq st mn

mn mn phst
ii i

qD−
′ ′ ′ε σ σ′′α = + ϕ ϕ

σ′ε σ
 

находим 

23 .
phst
i

mn mn kk
Fdq d BKd KB dq SdT

S q

−   ε ′ ′= α σ + ε − −ϕ −∆  ∆    
  (4.3) 

Решая (4.3) относительно dq  получаем 

.mn mn kkdq d d pdt−′= β σ +β ε +        (4.4) 
Здесь введены обозначения 

( )0 0
1 1 1

2
1

, , ,

3 .
mn mn f s

phst
i

R BK R p S A A R

R S F KB q−

β = α β = = ∆ −

′= ∆ + −ϕ ε
 

Приращение девиатора полной деформации для обратного превращения, 
происходящего одновременно со структурным переходом, определяются, 
согласно (2.1)-(2.4) по формуле 

( ) ( )2 2
3 .

2 2 2

phst
ij ij ij

ij ij D st i i
A M i

d Gd dq dq q d
G q G G q

′ ′ ′σ ε σ ∆′ ′ ′ε = + σ + + ρ ϕ σ σ  σ 
 (4.5) 

Разрешая формально (4.5) относительно числителя первого слагаемого 
правой части, получаем 

( ) ( )2 2
32 .

2 2

phst
ij ij

ij ij ij D st i i
A M i

Gd G q d dq dq q d
G G q

 ′ ′ε σ ∆′ ′ ′ σ = ε −σ − − ρ ϕ σ σ  σ   
 

 (4.6) 
Группируя в (4.6) слагаемые с множителем dq  и проводя замену 

3
2

mn
i mn

i

d d
′σ ′σ = σ

σ
 находим 

( ) ( )
( )2 2 2

92 .
4

ij mn
ij ij ij D st i mn

i

d G q d A dq q d−
 ′ ′σ σ′ ′ ′ ′ σ = ε − − ρ ϕ σ σ
 σ 

  (4.7) 

Подстановка выражения для dq  (4.4) в (4.7) дает 

( ) ( )2 2 2
92 .
4

ij mn
ij ij ij mn mn kk D st mn

i

d G d A d d pdt q d− −
 ′ ′σ σ′ ′ ′ ′ ′ σ = ε − β σ +β ε + − ρ ϕ σ
 σ 

 

 (4.8) 
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В рассмотренных ранее случаях величина mnd ′σ  входила в правую часть 

соотношений типа (3.7) в виде единственной комбинации ij mn mnB C d ′σ   

с вырожденным оператором. В результате величину mn mnC d ′σ  удавалось 

определить и исключить mnd ′σ  из правой части определяющих уравнений.  
Для общего случая обратного превращения и структурного перехода соотношение 
(4.8) представляется в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 22 .ij ij ij mn mn ij mn mn ij kkd G d B C d B C d A d pdt− −′ ′ ′σ = ε − σ − σ − β ε +  (4.9) 

Здесь ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )1 1 2 2
2 2 2

9, , , .
4

ij
ij ij mn mn ij D st i ij mn mn

i

B A C B q C−
′σ′ ′ ′= = β = ρ ϕ σ = λσ = σ

σ
 

Таким образом, здесь уже величина mnd ′σ  входит в два различных слагаемых, 
каждое из которых имеет вырожденные, но различные операторы, которые  
не могут быть объединены в единый вырожденный оператор. Поэтому здесь уже 
приходится вводить не одну, а две скалярные переменные 

1 2, ,mn mn mn mnX d X d′ ′ ′= β σ = σ σ  
входящие в систему (4.9): 

( )1 22 .ij ij ij ij ij kkd G d A X X A d pdt− − ′ ′ ′σ = ε − −λσ − β ε −
 

 (4.10) 

Умножая (4.10) слева на ijβ  и сворачивая по обоим индексам, получаем 

( )1 1 1 2 2 12 .ij ij kkX G d c X b X c d pdt ′= β ε − − − β ε +
 

 

Умножая (4.10) слева на ij
′σ  и сворачивая по обоим индексам, получаем 

( )2 1 1 2 2 12 .ij ij kkX G d b X c X b d pdt ′ ′= σ ε − − − β ε +
 

 

Здесь введены обозначения 1 2 1 2, , , .pq pq pq pq pq pq pq pqc A c b A b− −′ ′ ′ ′= β = λσ σ = σ = λβ σ  
В результате получается следующая система двух линейных уравнений  

с двумя неизвестными 
( )1 1 2 2 11 2 2 2 ,Gc X Gb X GdA+ + =  (4.11) 

( )1 1 2 2 22 1 2 2 .Gb X Gc X GdA+ + =  (4.12) 
Здесь использованы обозначения 

( ) ( )1 1 2 1, .pq pq kk pq pq kkdA d c d pdt dA d b d pdt′ ′ ′= β ε − β ε + = σ ε − β ε +  
Решение системы (4.11), (4.12) имеет вид 

( )2 1 2 2
1

1 2 2
2 ,

Gc dA Gb dA
X G

D
+ −

=  (4.13) 

( )1 2 1 1
2

1 2 2
2 ,

Gc dA Gb dA
X G

D
+ −

=  (4.14) 

где использовано обозначение ( )( ) 2
1 2 1 21 2 1 2 4 .D Gc Gc G b b= + + −  

Подстановка (4.13), (4.14) в (4.10) дает требуемое выражение для ijd ′σ . 
Воспользовавшись соотношением (4.4) для dq , получаем выражение 
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1 ,kkdq X d pdt= +β ε +  (4.15) 
не содержащее в правой части компонент ijdσ  и позволяющее подтвердить или 
опровергнуть выполнение условия обратного превращения 0dq < . Легко видеть, 
что знак величины idσ  совпадает со знаком величины 2X . Таким образом, 
дифференциальное условие осуществления структурного перехода 0>σ id  
выражается в форме 02 >X , так же, как и полученные ранее соотношения  
не зависящей от приращения напряжений. 

Подставляя (4.15) в (3.3) получаем выражение для приращения первого 
инварианта тензора напряжения 

( ) ( )11 3 3 .kk kkd K B d B X pdtσ = − β ε − +    
Данное выражение и соотношение (4.10) с подстановкой (4.13), (4.14) дают 

искомые явные выражения для приращений компонент тензора напряжений, 
необходимые для построения скоростной матрицы жесткости. 

Рассмотрим теперь частный случай обратного превращения при отсутствии 
структурного перехода, т.е. когда хотя бы одно из условий (2.5) не выполняется. 
Полученные ниже результаты обращения применимы не только  
к рассматриваемым здесь моделям [21,22], но и к случаю более сложных 
комбинированных моделей [25-29], если рассматривается случай обратного 
превращения без структурного перехода. В этом случае во всех приведенных  
в данном пункте формулах следует положить 0=stq , −− ==α mnmnmn AD  При этом 
ход решения существенно упрощается. Задача, как и для случая прямого 
превращения, сводится к одному разрешающему линейному уравнению с одним 
скалярным неизвестным. 

Соотношение для dq  имеет тот же вид (4.5), однако здесь уже 1mn mnA R−β = . 

Выражение для ijd ′σ  (4.8) существенно упрощается 

( )2 .ij ij ijd G d A dq−′ ′σ = ε −  (4.16) 

Подставляя в (4.16) выражение для dq  (4.4), получаем 

( )2 .ij ij ij mn mn ij kkd G d A d A d pdt− − ′ ′ ′σ = ε − β σ − β ε −
 

 (4.17) 

Для исключения из правой части (4.17) величин mnd ′σ  умножим (4.17) слева 
на ijβ  и свернем по обоим индексам 

( ) ( )2 .ij ij ij ij ij ij mn mn ij ij kkd G q d A d A d pdt− − ′ ′ ′β σ = β ε −β β σ −β β ε +
 

 (4.18) 

Решая (4.18) относительно mn mnd ′β σ , получаем 

.pq pq rs rs kkd d d dt′β σ = Ω ε −Θ ε −Π  (4.19) 

Здесь введены обозначения 1 2 3 2 3, 2 , 2 ,mn mn ij ij rs rsA A A R R G R GR R− − −β = = Ω = β Θ = β  

2 3 3 22 , 1 2 .GR p R R GRΠ = = +  
Подстановка (4.19) в (4.17) дает 

( ) ( ) ( )( )2 .ij ir js ij rs rs ij kkd G A d A d p dt− − ′ ′σ = δ δ − Ω ε − β−Θ ε + −Π
 

 (4.20) 

Подстановка (4.19) в (4.4) дает выражение для dq  



Механика композиционных материалов и конструкций    том 27, №3, 2021 г. 
 

355 

( ) ( ) .rs rs kkdq d d p dt= Ω ε − Θ−β ε − Π −  (4.21) 
Подстановка (4.21) в (3.3) дает 

( ) ( ){ }1 3 3 3 .kk kk rs rsd K B d B d B p dtσ = + Θ−β ε − Ω ε + Π −    (4.22) 
Соотношения (4.20) и (4.22) дают искомое обращение определяющих 

соотношений для СПФ при обратном превращении, не сопровождающемся 
структурным переходом. Соотношение (4.21) для dq  позволяет проверить 

условие осуществления обратного превращения 0<dq . Соотношение для ijd ′σ  

(4.20) позволяет определить знак величины ij ijd′ ′σ σ , совпадающий со знаком 
величины idσ . В результате можно проверить факт нарушение 
дифференциального условия структурного перехода 0>σ id . 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Представлены алгоритмы аналитического обращения системы 
определяющих соотношений модели нелинейного деформирования СПФ  
при фазовых и структурных превращениях. Для случаев прямого или обратного 
термоупругого фазового превращения, сопровождаемых или нет структурным 
переходом получены соотношения этой модели, разрешенные относительно 
приращений напряжений. Для всех случаев установлены условия осуществления 
прямого или обратного фазового превращения или структурного перехода,  
не содержащие приращений компонент тензора напряжений. Полученные 
соотношения могут быть использованы для формулировки скоростной матрицы 
жесткости метода конечных элементов для анализа механического поведения СПФ. 
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