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АННОТАЦИЯ 
 

Представлены результаты исследований собственных колебаний круговых 
слоистых цилиндрических оболочек, полностью заполненных неподвижной сжимаемой 
жидкостью и покоящихся на упругом основании, которое описывается 
двухпараметрической моделью Пастернака. Поведение упругой конструкции и жидкой 
среды описывается в рамках классической теории оболочек и уравнений Эйлера. 
Уравнения движения оболочки совместно с соответствующими геометрическими  
и физическими соотношениями сводятся к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений относительно новых неизвестных. Акустическое волновое уравнение 
преобразуется к системе дифференциальных уравнений с помощью метода обобщённых 
дифференциальных квадратур. Решение сформулированной краевой задачи 
осуществляется методом ортогональной прогонки Годунова. Для вычисления 
собственных частот колебаний используется сочетание пошаговой процедуры  
с последующим уточнением методом деления пополам. Достоверность получаемых 
результатов подтверждена сравнением с известными численными и численно-
аналитическими решениями. Для свободно опёртых, жёстко закреплённых и консольных 
двухслойных и трёхслойных цилиндрических оболочек детально проанализированы 
зависимости низших частот колебаний от жёсткости упругого основания. 
Продемонстрировано, что характер влияния упругого основания на фундаментальные 
частоты и соответствующие им формы колебаний оболочек с разными граничными 
условиями в большей степени зависит от схемы укладки и угла армирования 
композиционного материала. 
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ABSTRACT 
 

The paper presents the results of investigations of natural vibrations of circular multilayer 
cylindrical shells completely filled with a stationary compressible fluid and resting on an elastic 
foundation, which is described by Pasternak's two-parameter model. The behavior of the elastic 
structure and the fluid is described based on the classical shell theory and Euler equations.  
The equations of motion of the shell together with the corresponding geometric and physical 
relationships are reduced to a system of ordinary differential equations in new unknown 
variables. The acoustic wave equation is transformed to a system of differential equations using 
the method of generalized differential quadrature. The solution to the formulated boundary 
value problem is found by the Godunov orthogonal sweep method. The natural frequencies  
of vibrations are calculated by applying the stepwise procedure and subsequent refinement  
by the half-division method. The validity of the obtained results is confirmed by comparing 
them with the known numerical and numerical-analytical solutions. The dependence  
of the lowest vibration frequencies on the rigidity of the elastic foundation is closely analyzed 
for simply supported, rigidly supported and cantilevered two- and three-layer cylindrical shells. 
It is shown that for shells with different boundary conditions, the character of influence  
of elastic foundation on the fundamental frequencies and the corresponding vibration modes 
depend heavily on the scheme of reinforcement laying and reinforcing angle of the composite 
material. 
 
Keywords: classical shell theory; cylindrical shell; compressible fluid; layered material; 
Godunov’s orthogonal sweep method; generalized differential quadrature method; elastic 
Pasternak’s medium; natural vibrations 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Элементы машиностроительных конструкций, выполненные из слоистых 
композиционных материалов, находят широкое применение в различных областях 
техники благодаря повышенным требованиям к удельной прочности и жёсткости 
[1]. Уникальные свойства композитов, формируемые в результате подбора 
соответствующих материалов матрицы и связующего, схем укладки и углов 
армирования, допускают их использование в изделиях, функционирующих  
в особых условиях, в том числе, взаимодействующих с жидкой средой. В этом 
случае поверхность раздела с жидкостью с одной стороны и внешней 
окружающей средой с другой, представляют собой связанную систему, 
динамические характеристики которой заметно отличаются от свойств 
независимой структуры. Изучение этих характеристик необходимо для оценки 
возможного отклика конструкции на возмущающие воздействия сил различной 
природы. 

Исследования тонкостенных конструкций, выполненных из слоистых 
композиционных материалов, и взаимодействующих с жидкой средой, носят 
ограниченный характер. В частности, цилиндрические оболочки, являющиеся 
предметом исследования настоящей работы, изучены в [2-13]. Натурные 
наблюдения четырёхслойной (симметричный перекрёстно армированный 
композит) оболочки, содержащей жидкость, осуществлены в [2].  
С использованием полуаналитического варианта метода конечных элементов 
(МКЭ) в работах [3,4] проанализировано влияние различных параметров  
на частоты колебаний оболочек с разными схемами укладки композиционного 
материала. Собственные колебания поперечно армированных оболочек, частично 
или полностью заполненных жидкостью, изучены в [5] с помощью гибридного 
варианта МКЭ, в котором точные функции перемещений определяются 
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непосредственно из уравнений теорий оболочек. В [6] экспериментально  
и численно (МКЭ) продемонстрировано влияние уровня жидкости на изменение 
окружной формы колебаний для изотропных и поперечно армированных 
композитных оболочек. Собственные колебания полностью заполненных 
жидкостью поперечно и перекрёстно армированных оболочек исследованы в [7-9] 
при разных вариантах граничных условий с использованием сплайнов Бикли для 
аппроксимации перемещений и углов поворота. В статьях [10,11] для 
исследования колебаний поперечно армированных оболочек, частично 
заполненных идеальной несжимаемой жидкостью, или погруженных в неё, 
применяется метод динамической жёсткости. Параметрическое исследование 
погруженной в жидкость оболочки из поперечно армированного симметричного 
композита осуществлено в [12] с использованием метода Релея-Ритца. В работе 
[13] перекрёстно армированные оболочки, частично или полностью заполненные 
жидкостью, проанализированы с помощью конечно-элементного алгоритма, 
построенного на соотношениях линейной теории упругости. 

При моделировании взаимодействия упругого тела с внешней окружающей 
средой широкое распространение получили приближённые модели, согласно 
которым действие извне заменяется упругим основанием [14]. При этом внешняя 
среда также оказывает существенное воздействие на динамические 
характеристики контактирующей с ней конструкцией. Как следует  
из библиографических обзоров в недавних публикациях [15,16], анализ влияния 
упругого основания на поведение слоистых цилиндрических оболочек  
с жидкостью не представлен в литературе. Насколько известно автору, только  
в работе [17] для поперечно армированной свободно опёртой и жёстко 
закреплённой конической оболочки оценён вклад некоторых коэффициентов 
постели на изменение частотного спектра. Детальное исследование 
фундаментальных частот колебаний слоистых цилиндрических оболочек  
с жидкостью при наличии упругого основания остаётся не изученным и является 
целью настоящей работы. 

Решение сформулированной краевой задачи осуществляется методом 
ортогональной прогонки Годунова [18]. При его использовании для конструкций, 
взаимодействующих с жидкостью, может применяться комбинированный подход, 
в котором системы обыкновенных дифференциальных уравнений для упругого 
тела и жидкости решаются совместно. Для преобразования дифференциальных 
уравнений, описывающих поведение идеальной сжимаемой жидкости,  
к нормальному виду Коши употребляются следующие методы: кубическая 
сплайн-аппроксимация, прямых, обобщённых дифференциальных квадратур 
[15,16,19-21]. Последний метод, как показано в [21], более эффективен и будет 
использован в настоящей работе. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Рассматривается упругая слоистая цилиндрическая оболочка вращения 
(рис.1) длиной L , радиусом R  и толщиной h , которая полностью заполнена 
идеальной сжимаемой жидкостью. Тонкостенное тело изготовлено  
из однонаправленного материала (бор-эпоксидная смола AVCO 5505 [22]), слои 
которого ориентированы под углами +α  и −α  относительно меридиональной 
координаты (перекрёстно армированный композит). Рассматриваются пакеты, 
состоящие из двух [ ],α −α  или трёх o,0 , α −α   слоёв. Оболочка целиком 
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погружена в двухпараметрическое упругое основание с коэффициентами постели 
wK  и pK , отвечающими за растяжение-сжатие (модель Винклера) и сдвиг 

(модель Пастернака) соответственно. Необходимо проанализировать влияние угла 
армирования α  для двух вариантов укладки слоистого композиционного 
материала на минимальные частоты колебаний оболочки при различных 
значениях жёсткости упругого основания и разных комбинациях граничных 
условий, задаваемых на краях тонкостенной конструкции. 
 

 

Рис.1. Расчётная схема композитной цилиндрической оболочки с жидкостью  
на упругом основании. 

 
 

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Для классической теории оболочек, основанной на гипотезах Кирхгофа-
Лява, компоненты вектора деформации Eij  в криволинейной системе координат 

( ), ,s zθ  могут быть записаны в виде [23] 

11 11 11 22 22 22 12 12 12, , 2 ,z z zΕ = ε + κ Ε = ε + κ Ε = ε + κ  
где 

1
11 22 12 11

1

2 1
22 12 1 2

1 1, , , ,

1 1 1, , , .

u v v uw
s R s R s

v w wv
R R s s R

∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ε = ε = + ε = + κ = ∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂ 
∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂   κ = κ = − θ = − θ = −   ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ   

   (1) 

Здесь , ,u v w  – меридиональная, окружная и нормальная составляющие вектора 
перемещений оболочки; iθ  – углы поворота недеформируемой нормали. 

Физические соотношения, устанавливающие связь между вектором усилий  
и моментов { }T

11 22 11 22, , , , ,T T S M M H=T  и вектором обобщённых деформаций 

{ }T
11 22 12 11 22 12, , , , ,2= ε ε ε κ κ κε , в матричном виде записываются как 

,
 

= =  
 

A B
D

B C
T ε ε          (2) 

где коэффициенты, входящие в матрицу жёсткостей D, определяются по формулам 
( ) ( ) ( ) ( )2, , 1, , , , 1,2,3 ,ij ij ij ij

h

a b c z z Q dz i j= α =∫     (3) 
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а компоненты матрицы ( )ijQ α  вычисляются известным способом [24] в результате 
изменения свойств однонаправленного материала при повороте системы координат 
на угол α . 

Уравнения движения оболочки с учётом реакции упругой среды 
2 2

11 22
0 22 02 2

2 2 2
11 22

22 0 2 2 2 2

11 22
11 22

1 1 10, 0,

1 1 1 0,

1 10, 0,

w p

T S u S T H vQ
s R t s R R s t

Q Q w w wT K w K p
s R R t s R

M H H MQ Q
s R s R

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + − ρ = + + + − ρ = ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ − − ρ − + + + = ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ 
∂ ∂ ∂ ∂

+ − = + − =
∂ ∂θ ∂ ∂θ

 (4) 

где iiQ  – поперечные силы, 0 ,
h

dzρ = ρ ρ∫  – плотность материала, p  – 

гидродинамическое давление, которое в области fV  описывается акустическим 
волновым уравнением [25] 

2 2 2
2

2 2 2 2 2
1 1 1 .p p p pp r
r r r r x c t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∇ = + + = ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ 
     (5) 

Здесь c  – скорость звука в жидкости. На смоченной поверхности ( )r R= , оси 

вращения оболочки ( )0r = , нижнем ( )0x =  и верхнем ( )x L=  краях давление p  
удовлетворяет следующим условиям 

2

2 ,fr R

wp
t=

∂
∇ ⋅ = −ρ

∂
n          (6) 

0 0,rp =∇ ⋅ =n           (7) 

0 : 0, : 0,p px x L
x x

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
       (8) 

где n – единичные внешние нормали к области жидкости fV , fρ  – плотность 
жидкости. 

Раскладывая все компоненты уравнений (1), (2), (5) в ряды Фурье  
по окружной координате θ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ }
{ }

0 0

1 11 22 11 22 11 22 11 22 11

2 12 12 22

, cos , , sin ,

, , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , ,

j j
j j

X s X s j Y s Y s j

X u w E E K K T T M M Q p

Y v E K S H Q

= =

θ = θ θ = θ

= θ

= θ

∑ ∑
 

сведём геометрические (1) и физические (2) соотношения, а также уравнения 
движения (4) к системе восьми обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка относительно новых неизвестных [23] 

1 11 2 3 11 4 11

5 6 7 8 1

, 2 , , ,
, , , .

y T y S H R y M y Q jH
y u y v y w y

= = + = = +
= = = = θ

 

Здесь j  – номер гармоники при разложении в ряд Фурье, j j R= . С учётом этого 
и принимая во внимание ( ) ( )exp it t= ωy y , искомая система может быть записана 
следующим образом 

( ), , ,j
s

∂
= ω

∂
y f y           (9) 
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где 
( )

( )

2 2
1 2 0 5 2 22 22 0 6

2 2
4 22 22 0 7 7 11 7

3 4 5 11 6 12 5 7 8 8 11

2 , ,

,

2 , , , , .
w p

f j H R y y f jT Q R y

f T R jQ y K y K j y p

f y jH f f jy f y f

= − − ω ρ = − − ω ρ

= − − ω ρ + + κ + −

= − = ε = ε + = − = κ

    (10) 

Здесь ω  – частота колебаний, 2i 1= − . Входящие в выражения (10) величины 
вычисляются по следующим формулам 

( ) ( )

( )

22 6 7 22 2 2 6 7

33 12 33 12 22 22

11 3 12 22 12 22 11 1 12 22 12 22
11 2

11 11 11

1 12 22 11 11 12 22
11 12 12 5 8

11

22 12 11 22 22 12 11 22 22 22 12

, , ,
2 , ,

,

, ,

,

jy y R j y R jy
H b c Q jM

a y b c b y a b
a c b

y a b b jy R jy
a

T a a b b M b

ε = + κ = θ θ = −

= ε + κ = −

− ε − κ − − ε − κ
κ =

−

− ε − κ − κ
ε = κ = ε + −

= ε + ε + κ + κ =

( ) ( )
( )

11 22 22 12 11 22 22

2 33 33 5 8
12

33 33 33

,

2 2
.

4

b c c

y b c R j y R y
a b c R R

ε + ε + κ + κ

− + +
ε =

+ +

 

Уравнение (5) сводится к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений методом обобщённых дифференциальных квадратур [26]. Для этого 
область жидкости по радиусу r  делится на n  точек. Тогда производные l-го 
порядка от функции ( ),p x r  в любой точке ir  определяются как 

( ) ( ) ( )
1

,
, , 1, , 1, 1,

l n
li

ik kl
k

p x r
c p x r i n l n

r =

∂
= = = −

∂ ∑     (11) 

где весовые коэффициенты ( )l
ikc  вычисляются по следующим рекуррентным 

формулам 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

1
1 1 1 1

1
1 1

1
1 1

1

, ,
,

, 1, .
,

n n
i

ik ii ik i i k
k kk i k

l n
l l l lik

ik ik ii ii ik
ki k

M r
c c c M r r r

M r r r i k

i k ncc l c c c c
r r

= =

−
−

=


= = − = − 

− ≠


=  = − = −  −  

∑ ∏

∑
 

С учетом (11) граничные условия (6) и (7) представим в виде 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 11

12
01 1

, ,
0, 0,

n n
n

nk k f k k
r R rk k

p x r p x rwc p x c p x
r t r= == =

∂ ∂∂
= + ρ = = =

∂ ∂ ∂∑ ∑  

и, переписав их следующим образом 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21
1 1 1
1 1 2

2
1

1 1 1
11 1 1 1

2

0,

0,

n

n nk k nn n f
k
n

k k n n
k

wc p x c p x c p x
t

c p x c p x c p x

−

=

−

=

∂
+ + + ρ =

∂

+ + =

∑

∑
 

получим явные выражения для «крайних» значений 
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Тогда система обыкновенных дифференциальных уравнений примет вид 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )
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( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )
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n n

p x c p x c y c p x

p x c p x c y c p x

y p x y y

p xjy p x y
r c r

−

− − − −+ −
=

−

− − − −+ −
=

−+ − + − + −

−
−+ − + −

− −

= + +

= + +

′= =

 ω′ = − + − − 
 

∑

∑
    (12) 

Принимая во внимание, что в соотношениях (10)     np p= , совокупное число 
неизвестных, определяемых системами уравнений (9) и (12), составляет 

( )8 2 1m n= + − . 
Объединенные системы уравнений (9), (12) решаются методом 

ортогональной прогонки Годунова с численным интегрированием 
дифференциальных уравнений методом Рунге – Кутты четвёртого порядка 
точности и соответствующими однородными граничными условиями, 
задаваемыми на краях оболочки и жидкости 

( )40 0
1 0, 1 4,i i i is s

y y i+= =
δ + − δ = =        (13) 

( )4 4 41 0, 1 4,i i i is L s L
y y i+ + += =

δ + − δ = =       (14) 

0
0, 10,12 2,i x

y i m
=

= =         (15) 
0, 10,12 2,i x L

y i m
=

= =         (16) 
где 0iδ = , если заданы кинематические, и 1iδ = , если заданы статические 
граничные условия. 

Общее решение систем представляется в виде 
2

1
,m

k kk
C

=
= ∑y y  

где kC  – некоторые константы и jy  – совокупность линейно независимых 
решений объединённых систем, удовлетворяющих граничным условиям (13), (14). 
В результате интегрирования по заданному интервалу и удовлетворения 
граничных условий (15), (16) получаем следующую алгебраическую систему для 
определения постоянных kC  

2

1
0, 1, 2.m

k ikk
C f i m

=
= =∑         (17) 

Искомая задача сводится к определению таких значений, при которых 
существует нетривиальное решение системы (17). Необходимым условием этого 
является равенство нулю определителя матрицы ( ) 0ijf ω = . Для вычисления 
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частот ω , удовлетворяющих данному условию, используется сочетание 
пошаговой процедуры и метода деления пополам. 
 
 

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

В численных примерах рассматриваются свободно опёртые 
( )11 11 SS0,v w T M= = = = , жёстко защемлённые ( )1 C0, Cu v w= = = θ =  на обоих 
краях или консольно закреплённые ( 11 11 11 120, 2 0, 0, 0,T S H R M Q jM= + = = + =  

)CF  цилиндрические оболочки. Численными экспериментами установлено,  
что для всех представленных ниже расчётов, разбиение области решения  
в радиальном направлении на 15 точек обеспечивает вычисление собственных 
частот с подходящей точностью и приемлемой вычислительной эффективностью. 
Для представления результатов расчётов вводятся безразмерные параметры 
коэффициентов постели ,w pk k [27] и относительного изменения низшей 
собственной частоты колебаний ( ),kΩ α  как функции от угла намотки α   
и жёсткости упругого основания k  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

4 3 2 3 3 210 , 10 , 12 1 ,

, 0 ,
, 100%.

,

w w p pk K R D k K R D D Eh

k k
k

k

− −  = ⋅ = ⋅ = − ν 
ω α − ω °

Ω α = ⋅
ω α

  

Здесь ;w pk k k= =  ,E ν  – модуль упругости и коэффициент Пуассона материала 
оболочки. 

Верификация результатов, получаемых в рамках описанного алгоритма, 
осуществлена на следующих примерах. В первом из них рассмотрена пустая 
двухслойная и трёхслойная цилиндрическая оболочка со средним радиусом 

   0.1905R = м, длиной    0.381L = м и толщиной –4   5 10h = ⋅ м, изготовленная из бор-
эпоксидной смолы, физико-механические характеристики для которой 
заимствованы из [22]. В таблице 1 представлены низшие собственные частоты 
колебаний ω жёстко закреплённой на обоих краях ( )CC  слоистой 
цилиндрической оболочки при разных значениях угла намотки α . Здесь же 
приведены результаты, полученные в рамках различных реализаций метода 
конечных элементов [13,22,28]. Имеет место хорошее согласование  
в сопоставляемых данных, особенно в тех случаях, когда решение основывается 
на аналогичной теории тонких оболочек. 

В следующем примере анализируются колебания свободно опёртой ( )SS  
изотропной цилиндрической оболочки ( 0.41L = м, 0.3015R = м, 0.001h = м, 

210E = ГПа, 0.3ν = , )37850 кг/мρ = , полностью заполненной несжимаемой 

жидкостью ( )3  1  000 кг/мfρ = . Сопоставление низших собственных частот ω , 
определённых в рамках описанного алгоритма, с известными решениями 
приведено в таблице 2. На основании этих данных можно заключить, что 
значения частот, полученных с использованием различных методов, разных 
теорий оболочек и моделей, описывающих поведение жидкости, достаточно 
близки друг к другу. 
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Таблица 1. 
Сравнение низших собственных частот колебаний ω  (Гц) пустой жёстко 

закреплённой ( )CC  на обоих краях слоистой цилиндрической оболочки: 0k = . 

α  
Схема укладки [ ],α −α  Схема укладки [ ],  0 ,α ° −α  

Работа 
[22] 

Работа 
[13] 

Работа 
[28] Расчёт Работа 

[22] 
Работа 

[13] 
Работа 

[28] Расчёт 

0° 261.41 261.09 261.13 261.13 261.41 261.09 261.13 261.13 
15° 351.75 351.21 351.01 351.01 337.63 337.31 337.03 337.03 
30° 369.56 366.50 366.39 366.39 397.58 396.18 395.95 395.95 
45° 340.95 332.78 332.64 332.64 446.24 443.98 443.78 443.78 
60° 359.36 352.76 352.56 352.56 487.64 485.94 485.69 485.69 
75° 382.24 380.14 380.13 380.13 465.54 464.96 464.63 464.63 
90° 333.43 332.49 332.53 332.53 370.71 370.07 370.09 370.09 

 
Таблица 2. 

Сравнение собственных частот колебаний ω  (Гц) свободно опёртой ( )SS  
изотропной цилиндрической оболочки, полностью заполненной жидкостью: 0.k =  

j  Работа 
[29] 

Работа 
[30] 

Работа 
[31] 

Работа 
[32] 

Работа 
[33] 

Работа 
[15] Расчёт 

8 114.8 118.1 118 119 117.2 117.6 117.9 
9 123.9 126.8 124 128 125.9 126.1 126.5 
10 142.7 145.4 144 146 144.6 144.6 145.2 
11 169.4 171.9 171 173 171.2 170.9 171.8 
12 202.4 204.9 204 206 – 203.6 204.8 
13 241.0 243.5 243 245 – 241.7 243.4 

 
В таблице 3 представлено сравнение с результатами работы [29], где  

с помощью метода распространяющихся волн выполнен анализ цилиндрических 
оболочек, полностью погруженных в упругое основание. Здесь для шести 
окружных гармоник приведены низшие частоты ω  (Гц), вычисленные как для 
пустой оболочки, так и оболочки с жидкостью при различных комбинациях 
коэффициентов постели ( ),w pK K . Из представленных данных следует,  
что получаемые в рамках разработанного алгоритма результаты, идеально 
согласуются в случае пустых оболочек и имеют незначительные отличия для 
оболочек с жидкостью, которые снижаются с повышением номера окружной 
гармоники j . Отметим, что различие в результатах с работой [29] имеет место  
и при отсутствии упругого основания, как это видно из таблицы 2. 

Отметим, что в работах [15,16] также используется метод ортогональной 
прогонки Годунова, но для преобразования волнового уравнения задействован 
метод прямых, требующий для обеспечения сходимости решения значительно 
большей степени дискретизации области жидкости. Различие в результатах между 
этими методами становится незначительным на гармониках с минимальной 
частотой колебаний. В отношении результатов, представленных в таблицах 2 и 3,  
во внимание также следует принимать тот факт, что не во всех источниках 
указаны граничные условия, задаваемые для области жидкости. В следующих 
вычислениях будут использованы оболочки, параметры материала которых 
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соответствуют данным из первого примера и следующими геометрическими 
размерами:    25 м,    0.03 м,    30 м.R h L= = =  

Таблица 3. 
Сравнение собственных частот колебаний ω  (Гц) свободно опёртой  

пустой (I) и полностью заполненной жидкостью (II) цилиндрической оболочки,  
лежащей на упругом основании с разными комбинациями  

коэффициентов постели ( ),w pK K . 

j  
(1.5⋅107 Па/м, 0) (0, 1.5⋅107 Па⋅м2) 

Работа [29] Работа [16] Расчёт Работа [29] Работа [16] Расчёт 
I II I II II I II I II II 

8 354.2 145.7 354.2 149.3 149.7 6026.2 2456.2 6026.2 2537.2 2547.9 
9 360.3 155.9 360.3 158.6 159.2 6737.2 2887.5 6737.2 2962.3 2978.2 
10 384.2 173.7 384.2 175.9 176.7 7452.5 3336.9 7452.6 3404.7 3427.2 
11 421.9 198.2 421.9 199.9 200.9 8170.9 3802.6 8170.9 3862.4 3892.9 
12 470.6 228.7 470.6 230.1 231.4 8891.7 4282.9 8891.8 4333.5 4373.7 
13 528.4 264.9 528.4 265.7 267.5 9614.6 4776.6 9614.6 4816.7 4868.2 
 

В работе [34] проанализировано изменение частот симметричных  
и несимметричных четырёхслойных перекрёстно армированных пустых оболочек 
от угла намотки. Отмечено, что с ростом угла армирования номер окружной 
гармоники, соответствующий минимальной частоте, постепенно снижается 
благодаря повышению жёсткости в этом направлении. Волновое число для 
низшей моды увеличивается с ростом ограничений на краях оболочки,  
и наименьшее значение имеет место в случае консольного закрепления. В полной 
мере эти выводы относятся и к слоистым оболочкам, содержащие жидкость,  
что демонстрируется данными, приведёнными на рис.2. 
 

 
Рис.2. Зависимости низших собственных частот колебаний ω  двухслойной  

и трёхслойной цилиндрической оболочки, полностью заполненной 
жидкостью, от угла намотки α : 0k = . 

 
Здесь для двух схем укладки показаны зависимости низшей частоты 

колебаний ω  от угла намотки α , полученные для оболочек с разными 
комбинациями граничных условий, полностью заполненных сжимаемой 
жидкостью ( )1500 м/сc = . Символами обозначены места смены окружной формы 
колебаний j  с минимальной частотой, которые для разных граничных условий 
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образуют следующие последовательности их изменений от 0° до 90°: СС — 
12 15 8→ → → →  ; SS — 12 14 8→ → → →  ; CF — 10 11 6→ → → . 
Для двухслойного и трёхслойного пакетов эти последовательности совпадают,  
но углы армирования, при которых осуществляется смена окружной моды, 
различаются. Длина приведённых рядов изменений окружных мод при росте угла 
армирования определяется не только комбинацией граничных условий,  
но и геометрическими размерами конструкции [13,28]. 

Наличие упругого основания приводит к повышению частотного спектра, 
как пустых оболочек, так и оболочек, содержащих жидкость [15,16,35]. Слоистая 
структура материала привносит свои особенности, которые демонстрируются  
на рис.3-4. Здесь показаны зависимости низшей частоты колебаний ω  от угла 
армирования α , полученные при различных значениях безразмерного 
коэффициента постели k  для трёхслойных (рис.3) и двухслойных (рис.4) 
оболочек с разными комбинациями граничных условий. Символами, как и ранее, 
отображены точки смены окружной гармоники с минимальной частотой. Кривые 
построены для коэффициента постели k , изменяющегося от 0k =  до 6k =   
с шагом 1. 
 

 
Рис.3. Зависимости низших собственных частот колебаний ω  трёхслойной 

цилиндрической оболочки с жидкостью от угла намотки α , полученные 
при различных значениях жёсткости упругого основания k . 

 
Из представленных на рис.3 данных следует, что для трёхслойных оболочек 

с повышением жёсткости упругого основания максимальная фундаментальная 
частота смещается в область более низких углов армирования для любых 
граничных условий. При этом в связи с ростом жёсткости всей системы в целом 
номер окружной моды, соответствующий минимальной частоте, уменьшается. 
Например, приведённая выше последовательность для жёсткого закрепления  
при 3k =  преобразуется к ряду 7 12 7→ → → →  , а при 6k =   
к 6 10 6→ → → →  . Для двуслойного пакета указанная особенность 
отсутствует. Вместо этого, для свободно опёртых и жёстко закреплённых 
оболочек определённая комбинация параметров приводит к появлению области  
с балочной модой колебаний. На рис.4 она имеет характерное проявление, 
выражающееся в нарушении плавного изменения частоты с ростом угла 
армирования. Переход к окружной гармонике 1j =  и обратно происходит 
скачкообразно. Для тех же граничных условий ( )CC  имеют место следующие 
ряды: 3k =  – 5 8 1 9 10 6→ → → → → → →  ; 6k =  – 4 5 1 8 5→ → → → → . 
Эти последовательности помимо балочной моды отличаются также и меньшим 
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номером окружной гармоники по сравнению с трёхслойными пакетами. Для 
обоих граничных условий область с гармоникой 1j =  начинается при невысоких 
углах армирования, но значительно отличающейся жёсткости упругого 
основания: CC – α = 21°, 2.3k ≈ ; SS – α = 22°, 4.05k ≈ . 
 

 
Рис.4. Зависимости низших собственных частот колебаний ω  двухслойной 

цилиндрической оболочки с жидкостью от угла намотки α , полученные 
при различных значениях жёсткости упругого основания k . 

 
После перехода к балочной моде частота колебаний становится фактически 

неизменной и не реагирует на повышение жёсткости упругого основания. Это 
демонстрируется данными приведёнными на рис.5. Здесь показаны зависимости 
низшей частоты колебаний ω  от безразмерного коэффициента постели k , 
полученные при различных значениях угла армирования α для двухслойной 
оболочки с разными комбинациями граничных условий. При фиксированном угле 
намотки минимальный номер окружной гармоники снижается с ростом параметра 
k , составляя, например, следующие последовательности для оболочек с жёстким 
закреплением: α = 10° – 14 5→ → ; α = 20° — 15 9 1→ → → . Для свободно 
опёртых оболочек: α = 15° – 14 7 1→ → → ; α = 30° – 12 8 1→ → → . 
 

 
Рис.5. Зависимости низших собственных частот колебаний ω  двухслойной 

цилиндрической оболочки от жёсткости упругого основания k , 
полученные при различных значениях угла намотки α . 

 
Таким образом, для слоистых оболочек, содержащих жидкость,  

и погруженных в упругое основание низшим частотам может соответствовать 
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для оболочек с разными граничными условиями предоставляют данные, 
показанные на рис.6. Приведённые здесь поверхности относительного изменения 
низшей собственной частоты колебаний Ω  дают более наглядную информацию  
о распределении частотного спектра. В частности, на показанных поверхностях 
видны как неровности, обусловленные сменой окружной гармоники  
с минимальной частотой, так и области, соответствующие балочной моде 
колебаний. Оценивая колебательные характеристики расположенных на упругом 
основании слоистых композитов с жидкостью, можно заключить, что для 
рассмотренных конфигураций трёхслойная схема укладки является более 
предпочтительной, так как она обеспечивает несколько большую максимизацию 
низшей частоты по сравнению с однонаправленным материалом, не содержит 
явных зон ее минимизации, а низкочастотные колебания не осуществляются  
на окружных гармониках, неблагоприятных с точки зрения некоторых 
динамических нагрузок. 
 

 
Рис.6. Поверхности относительного изменения низшей частоты колебаний Ω  

двухслойной и трёхслойной цилиндрической оболочки с различными 
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комбинациями граничных условий как функции угла армирования α   
и жёсткости упругого основания k . 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Представлены результаты численного исследования собственных частот 
колебаний круговых композитных цилиндрических оболочек, полностью 
заполненных идеальной сжимаемой жидкостью. Конструкция целиком окружена 
двухпараметрической упругой средой Пастернака. Проанализировано влияние 
разных схем укладки слоистого композита на минимальные частоты колебаний 
оболочек, имеющих разнообразные граничные условия при различных значениях 
угла армирования и жёсткости упругого основания. В результате вычислительных 
экспериментов для рассмотренных конфигураций выявлено различие  
в динамическом поведении двухслойных и трёхслойных оболочек. 
Продемонстрировано, что варьируя угол намотки композитного материала  
и жёсткость упругого основания изменение окружной гармоники, отвечающей 
минимальной частоте, можно осуществлять в широком диапазоне. 
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