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АННОТАЦИЯ 
 

Рассмотрена контактная задача для сферической оболочки, опирающейся  
на абсолютно твёрдую плоскую поверхность. Для оболочки используется система 
уравнений равновесия в перемещениях, основанная на гипотезах С.П. Тимошенко, 
учитывающая влияние деформации сдвига.  Для построения системы разрешающих 
уравнений использован принцип суперпозиции, согласно которому нормальные 
перемещения оболочки связаны с контактным давлением посредством интегрального 
соотношения. Это приводит к основному разрешающему интегральному уравнению типа 
Фредгольма I рода. Ядром этого уравнения является функция влияния для оболочки. 
Функция влияния простроена с применением разложений в ряды по полиномам 
Лежандра и Гегенбауэра. Для построения корректной системы разрешающих уравнений 
задача сведена к системе парных рядов-уравнений. Метод решения системы 
разрешающих уравнений основан на сведении парных уравнений к регулярному 
интегральному уравнению Фредгольма II рода. Для этого используются известные 
разложения разрывных функций в ряды по полиномам Лежандра, а также интегральное 
представление для полиномов Лежандра. В результате задача сведена к интегральному 
уравнению Фредгольма II рода относительно вспомогательной функции. Через 
вспомогательную функцию выражаются искомые коэффициенты ряда для контактного 
давления. Для определения области контакта дополнительно привлекается условие 
равновесия оболочки. 
 
Ключевые слова: контактная задача; сферическая оболочка; функции влияния; 
интегральные уравнения; парные ряды-уравнения; уравнения Фредгольма; контактное 
давление 
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ABSTRACT 
 

The contact problem for a spherical figure resting on an absolutely flat surface  
is considered. For the description, a system for determining equilibrium in movements is used, 
based on the hypotheses of S.P. Timoshenko, Observed shift dynamics. To create systems that 
allow electronic methods, the principle of superposition was used, according to the normal 
voltage displacements with contact application through an integral approach. This leads  
to a fundamental resolving integral equation of the Fredholm type of the first kind. The core  
of this equation is the transient function. Transient function is received using series expansions 
in Legendre and Gegenbauer polynomials. To construct a correct system of resolving 
mathematical problems, it is reduced to a system of paired series-equations. The method for 
solving this system of permissive bases is based on carrying out paired samples to the regular 
Fredholm integral equation of the second kind. For this purpose, original developments  
of discontinuous functions in series in Legendre polynomials, as well as an integral 
representation for Legendre polynomials, were used. As a result, the problem is reduced to the 
Fredholm II integral equation with respect to the auxiliary function. Using the auxiliary 
function, the required series of coefficients for contact pressure are expressed. To determine the 
contact area, an equilibrium condition is additionally required. 
 
Ключевые слова: contact problem; spherical shell; transient functions; integral equations; 
paired series-equations; Fredholm equations; contact pressure 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Механика контактных взаимодействий твердых деформируемых тел 
является активно развивающимся направлением механики деформируемого 
твёрдого тела, которое постоянно находится в центре внимания исследователей. 
Это обусловлено тем, что абсолютное большинство механизмов и конструкций 
состоит из взаимодействующих между собой частей. При этом распределение 
контактных усилий между этими частями заранее неизвестно и может быть 
найдено лишь в результате решения соответствующих контактных задач. 
Определение распределение контактного давления по области контакта является 
основной целью решения контактной задачи, поскольку позволяет затем 
сформулировать граничные условия в напряжениях на поверхностях тел и решить 
более простые проблемы по определению напряженно-деформированного 
состояния внутри взаимодействующих тел. 

Контактные задачи для тонкостенных элементов конструкций, в том числе, 
для оболочек, являются актуальным направлением развития механики контактных 
взаимодействий, поскольку оболочечные элементы широко применяются при 
проектировании и производстве всех современных видов транспорта, включая 
различные аэрокосмические аппараты, при строительстве зданий и сооружений,  
а также в робототехнике. Например, многочисленные инженерные приложения 
имеет задача о движении упругой оболочки по твердой шероховатой поверхности 
под влиянием комбинированного анизотропного трения. Для корректного учета 
влияния анизотропии коэффициентов сухого трения в таких системах, требуется 
построение приближенных аналитических моделей силового состояния внутри 
пятна контакта с учетом реального распределения нормальных и касательных 
контактных напряжений [1-3]. При изучении подобных проблемм одной  
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из наиболее перспективных является теория многокомпонентного сухого трения 
[4-7], которая позволяет корректно описать возникающие эффекты трения  
с помощью построения физически согласованных феноменологических моделей 
трения. 

Характерной особенностью контактных задач является то, что  
в математическом плане они представляют собой задачи со смешанными 
граничными условиями, которые, как правило, сводятся к интегральным 
уравнениям первого рода. Эти уравнения зачастую являются некорректными  
и требуют использования специальных методов решения. Одним из эффективных 
методов решения подобных задач является метод парных рядов-уравнений.  
По существу, он представляет собой обобщение метода разделения переменных 
на краевые задачи со смешанными граничными условиями. 

В настоящей работе, с применением принципа суперпозиции и функций 
влияния, предложен общий подход к решению контактных задач для сферических 
оболочек, основанных на сведении математической постановки к решению 
системы интегральных уравнений. В свою очередь, с использованием разложений 
в ряды Фурье, эта система с водится к парным рядам-уравнениям. Их решение 
предложено строить с помощью введения новой неизвестной вспомогательной 
функции, являющейся решением интегрального уравнение Фредгольма II рода. 
 
 

 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  
 

Рассматривается контактная задача для сферической оболочки типа 
Тимошенко [8,9], опирающейся на абсолютно твёрдую плоскую поверхность 
(рис.1). 
 

 
Рис.1. Постановка задачи. 

 
Для оболочки используется система уравнений равновесия в перемещениях, 

полученная в работе [10]. Уравнения учитывают влияние деформации сдвига, 
согласно гипотезам С.П. Тимошенко 

( ) ( ) ( )T T

3 3
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×
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= η + β = γ = −η γ = −γ ∂β ∂β 

β

 

При записи всех уравнений и соотношений здесь и далее используется 
следующая система безразмерных величин (при одинаковом начертании величин 
они обозначены верхним символом «∗», который в последующем изложении 
опускается) 

2
2 2 2

2

5,  , ,  ,  ,  .
2 2 12 6

u w p h hu w p k
R R R R

∗ ∗ ∗ µ
= = = η = γ = =

λ + µ λ + µ
 (1.2) 

В (1.1) и (1.2) u , w  – тангенциальное и нормальное перемещения; χ  – угол 
поворота нормального к срединной поверхности до деформации волокна за счет 
сдвиговых деформаций; p  – нормальное давление, [ ]0,β∈ π  – угол сферической 
системы координат с началом в центре масс оболочки. 

Оболочка находится под действием вдавливающей силы P . Контакт между 
оболочкой и плоскими поверхностями происходит в условиях свободного 
проскальзывания. 

В области контакта, граница которой определяется углом ∗β , нормальные 
перемещения определяются следующим выражением (рис.2) 

( ) [ ]1 cos ,  0, ,cw w ∗= − − + β β∈ β        (1.3) 
где cw  – перемещение центра масс оболочки. 
 

 
Рис.2. Деформированное состояние оболочки. 

 
Вне области контакта нормальное давление отсутствует 

( ) ( ]0,  , .p ∗β = β∈ β π          (1.4) 
Условие равновесия оболочки определяется уравнением статического 

равновесия 
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( )
0

sin 2 .P p d
∗β

= −π β β β∫         (1.5) 

 
 

2. ФУНКЦИЯ ВЛИЯНИЯ ДЛЯ ОБОЛОЧКИ  
 

Для построения системы разрешающих уравнений будем использовать 
принцип суперпозиции, согласно которому нормальные перемещения оболочки 
связаны с контактным давлением посредством интегрального соотношения 

( ) ( ) ( ) [ ]
0

2 , ,  0, ,ww G p d
π

∗β = π β ξ ξ ξ β∈ β∫      (2.1) 

где ( ),wG β ξ  – функция влияния для оболочки. 

Функция влияния ( ),G β ξ  представляет собой нормальные перемещения как 
решение следующей задачи 

( ) ( )T T

0,  

, , ,  0, ,0 ,u wG G Gχ

+ =

= = δ β − ξ  

LG p

G p
      (2.2) 

где ( )δ β− ξ  – дельта-функция Дирака. 
Для построения функции влияния воспользуемся разложениями в ряды 

Фурье по полиномам Лежандра ( )cosnP β  и Гегенбауэра ( )3 2
1sin cosnC −− β β  [11,12] 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

3 2
1

1

0

,
sin cos ,  

,

,
cos .
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n
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wnw
n

n n

G G
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G G

GG
P

∞

−
=χ χ

∞

=

β ξ ξ   
= − β β   β ξ ξ   

ξ β ξ 
= β   δ ξδ β − ξ   

∑

∑
     (2.3) 

Коэффициенты ( )nδ ξ  находятся так 

( ) ( ) ( )
0

2 1 2 1( ) cos sin cos sin .
2 2n n n

n nP d P
π+ +

δ ξ = δ β−ξ β β β = ξ ξ∫  (2.4) 

Подставляем (2.3) с учётом (2.4) в (2.2). Используем известные соотношения 
для полиномов Лежандра и Гегенбауэра [11] 
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s
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cos sin co .
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n

n n

n n n
n

n n

d P dP
n n P

d d
C dP d

d C dC C
n n C

d d
C C

−

− − −
−

− −

β β
+ β = − + β

β β

− β β = β β

β β β
+ β − = − + β

β β

β = − β

β

β

  





 

В результате приходим к системе уравнений относительно коэффициентов 
разложений (2.3) 

( )
( ) [ ]

3 3
T T

0,  ,

, , ,  0, ( ),0 ,

n n n n nij

n un wn n n n

L

G G G

×

ϕ

+ = =

= = δ ξ

L G p L

G p
     (2.5) 
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Решая систему (2.5), находим 
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              (2.6) 
Таким образом, функция влияния ( ),wG β ξ  определяется соответствующим 

рядом в (2.3) с коэффициентами (2.6). 
Для оценки практической сходимости ряда разложения для функции 

влияния ( ),wG β ξ , рассмотрим задачу о деформировании оболочки под действием 
нормального давления, распределённого по некоторой заданной области, 
принадлежащей внешней поверхности оболочки. При этом внешнее давление 
должно быть самоуравновешенным. В противном случае решение задачи 
приведёт к неограниченному росту перемещений. 

Пример 1. Положим, что на оболочку действует давление вида 
( ) ( ) [ ] [ ]2cos ,  0, 20 20,p β = − β β∈ π π− π π . 

 

 
Рис.3. Практическая сходимость ряда разложения для функции влияния. 

 

На рис.3а представлены нормальные перемещения оболочки ( )w β , 
вычисленные по формуле (2.1) при учёте первых трёх, пяти и десяти членов ряда 
разложения (2.3). Сплошная линия советует результату при трёх членах ряда, 
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пунктирная – при пяти, штрихпунктирная – при десяти. На рис.3б аналогичные 
графики построены при учёте десяти, пятнадцати и двадцати членов. Графики 
построены в полярной системе координат, связанной с центром оболочки. Видно, 
что отличие в результатах при учёте 10 и более членов ряда не значительное, 
поэтому в дальнейшем ограничимся удержанием первых десяти членов ряда (2.3). 
Отметим, что в рассмотренном случае интеграл в (2.1) вычисляется аналитически. 
В качестве материала оболочки выбрана сталь. Соответствующие безразмерные 
параметры задачи имеют следующие значения: 1 40γ = , 0.504η = . 
 
 

3. ПОСТРОЕНИЕ РАЗРЕШАЮЩЕЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
 

Для построения разрешающих уравнений используем интегральное 
соотношение (2.1). Используя разложение контактного давления ( )p ξ  в ряд  
по полиномам Лежандра 

( ) ( )
0

cos ,m m
m

p p P
∞

=

ξ = ξ∑         (3.1) 

а также разложение в ряд для функции влияния (2.3) и формулы (2.4), (2.6), 
приходим к следующему уравнению 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2

0 0 3 0

2 12 cos cos cos sin ,  0, .
2

n
m n n m

m n n

Qnw p P P P d
Q

π∞ ∞

∗
= =

+
β = π β ξ ξ ξ ξ β∈ β∑ ∑ ∫

              (3.2) 
С учётом свойства ортогональности для полиномов Лежандра [4] 

( ) ( )
0

2cos cos sin ,
2 1n m mnP P d

n

π

ξ ξ ξ ξ = δ
+∫  

уравнение (3.2) принимает вид 

( ) ( ) [ ]2

0 3

2 cos ,  0, .n
m m

m n

Q p P w
Q

∞

∗
=

π β = β β∈ β∑      (3.3) 

До разрешающей системы уравнений оно дополняется уравнением (1.4), 
записанным с учётом разложения (3.1) 

( ) ( ]
0

cos 0,  ,m m
m

p P
∞

∗
=

β = β∈ β π∑        (3.4) 

и условием равновесия (1.5): 

( ) ( ) ( )
0 0

,  cos sin 2 .m m m m
m

p C P C P d
∗β∞

∗ ∗
=

−π β = β = β β β∑ ∫    (3.5) 

Отметим, что интегралы в выражении для ( )mC ∗β  при любом 0,1,2...m =  
вычисляются аналитически. 

В результате контактная задача сводится к решению системы парных рядов-
уравнений (3.3), (3.4) с учётом дополнительного соотношения (3.5). 
 
 

4. МЕТОД РЕШЕНИЯ РАЗРЕШАЮЩЕЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
 

Следуя [13], метод решения системы уравнений (3.3)-(3.5) основывается  
на сведении парных уравнений (3.3), (3.4) к регулярному интегральному 
уравнению Фредгольма II рода. Для этого используем известные разложения 
разрывных функций в ряды по полиномам Лежандра [12] 
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( )
( )0

            0,             ,  0 ,     
2 1 1sin cos ,  0 ,2

2 cos cos
m

m

t
m t P t

t

∞

=

< < β ≤ π
+   β =   < β < ≤ π   β−

∑  (4.1) 

( ) ( )
0

1 ,  0 ,2 1 2 cos coscos cos
2

            0,               0
m

m

tm tt P
t

∞

=

 < < β ≤ π+   − ββ =  
   < β < ≤ π

∑   (4.2) 

и интегральное представление для полиномов Лежандра [14] 

( )
( )0

2 1cos
2 2cos .

2 cos cos
m

m x
P dx

x

β
+ 

 
 β =

π − β∫       (4.3) 

Уравнения (3.3)-(3.5) с помощью элементарных преобразований приведём  
к виду 

( ) ( ) ( ) [ ]
0

1 cos ,  0, ,m m m
m

g p P w
∞

∗
=

− β = β β∈ β∑       (4.4) 

( ) ( ]
0

2 1 cos 0,  , ,
2 m m

m

m p P
∞

∗
=

+
β = β∈ β π∑        (4.5) 

( )
0

2 1 ,
2 m m

m

m p C P
∞

∗
=

+
−π β =∑          (4.6) 

где ( )3 2

3

2 12 ,  
2 1

m m
m m m

m

Q m Q
p p g

m Q
− π +

= =
+

 . 

Положим 

( )
0

2 1cos ,
2m

mp t t dt
∗β + = ϕ  

 ∫         (4.7) 

где ( )tϕ  – функция, подлежащая определению. 
Подставим (4.7) в уравнение (4.4): 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ]

00

00

2 1cos cos
2

2 1cos cos ,  0, .
2

m
m

m m
m

mt t P dt

mt g P t dt w

∗

∗

β ∞

=

β ∞

∗
=

+ ϕ β − 
 

+ − ϕ β = β β∈ β 
 

∑∫

∑∫
 

Используя выражение (4.2) в первом слагаемом в левой части  
и интегральное представление (4.3) во втором слагаемом, получаем уравнение 

( )
( )

( )
( )

( ) [ ]

0

00 0

2 cos cos

2 1cos
2 2 1 2cos , 0, ,

2 2 cos cosm
m

t
dt

t

m x
mt g t dt dx w

x

∗

β

β β∞

∗
=

ϕ
−

− β

+ 
 +   − ϕ = β β∈ β π   − β

∫

∑∫ ∫

 

которое, после не сложных преобразований, приводится к виду 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) [ ] ( )

0 0

0

1
2 cos cos

2 1,  0, ,  cos .
2m

m

dxx t g x t g x t dt
x

mw g y g y

∗ββ

∞

∗
=

 
ϕ − ϕ − + + =   π − β 

+ = β β∈ β =  
 

∫ ∫

∑
  (4.8) 

Подставляя (4.7) в левую часть уравнения (4.5) и, проводя операцию 
интегрирования по частям, приходим к выражению 

( ) ( )

( ) ( ) ( ]

0

00

2 1cos sin
2

2 1cos sin ,  , .
2

m
m

m
m

mP

mt P t dt
∗

∞

∗ ∗
=

β ∞

∗
=

+ ϕ β β β − 
 

+ ′− ϕ β β∈ β π 
 

∑

∑∫
 

Видим, что оно равно нулю в силу (4.1) и неравенств 0 t ∗< ≤ β < β ≤ π . 
Таким образом, уравнение (4.5) тождественно выполняется. 

Уравнение (4.8) является уравнением Абеля относительно выражения  
в квадратных скобках [15]. Его решение имеет вид [16] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

[ ]
0 0

sin1 2 ,
2 cos cos

0, .

w x xdxdt g t g t dt
d x

∗β β

∗

ϕ β − ϕ β − + β + =  π π β β −

β∈ β

∫ ∫  (4.9) 

Уравнение (4.9) является интегральным уравнением Фредгольма второго 
рода относительно функции ( )ϕ β . 

Таким образом, разрешающая контактную задачу система уравнений имеет 
вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( )

( )

0

0

0

1 ,  0, ,

2 1 2 1cos ,
2 2

,

m

m m
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∞
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ϕ β − ϕ β − + β + = β β∈ β  π
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−π β =
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∫

∑

          (4.10) 

где ( ) ( )
( )

( ) ( )
0 0

sin2 ,  cos sin 2 .
2 cos cos m m
w x xdxdf C P d

d x

∗ββ

∗β = β = β β β
π β β −∫ ∫  

Отметим, что первое уравнение системы (4.10) является регулярным 
интегральным уравнением Фредгольма II рода. Его решение может быть получено 
с помощью известных методов, например, метода последовательных приближений. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

С применением принципа суперпозиции, метода функций влияния, парных 
рядов уравнений и разложений в ряды по системе собственных функций 
построена разрешающая система уравнений контактной задачи для сферической 
оболочки, опирающейся на абсолютно твёрдую поверхность. Разработан метод  
её решения, основанный на сведении системы уравнений к интегральному 
уравнению Фредгольма II рода относительно новой вспомогательной функции. 
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