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АННОТАЦИЯ 
 

Исследован изгиб упругой трехслойной круговой пластины, связанной  
с двухпараметрическим основанием Пастернака, под действием произвольной 
осесимметричной нагрузки. Постановка задачи и её решение проводится  
в цилиндрической системе координат, связанной с срединной плоскостью заполнителя. 
Для описания кинематики несимметричного по толщине трехслойного пакета введены 
упрощающие гипотезы. Для тонких несущих слоев пластины используются гипотезы 
Кирхгофа, согласно которым нормаль остается прямолинейной, перпендикулярной  
к координатной плоскости и не изменяет свою длину. В легком, не воспринимающем 
нагрузку в тангенциальном направлении, относительно толстом заполнителе 
справедлива гипотеза Тимошенко о несжимаемости и прямолинейности 
деформированной нормали, которая поворачивается на некоторый дополнительный 
угол. Отсутствие относительного сдвига слоев на контуре пластины обеспечивается 
установленной жесткой диафрагмой. Краевая задача сведена к определению прогиба 
пластины, относительного сдвига в заполнителе и радиального перемещения 
координатной плоскости. Неоднородная система обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений равновесия получена с помощью вариационного 
принципа Лагранжа. Приняты граничные условия шарнирного опирания контура 
пластины. Для прогиба получено дифференциальное уравнение четвертого порядка, 
решение которого выписано через функции Бесселя. Относительный сдвиг  
в заполнителе и радиальное перемещение выражены через прогиб пластины. Частное 
аналитическое решение системы уравнений равновесия при произвольной 
осесимметричной нагрузке получено с помощью ядра Коши. Определены 
соответствующие граничным условиям константы интегрирования при произвольной 
осесимметричной нагрузке. Проведен численный параметрический анализ напряженно-
деформированного состояния шарнирно опертой трехслойной несимметричной  
по толщине круговой пластины. Исследована зависимость решения от параметров 
сжатия и сдвига упругого основания. Выполнен сравнительный анализ результатов  
при использовании моделей Винклера и Пастернака, показавший существенное влияние 
сдвиговых свойств основания на деформирование конструкции.  
 
Ключевые слова: трехслойная пластина; упругость; основание Пастернака; 
осесимметричная нагрузка; ядро Коши 
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ABSTRACT 
 

The bending of an elastic three-layer circular plate connected with a two-parameter 
Pasternak foundation under the action of an arbitrary axisymmetric load is studied.  
The statement of the problem and its solution is carried out in a cylindrical coordinate system 
associated with the median plane of the filler. Simplifying hypotheses are introduced to describe 
the kinematics of a three-layer stack asymmetrical in thickness. For thin carrier layers of the 
plate, Kirchhoff's hypotheses are used, according to which the normal remains rectilinear, 
perpendicular to the coordinate plane and does not change its length. In a light, relatively thick 
filler that does not take a load in the tangential direction, Timoshenko's hypothesis about the 
incompressibility and straightness of the deformed normal, which rotates through some 
additional angle, is valid. The absence of a relative shift of the layers on the plate contour is 
ensured by the installed rigid diaphragm. The boundary value problem is reduced to determining 
the deflection of the plate, the relative shift in the filler, and the radial displacement of the 
coordinate plane. An inhomogeneous system of ordinary linear differential equilibrium equations 
is obtained using the Lagrange variational principle. The relative shear in the core and the radial 
displacement are expressed in terms of the deflection of the plate. A particular analytical solution 
of the system of equilibrium equations for an arbitrary axisymmetric load is obtained using the 
Cauchy kernel. The integration constants corresponding to the boundary conditions are 
determined for an arbitrary axisymmetric load. A numerical parametric analysis of the stress-
strain state of a hinged three-layer circular three-layer plate asymmetrical in thickness is carried 
out. The dependence of the solution on the compression and shear parameters of the elastic 
foundation is studied. A comparative analysis of the results using the Winkler and Pasternak 
models was performed, which showed a significant effect of the shear properties of the base  
on the deformation of the structure. 
 
Keywords: three-layer plate; elasticity; Pasternak foundation; axisymmetric load; Cauchy kernel 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Применение композитных материалов в авиастроении, строительстве  
и технике значительно возросло за последнее время. Благодаря сочетанию 
различных физических и/или химических свойств компонентов, они обладают 
большим потенциалом при создании конструкций и деталей, обладающих 
высокой прочностью, жесткостью и долговечностью при относительно малом 
весе. 

Несмотря на то, что методики расчета композитных материалов и элементов 
начали разрабатывать ещё в середине прошлого столетия, эта область 
исследований и сейчас актуальна и продолжает активно развиваться. Большой 
класс работ посвящен расчету трехслойных композиционных материалов. 
Трехслойные стержни, пластины и оболочки, в основном, состоят из двух 
внешних несущих слоев, воспринимающих основную нагрузку,  
и промежуточного толстого легкого слоя (заполнителя), удерживающего несущие 
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слои на определенном расстоянии и обеспечивающего совместную работу всего 
пакета. 

Основы теории расчета элементов конструкций из слоистых 
композиционных материалов изложены в монографиях [1-4]. Решен ряд задач 
статики и динамики балок, пластин и оболочек при комплексных силовых, 
тепловых и радиационных воздействиях.  

Изгиб упругого трехслойного стержня в температурном поле рассмотрен  
в работе [5]. Влиянию терморадиационных полей на упругопластические тела 
посвящена статья [6]. Деформирование трехслойной полосы при нагреве одного 
внешнего слоя изучено в работе [7]. 

Задачи о свободных и вынужденных колебаниях трехслойной 
цилиндрической оболочки, трехслойного стержня и круговой трёхслойной 
пластины решены в статьях [8-10]. 

Влияние сжимаемости заполнителя на поперечный изгиб круговых  
и прямоугольных трехслойных пластин, в том числе с учетом температурных 
полей, рассмотрено в работах [11,12]. 

Осесимметричное и неосесимметричное деформирование круговой 
трехслойной пластины в своей плоскости под действием внешних нагрузок 
исследовано в статьях [13,14]. 

Достоинства и недостатки существующих моделей упругого основания, 
используемых в настоящее время, приведены в статьях [15,16] на примере 
взаимодействия однослойных прямоугольных пластин с упругими основаниями. 
Сделан вывод о необходимости применения двухпараметрической модели 
Пастернака для описания реакции основания. Сопоставление постановок  
и решений краевых задач с использованием моделей упругого основания 
Винклера и Пастернака на примере трехслойных круговых пластин выполнено 
автором в статье [17]. 

Деформирование однослойных графеновых листов, лежащих на упругом 
основании Пастернака, в температурном поле рассмотрено в работе [18]. 
Геометрически нелинейное деформирование функционально-градиентной 
кольцевой пластины с двумя пьезоэлектрическими слоями на основании 
Пастернака исследовано в работе [19]. Термосиловой изгиб функционально-
градиентных пластин, опирающихся на упругое основание Пастернака, описан  
в статье [20]. 

Нелинейные колебания сэндвич-пластин, связанных с двухпараметрическим 
основанием Пастернака, с учетом теплой среды рассмотрены в статье [21]. 
Исследованию изгибных волн в пластине, связанной с двухпараметрическим 
упругим основанием, посвящена работа [22]. 

Ряд задач изгиба несимметричных по толщине упругих  
и упругопластических круговых трехслойных пластин, связанных с основанием 
Пастернака, под действием осесимметричной поперечной равномерно 
распределенной нагрузки решен автором в работах [23,24], в том числе с учетом 
температурного воздействия [25,26]. Случай сэндвич-пластины описан в статье 
[27]. 

В предлагаемой работе, в отличие от предыдущих публикаций автора, 
рассмотрен случай изгиба произвольной поперечной осесимметричной нагрузкой 
упругой круговой трехслойной пластины, при шарнирном опирании её контура, 
на основании Пастернака.  
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Рассматривается изгиб круговой трехслойной пластины под действием 
поперечной произвольной осесимметричной нагрузки интенсивностью ( )0   q q r= . 
Для обеспечения отсутствия относительного сдвига слоев на контуре 
устанавливается жесткая диафрагма. 

При разработке теории расчета необходимо не только учитывать 
особенности работы конструкции под нагрузкой, но и сводить постановку задачи 
к достаточно простым разрешающим уравнениям. Получение такой 
компромиссной теории достигается введением ряда упрощающих гипотез:  
для несущих слоев пластины используются гипотезы Кирхгофа,  
для несжимаемого в поперечном направлении легкого толстого заполнителя – 
модель Тимошенко. 

Постановка задачи проводится в цилиндрической системе координат, 
связанной со срединной плоскостью заполнителя. Задача сводится к определению 
прогиба пластины ( )w r , относительного сдвига в заполнителе ψ и радиального 

перемещения координатной плоскости ( )u r  (рис.1). 
 

 
Рис.1. 

 
Для моделирования воздействия распределенной по нижнему несущему 

слою реакции основания применяется модель основания Пастернака [28] 
( ) 0κ ,r fq r w t w= − + ∆          (1) 

где 0 , ftκ  – коэффициенты сжатия и сдвига основания, ∆  – оператор Лапласа  
в полярной системе координат 

1, , .rr rw w w
r

∆ = +  

Система уравнения равновесия в перемещениях, с учетом (1), получена 
автором с помощью вариационного принципа Лагранжа в статье [23] 
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где запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования  
по следующей за ней координате; na  – коэффициенты, определяемые через 
модули упругости материалов и геометрические параметры слоев 

( )
3

1 2 1 1 2 2 3 1 1 1 2 2 2
1

2
4 1 1 2 2 3

2
5 1 1 1 2 2 2 3

2 2 2 2
6 1 1 1 1 2 2 2
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2 2

2 ,
3

1 1 2 ,
2 2 3

1 1
3 3

k k
k

a h K a c h K h K a h c h K h c h K

a c h K h K cK

a c h c h K h c h K c K

a h c ch h K h c ch h

+ + + + +

=

+ + +

+ + +

+

   = = − = + − +   
   

 = + + 
 
    = + + + +        
   = + + + + +   
   

∑

3
2 3

2 ,
3

4 2, ,
3 3k k k k k k

K c K

K K G K K G

+ +

+ −

+

≡ + ≡ −

 
где kh  – толщина k-го слоя ( )31,  2,  3; 2k h c= = , ,k kG K  – модули сдвига  
и объёмного деформирования; 2 3L , L  – линейные дифференциальные операторы 

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2

3 2 2 3

1 ,L , , , ,

1 2 , ,L , , .
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r r rr

rr r
r rrr

g gg rg g
r r r

g g gg rL g g
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 
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Краевая задача по определению прогиба рассматриваемой пластины 
замыкается присоединением к системе дифференциальных уравнений (2) 
граничных условий на контуре при его шарнирном опирании ( r R= , R  – радиус 
пластины) 

0, 0, 0, 0,ru w M= ψ = = =        (3) 
где внутренний момент rM  выражается через искомые перемещения 
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ψ    + + + + + −        

−
2 2

2 2 31 2
1 1 2 2 2 3

2 2
2 2 31 2

1 1 1 2 2 2 3

2 ,
3 3 3

2 , .
3 3 3

rr

r

h hh c ch K h c ch c K w

h h wK h c ch K h c ch c K
r

+ +

− − −

    
+ + + + + + −    

    
    

− + + + + + +    
    

 

Граничные условия (3) служат для определения констант интегрирования, 
полученных при решении системы линейных дифференциальных уравнений (2). 
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2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 

 
В силу линейности системы дифференциальных уравнений (2), с помощью 

первых двух уравнений в третьем уравнении обнуляем коэффициенты перед 
функциями u  и ψ . В результате получим радиальное перемещение координатной 
плоскости и сдвиг в заполнителе через прогиб, который удовлетворяет 
дифференциальному уравнению четвертого порядка 

2
1 1

4
2 3

0 02 3

, ,

, ,

2 1 1 1, , , , , , ,

r

r

rrrr rrr rr r f rr r

Cu b w C r
r
Cb w C r
r

w w w w t D w w Dw q D
r r r r

= + +

ψ = + +

 + − + − + + κ = 
 

 (4) 

где 1 2 3 4, , ,С С С С  – константы интегрирования; коэффициенты 

( )
( )( ) ( )

2
1 1 4 21 4 2 5 1 5 2 3

1 2 22 2 2 2
1 4 2 1 4 2 1 6 3 1 4 2 1 5 2 3

, , .
a a a aa a a a a a a ab b D

a a a a a a a a a a a a a a a a

−− −
= = =

− − − − − −
 

В связи с ограниченностью предполагаемого решения в начале координат 
для сплошных пластин необходимо положить 2 4 0C C= = . 

Рассмотрим однородное уравнение, соответствующее третьему уравнению  
в системе (4), и введем в нем замену переменной x r= κ  

2
02 3

2 1 1 1, , , , 2 , , 0,xxxx xxx xx x xx xw w w w t w w w
x x x r

 + − + − + + = 
 

  (5) 

где 4 2 2
0 0 1 1, 2 ,f f fD t t t t Dκ = κ = κ = . 

Подробное решение уравнения (5) расписано автором в статье [23] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
5 0 6 0 7 0 8 0 ,pw C J ax C H ax C J a x C H a x w= + + + +  (6) 

где ( )0J ax  и ( )0J a x  – функции Бесселя первого рода, нулевого порядка, 

комплексных аргументов ax  и a x ; ( ) ( )1
0H ax  и ( ) ( )2

0H a x  – функции 

Ханкеля первого и второго рода, нулевого порядка от тех же аргументов; 

( )22 2
0 01a t i t= − + − , ( )22 2

0 01a t i t= − − −  – корни характеристического уравнения, 

полученные в [23]; pw  – частное решение рассматриваемого уравнения. 
Учитывая, что прогиб в центре пластины должен быть конечным, а функции 

Ханкеля ( ) ( )1
0H ax  и ( ) ( )2

0H a x  в начале координат уходят в бесконечность,  

то в решении (6) для сплошных пластин необходимо положить 6 8 0C C= = . 
Полное решение поставленной задачи выпишем в общем виде 

( ) ( )

1 1

2 3

5 0 7 0

, ,
, ,

.

r

r

p

u b w C r
b w C r

w C J a r C J a r w

= +
ψ = +

= κ + κ +

      (7) 

Общее решение (7) можно использовать для исследования любого случая 
симметричного изгиба трёхслойной круговой пластины, при опирании  
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её на упругое основание. При этом конкретная задача сводится к определению 
постоянных интегрирования 1 3 5 7, , ,C C C C  из соответствующих граничных 
условий и условий равновесия пластины. 
 
 

3. СЛУЧАЙ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ НАГРУЗКИ 
 

Частное решение pw  дифференциального уравнения (5), входящее в (6), 
можно построить, используя ядро Коши [29, с.122]. В этом случае его можно 
представить в виде 

( ) ( )1
0

, d ,
r

pw K r s q s s= ∫         (8) 

где 1 0q q D=  – правая часть третьего уравнения системы (4), ( ),K r s  – ядро Коши. 
Ядро Коши вычисляется через фундаментальные решения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1 0 2 0

1 1 2
3 0 4 0

,

,

K r s B s J a r B s H a r

B s J a r B s H a r

= κ + κ +

+ κ + κ
    (9) 

Функции ( ) ( )1
iB s  – являются решением следующей системы линейных 

алгебраических уравнений 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 2
1 0 2 0 3 0 4 0

1 1 1 1 1 2
1 0 2 0 3 0 4 0

1 1 1 1 1 2
1 0 2 0 3 0 4 0

1 1 1 1 1 2
1 0 2 0 3 0 4 0

0,

0,

0,

1,

B J a s B H a s B J a s B H a s

B J a s B H a s B J a s B H a s

B J a s B H a s B J a s B H a s

B J a s B H a s B J a s B H a s

 κ + κ + κ + κ =

 ′ ′′ ′κ + κ + κ + κ =


′′ ′′′′ ′′κ + κ + κ + κ =

 ′′′ ′′′ ′′′′′′ κ + κ + κ + κ =

 

              (10) 
где операции дифференцирования по параметру s обозначены штрихами. 

Производные функций, входящих в систему (10), будут 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1

12
0 0

1
0 12

0 1 2

0 1

12
0 0

,

,

,

,

,

J a s aJ a s

J a s
J a s a J a s

s a

J a s
J a s J a sa sJ a s a a J a s

s a s

J a s a J a s

J a s
J a s a J a s

s a

′ κ = −κ κ

 κ
 ′′ κ = κ − κ

κ 
 
 κ
 κ − κκ ′′′ κ = κ κ κ + − κ
 
  

′ κ = −κ κ

 κ
 ′′ κ = κ − κ

κ 
 
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( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
0 12

0 1 2

1 1
0 1

1
11 12

0 0

1 12
0 1

1
11 1

0 1

2

2 2
0 1

2
0

,

,

,

,

,

J a s
J a s J a sa sJ a s a a J a s

s a s

H a s aH a s

H a s
H a s a H a s

s a

H a s a a H a s

H a s
H a s H a sa s

s a s

H a s a H a s

H a

 κ
 κ − κκ ′′′ κ = κ κ κ + − κ
 
  

′ κ = −κ κ

 κ
′′  κ = κ − κ

κ 
 
′′′ κ = κ κ κ +

κ
κ − κκ + − κ



′ κ = −κ κ

′′ ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2
1 22

0

2 22
0 1

2
12 2

0 1

2

,

.

H a s
s a H a s

s a

H a s a a H a s

H a s
H a s H a sa s

s a s

 κ
 κ = κ − κ

κ 
 
′′′ κ = κ κ κ +

κ
κ − κκ + − κ



 

              (11) 
В результате, выражения для функций, составляющих ядро Коши, можно 

записать в виде 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 11 2

1 21 1

1 1
1 13 4

3 41 1

, ,

, ,

W s W s
B s B s

W s W s

W s W s
B s B s

W s W s

= =

= =

      (12) 

где определители выражаются через функции Бесселя и их производные (11) 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
0 0 0 0

1 2
0 0 0 01

1 2
0 0 0 0

1 2
0 0 0 0

  ,

J a s H a s J a s H a s

J a s H a s J a s H a s
W s

J a s H a s J a s H a s

J a s H a s J a s H a s

κ κ κ κ

′ ′′ ′κ κ κ κ
=

′′ ′′′′ ′′κ κ κ κ

′′′ ′′′′′′ ′′′κ κ κ κ
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2
0 0 0

1 2
0 0 01

1 1 2
0 0 0

1 2
0 0 0

2
0 0 0

2
0 0 01

2 2
0 0 0

2
0 0 0

1
3

0

0 ( )
,

0 ( )

1 ( )

0

0
   ,

0

1

H a s J a s H a s

H a s J a s H a s
W s

H a s J a s H a s

H a s J a s H a s

J a s J a s H a s

J a s J a s H a s
W s

J a s J a s H a s

J a s J a s H a s

W

κ κ κ

′ ′′κ κ κ
=

′′ ′′′′κ κ κ

′′′ ′′′′′′κ κ κ

κ κ κ

′′ ′κ κ κ
=

′′′′ ′′κ κ κ

′′′′′′ ′′′κ κ κ

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2
0 0 0

1 2
0 0 0

1 2
0 0 0

1 2
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 01

4 1
0 0 0

1
0 0 0

0

0
  ,

0

1

0

0
  .

0

1

J a s H a s H a s

J a s H a s H a s
s

J a s H a s H a s

J a s H a s H a s

J a s H a s J a s

J a s H a s J a s
W s

J a s H a s J a s

J a s H a s J a s

κ κ κ

′ ′′ κ κ κ
=

′′ ′′′′ κ κ κ

′′′ ′′′′′′ κ κ κ

κ κ κ

′′ ′κ κ κ
=

′′′′ ′′κ κ κ

′′′′′′ ′′′κ κ κ

 

Частное решение (8) и ядро Коши удовлетворяют условиям 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0,

, , , 0, , 1,
p p p pw w w w

K s s K s s K s s K s s

′ ′′ ′′′= = = =

′ ′′ ′′′= = = =
    (13) 

что в ряде случаев удобно при получении констант интегрирования. 
Частное решение (8) удобно еще и тем, что интеграл в нем определенный  

и включает нагрузку в явном виде, которая не входит при этом в ядро Коши (9). 
Это позволит в дальнейшем рассматривать осесимметричную нагрузку 
произвольного вида как равномерно распределенную, так и локально 
приложенную – круговую, кольцевую, погонную и т.д. 

Для определения констант интегрирования систему уравнений (7) подставим 
в граничные условия (3), получим 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 3

5 0 7 0

3 5 6 12

, 0,

, 0,

0,

,
, , , 0.

r

r

p

r
r r r rr

u R b w R C R

R b w R C R

w R C J a R C J a R w R

w R
M R a u R a R a w R a

R

= + =

ψ = + =

= κ + κ + =

= + ψ − − =

  (14) 
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Здесь при нахождении четвертого уравнения в выражении для ( )rM R  (3) 
использовано условие        0u=ψ=  при    r R= . 

Значения производных от радиального перемещения и относительного 
сдвига на контуре ( ) ( ), , ,r ru R Rψ , входящие в четвертое уравнение системы (14), 
выразим через производные от прогиба с помощью первых двух соотношений  
из систем (7) и (14). В результате 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

2 3 2

,
, , , ,

,
, , , .

r
r rr rr

r
r rr rr

w R
u R b w R C b w R

R

w R
R b w R C b w R

R

 
= + = − 

 
 

ψ = + = − 
 

    (15) 

Значение первой производной от прогиба на контуре пластины имеет вид 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
5 1 7 1

5 3 7 4

, ,

, ,

r p r

p r

w R aC J a R aC J a R w R

C b C b w R

 = −κ κ + κ + = 
= + +

  (16) 

где ( ) ( ) ( )3 1 4 1, , ,p rb aJ a R b a J a R w R= −κ κ = −κ κ  – производная от частного 
решения (8). 

Вторая производная от прогиба на контуре принимает вид 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2
5 1 0

2
7 1 0

5 5 7 6

,

,

, ,

rr

p rr

p rr

aw R C J a R a J a R
r

aC J a R a J a R w R
r

C b C b w R

 κ
= κ − κ κ + 

 
 κ

+ κ − κ κ + = 
 

= + +

  (17) 

где 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
5 1 0

2
6 1 0

2

1 1 12
0 0

,

,

, , ,
, d d .

r r

p rr s r

ab J a R a J a R
R

ab J a R a J a R
R

K r s K r s K r s
w r q s s q s s q s

r r r r =

κ
= κ − κ κ

κ
= κ − κ κ

 ∂ ∂ ∂∂
= = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫

 

Учитывая условия (13), получаем вторую производную от частного решения 
(8) и ее значение на контуре 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

12
0

2

12
0

,
, d ,

,
, d .

r

p rr

r

p rr r R

K r s
w r q s s

r

K r s
w R q s s

r =

∂
=

∂

∂
=

∂

∫

∫
      (18) 

Подставив выражения (15)-(18) в четвертое уравнение системы (14), 
получим 
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( )

( ) ( )

3 12
5 3 1 5 2 5 5 6 3

4 12
7 3 1 5 2 6 6 6 4 p

b aC a b a b b b a b
R R

b aC a b a b b b a b w R
R R

∗

  + + − − +    
  + + + − − =    

 

или 
( )*

5 7 7 8 ,pC b C b w R+ =          (19) 
где 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 12
7 3 1 5 2 5 5 6 3

4 12
8 3 1 5 2 6 6 6 4

12 3 1 5 2 6 3 1 5 2

,

,

,
, .p r

p p rr

b ab a b a b b b a b
R R
b ab a b a b b b a b
R R

w R
w R a a b a b w R a a b a b

R
∗

 = + + − − 
 
 = + + − − 
 

= − − + − −

 

Добавив к итоговому уравнению (19) третье из системы уравнений (14), 
получим систему линейных алгебраических уравнений для определения 5 7,C C  

( )

( ) ( ) ( )
5 7 7 8

5 0 7 0

,

.

p

p

C b C b w R

C J a R C J a R w R

∗+ =

κ + κ = −
      (20) 

В результате решения систем (14) и (20) имеем следующие константы 
интегрирования 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

8 0
1 1 3 2 5

0 7 0 8

7 0
7

0 8 0 7

( ), ,
, , ,

.

p pr r

p p

b w R w R J a Rw R w R
C b C b C

R R J a R b J a R b

w R b w R J a R
C

J a R b J a R b

∗

∗

+ κ
= − = − =

κ − κ

+ κ
=

κ − κ

 (21) 

Решение (7) с константами интегрирования (21) описывает перемещения  
в упругой круговой трехслойной пластине с шарнирно опертым контуром, 
связанной с двухпараметрическим основанием Пастернака. 
 
 

4. ЧИСЛЕННЫЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
 

Численные результаты получены с помощью системы компьютерной 
алгебры Maple. Исследовано деформирование шарнирно опертой пластины 
единичного радиуса 1R =  м. Величина интенсивности поверхностной равномерно 
распределенной нагрузки взята 0    –1q =  МПа. Механические характеристики 
материалов заимствованы из [3]: сплав Д16-Т для внешних несущих слоев – 

50,267 10G = ⋅  МПа, 50,8 10K = ⋅  МПа; фторопласта-4 для срединного слоя – 
3    90G =  МПа, 3 345K =  МПа. Приняты следующие толщины слоёв пластины: 

1 0,02h =  м, 2 0,06h =  м, 3 0,4h =  м. Коэффициент сжатия основания принят 
постоянным, равным 0 100κ =  МПа/м, что соответствует грунту песчано-
глинистому, искусственно уплотненному [30]. Значения коэффициентов сдвига 
принимались согласно рекомендациям Пастернака 0   1ft κ <  м2 [28]. 
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На рис.2а-в показано влияние учета коэффициента сдвига основания  
ft , МПа·м, на прогиб w , относительный сдвиг в заполнителе ψ  и радиальное 

перемещение координатной плоскости u вдоль радиуса пластины: 1 – 0ft = ,  
2 – 1ft = , 3 – 10ft = . Решение при отсутствии коэффициента сдвига 0ft =  
(кривая 1) соответствует модели основания Винклера. Сравнительные расчета 
показали преемственность моделей, не смотря на различный аналитический вид 
решений (в случае модели Винклера решение получено в функциях Кельвина 
[17]). 
 

 
а б 

 
в 

Рис.2. 
 

При значениях коэффициента сдвига 1ft <  МПа·м изменения искомых 
величин не существенное и в инженерных расчетах можно не учитывать.  
С ростом коэффициента ft  до 1 МПа·м (кривая 2) уменьшаются максимумы 
перемещений на 4,4%, при 10ft =  МПа·м (кривая 3) – на 32,5%. В силу малости 
значений радиального перемещения не всегда целесообразно проводить  
его численное исследование. 

Рис.3 иллюстрирует изменение радиальных напряжений ( )r zσ  по толщине 
рассматриваемой упругой трехслойной пластины с шарнирно опертым контуром 
на контуре (а) и в центре (б) в зависимости от величины коэффициента сдвига  

ft , МПа·м: 1 – 0ft = , 2 – 10ft = . На контуре пластины верхние части несущих 
слоев растянуты, заполнителя – сжаты, в центре – противоположная картина. 
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а б 

Рис.3. 
 

В склейках слоев напряжения имеют одинаковые знаки, но терпят разрыв 
из-за различных упругих характеристик материалов слоев. При учете 
коэффициента сдвига 10ft =  МПа·м напряжения уменьшаются, на контуре 
пластины до 28,7%, в центре – на 39,2%. Радиальные напряжения в заполнителе 
визуально увеличены в 100 раз. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Механико-математическая модель, общее и частное решения краевой задачи 
позволяют исследовать симметричный изгиб трёхслойной круговой пластины  
при ее взаимодействии с упругим основанием Пастернака. Это дает возможность 
рассматривать осесимметричную нагрузку произвольного вида как равномерно 
распределенную, так и локально приложенную – круговую, кольцевую, погонную 
и т.д. Численное исследование параметров напряженно-деформированного 
состояния при действии равномерно распределенной нагрузки показало 
качественную и количественную зависимость перемещений и напряжений  
от коэффициентов сжатия и сдвига основания. 
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