
 

538 

УДК 539.3 
EDN VMAPFK (https://elibrary.ru/vmapfk) 
DOI 10.33113/mkmk.ras.2023.29.04.08 

 

О ПРИЛОЖЕНИИ ТЕОРИИ ПЛАСТИН N-ГО ПОРЯДКА  
К ЗАДАЧАМ О ДИСПЕРСИИ ВОЛН В ФУНКЦИОНАЛЬНО-

ГРАДИЕНТНОМ ВОЛНОВОДЕ С ЛОКАЛЬНОЙ 
НЕОДНОРОДНОСТЬЮ* 

 
Жаворонок С.И.1,2, Курбатов А.С.1 

 
1ФГБУН Институт прикладной механики РАН, г. Москва, Россия 
2ФГБОУ ВО «Московский авиационный институт (национальный 

исследовательский университет)», г. Москва, Россия 
 
 

АННОТАЦИЯ 
 

Рассмотрено приложение теории пластин N-го порядка к решению задачи  
о дисперсии нормальных волн в трансверсально-неоднородном волноводе. Модель N-го 
порядка пластины в рамках вариационного формализма иерархической теории является 
лагранжевой континуальной системой, определенной на реперной плоскости 
конфигурационным пространством, являющимся линейной оболочкой множества 
переменных поля, и функционалом Лагранжа. Переменные поля первого рода являются 
коэффициентами разложения компонентов пространственного поля вектора перемещения 
по некоторой биортогональной системе функций безразмерной нормальной к реперной 
плоскости координаты, образующей базис в пространстве функций, интегрируемых  
с квадратом. Поверхностная и контурная плотность функционала Лагранжа порождаются 
редукцией пространственной размерности объемной и граничной плотностей 
функционала Лагранжа, соответствующие трехмерной вариационной постановки задачи 
динамики упругого неоднородного тела. Уравнения движения теории N-го порядка 
являются обобщенными уравнениями Лагранжа второго рода двумерной континуальной 
системы. На основе теории пластин N-го порядка поставлена задача о дисперсии 
нормальных волн в плоском трансверсально-неоднородном функционально-градиентном 
упругом слое со степенным распределением объемных долей структурных составляющих 
материала и локальным отклонением от степенного распределения (моделью дефекта 
структуры), заданным функцией с разрывом первой производной. Задача о дисперсии 
волн сведена к проблеме собственных значений для пары симметрических матриц. 
Решение задачи построено с использованием в качестве базиса как ортогональных 
полиномов, так и кусочно-линейных финитных функций типа «разбиение единицы». 
Показана зависимость дисперсионных кривых распространяющихся мод нормальных 
волн от наличия дефекта. Исследована сходимость решения по частотам запирания 
нормальных мод и показано, что применение ортогональных полиномов приводит  
в задачах о волноводах с локальной неоднородностью к большей скорости сходимости 
решения спектральной задачи.  
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ABSTRACT 
 

Consider the application of the plate theory of N-th order to the problem of dispersion  
of normal waves in transversely inhomogeneous waveguides. The plate model of N-th order  
is interpreted within the variational formalism of hierarchical theory as a Lagrangian continuum 
system defined on the reference plane by a configuration space being a linear capsule of a field 
variables set, and a Lagrange functional. Field variables of the first kind are defined by the 
expansion factors of the spatial displacement vector field with respect to some biorthogonal 
system of functions of dimensionless coordinate normal to the reference plane; this system 
forms a basis in the space of square integrable functions. The surface and contour densities  
of the Lagrangian are resultsd by reducing the spatial dimension of the volumetric and boundary 
densities of the Lagrangian corresponding to the three-dimensional variational formulation  
of the elastodynamics problem for an inhomogeneous body. The dynamic equations of the N-th 
order theory are derived as generalized Lagrange equations of the second kind of a two-
dimensional continuum system. The problem of normal wave dispersion in a plane transversally 
inhomogeneous functionally gradient elastic layer with power-law distribution of volume 
fractions of structural constituents and a local deviation from the power-law distribution  
(i.e. a model of a structural defect) given by a function with a discontinuity of the first 
derivative, is formulated on the basis of the plate theory of N-th order. The problem of wave 
dispersion is reduced to the problem of eigenvalues for a pair of symmetric matrices.  
The solution of the dispersion problem is constructed using both orthogonal polynomials and 
piecewise linear finite functions of the partition of unity type as a base system. The dependence 
of the dispersion curves of the propagating modes of normal waves on the defect presence  
is shown. The solution convergence with respect to the locking frequencies of normal modes  
is investigated. It is shown that the use of orthogonal polynomials leads to a higher convergence 
rate of the solution of the spectral problem in problems of waveguides with local 
inhomogeneity.  
 
Keywords: normal waves; functionally graded materials; defects; plate theory of Nth order, 
orthogonal polynomials; finite piecewise-linear functions; partition of unity; phase frequencies; 
convergence 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Теоретическое описание дисперсии нормальных волн в тонкостенных 
неоднородных волноводах опирается на различные подходы [1,2], которые можно 
условно подразделить на два класса: методы, приводящие задачу о дисперсии  
к решению некоторого трансцендентного характеристического уравнения, 
корнями которого являются фазовые частоты ( )ω κ , зависящие от волнового 
числа κ , и методы, приводящие дисперсионную задачу к проблеме собственных 
значений (в общем случае обобщенной) для двух матричных операторов.  
К первой группе относятся, в первую очередь, различные варианты матричного 
подхода [3-5] – методы передаточных [6], рассеивающих [7], реверберационных 
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[8,9] и глобальных матриц [10,11], применимые в том числе в классе задач  
о дисперсии в неоднородных [12-14] и анизотропных телах [15]. Преимуществом 
метода является независимость размерности матрицы от числа слоев (реальных 
либо приближенно моделирующих функционально-градиентный материал – 
ФГМ), ключевым недостатком – вычислительная неустойчивость, связанная  
с ростом произведения 1hc−ω , где h  – толщина слоя, c  – скорость 
распространения волн [16], устраняемая при вычислениях с мантиссой  
до ~50…1000 десятичных разрядов [17], либо модификацией метода; так, метод 
реверберационных матриц устойчив в области высоких частот, но неустойчив при 
низких [9]. Также к данной группе относятся методы на основе разложения 
неизвестных задачи в степенные ряды по нормальной («толщинной») координаты 
[18-22]. Общий недостаток методов первой группы – необходимость численного 
решения трансцендентного характеристического уравнения, связанного  
с возможностью потери части корней. Ко второй группе относятся методы, 
основанные на разложении неизвестных (как правило, компонентов вектора 
перемещения) в обобщенные ряды Фурье по полиномам Лежандра [23-28], или 
конечно-элементной дискретизации волновода в плоскости, ортогональной 
направлению распространения волны [29-33]; задача о дисперсии сводится таким 
образом к обобщенной спектральной задаче, решение которой в большинстве 
случаев устойчиво и не приводит к потере фазовых частот. Методы на базе 
разложений Фурье допускают приложение к волноводам со сложными 
свойствами [26,28], притом обеспечивает повышение точности построения 
матричных операторов путем аналитического интегрирования при реализации 
проекционного метода Галеркина [25,26]. Данный подход также обеспечивает 
вычисление фазовых частот для неоднородных волноводов; для слоистых 
структур с существенно различными физическими константами слоев, однако, 
требуется переход к послойному моделированию для исключения эффекта Гиббса 
при построении собственных форм нормальных волн и распределения 
напряжений [34,35]. Решение задачи данного класса полуаналитическим методом 
конечных элементов (ПА МКЭ) [30] показано в работе [33]. 

Как степенной метод, так и метод рядов Фурье, и метод полуаналитических 
конечных элементов являются, вообще говоря, приложением различных 
вариантов общей теории нетонких оболочек, трактуемых, как континуально-
дискретные системы [36], к стационарным задачам волновой динамики.  
В частности, метод степенных рядов может трактоваться как приложение теории 
оболочек, основанной на разложениях неизвестных в тензорные степенные ряды 
[36]. С другой стороны, метод рядов Фурье представляет собой приложение  
к волновым задачам различных вариантов теории оболочек И.Н. Векуа [37-43]. 
Дальнейшее развитие теории толстостенных оболочек [40] как двумерных 
континуальных Лагранжевых систем [44-47], основанное на биортогональных 
разложениях компонентов вектора перемещения, допускает введение не только 
полиномиальных, но и кусочно-линейных функций типа «разбиение единицы» 
[48], т.е. переход при постановке задачи о дисперсии волн как к методу 
ортогональных полиномов [23], так и к методу полуаналитических конечных 
элементов [31] на базе единого вариационного формализма Лагранжева типа [46]. 
Сходимость решения задач о дисперсии волн, полученного на базе общей теории 
оболочек, к точному решению для однородного материала волновода показана  
в [49] на частотах запирания для полиномиальных, а в [50] – для финитных 
кусочно-линейных базисных функций. В [51] приведен анализ сходимости форм 
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распространяющихся нормальных волн по норме гильбертова пространства  
на частотах запирания, а в [52-55] – при различных ненулевых значениях 
волнового числа. В работах [56,57] описано приложение расширенной теории 
оболочек как двумерных Лагранжевых систем, обеспечивающей точное 
удовлетворение краевых условий на лицевых поверхностях, введенных  
в вариационную формулировку теории в форме связей [58-60]. В [57,61,62] 
изучена сходимость решений в случае функционально-градиентного волновода 
при полиномиальных, а в [63] – при финитных кусочно-линейных базисных 
функциях. В данной работе на базе теории пластин N-го порядка построено 
приближенное решение задачи о дисперсии распространяющихся мод 
нормальных волн в плоском функционально-градиентном слое с локальным 
дефектом распределения объемных долей структурных составляющих  
по толщине, описываемом функцией с разрывной первой производной,  
и проведен сравнительный анализ сходимости решений на базе ортогональных  
и конечно-элементных разложений. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ О ДИСПЕРСИИ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН  
В ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОМ ВОЛНОВОДЕ НА БАЗЕ 

ТЕОРИИ ПЛАСТИН N-ГО ПОРЯДКА 
 

1.1. Вариационная формулировка теории пластин N-го порядка. 
 

В соответствии с концепцией построения иерархии теорий оболочек  
и пластин различного порядка  [44,45,46,58] на базе Лагранжева вариационного 
формализма аналитической динамики, распространяемого на континуальные 
системы в соответствии с [64], модель пластины определена на реперной 
плоскости S  с контуром SΓ = ∂  и определенной на ней системой координат 

2Dα
ξξ ∈ ⊆   конфигурационным пространством ]

( ) ( )
[03 ,{ , }k k

NN ku u ∩α ∈Ω =


 – 

линейной оболочкой переменных поля I рода ( )kuα , ( )
3

ku , функционалом Лагранжа 
L : N +Ω →   [46] и (в случае расширенной теории [58-60]) – уравнениями связей 

0f±
α = , 3 0f± = , следующими из краевых условий на лицевых поверхностях S± . 

Теория N-го порядка порождается редукцией размерности трехмерной задачи  
[37-40,42,43] путем разложения компонентов поля вектора перемещения 
( ) ( ) ( ) ( )3, , , , , ,t u t u tβ β α β α

αξ ζ = ξ ζ ξ + ξ ζu r n  по системе функций ( ) ( )p k ζ  
безразмерной нормальной координаты [ 1,1]ζ∈ − , образующей базис  
в пространстве 2[ 1,1]L −  
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∩
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ξ ζ = ξ ζ + ξ ζ

ξ ζ =

ζ

ξ ξ ζ

−

ζ +



     (1.1) 

Здесь и далее αα = ∂r r  – базисные векторы на S , r  – вектор-радиус, α
α∂ ≡ ∂ ∂ξ , 

( ) 2
1 2

1a −= ∧r rn  – единичная нормаль к S , a aαβ= , a βαβ α= ⋅rr  – ковариантные 
компоненты метрического тензора; « ⋅», «∧ » обозначают скалярное и векторное 
произведения. В отличие от работ [37-40,42,43], где всюду ( ) ( )p k ζ  в (1.1) – 
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ортогональные полиномы, в [44-46,58] введено  разложение по биортогональной 
системе функций ( ) ( )p k ζ , ( ) ( )p m ζ  

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

1
1

1

1
p ,p p p p ,p ;;m m m

k k k mkmk Gd
−

≡ =ζ ζ ζ = δ∫   (1.2) 

( )
( )m
kδ  – дельта Кронекера. Ниже всюду подразумевается правило суммирования  

по повторяющемуся индексу, причем греческие индексы пробегают значения 1, 2; 
латинские индексы – значения 1,2,3; латинские индексы, заключенные в круглые 
скобки – значения 1,2,…N. Вариационная формулировка трехмерной задачи 
динамики упругого тела, занимающего область [ ]{ }: 2 ,,D h hV hα

ξξ ∈ ζ∈ − , 
ограниченного лицевыми плоскостями 1ζ = ±  и боковой поверхностью 

[ ],B hS hΓ −= × , определяется принципом Гамильтона в форме (1.3) [65] 

( ) ( )
1

0

H 0, H , ,
t

V t V
t V V

dV dS∂
∂

 
δ = = ∂ ∇⊗ + 

  
∫ ∫ ∫u uuu     (1.3) 

с начальными условиями ( )0 0t t= =u u , 
0 0|t t t=∂ =u v . Здесь H – действие  

по Гамильтону, V , V∂  – объемная и граничная плотности лагранжиана [65] 

( ) ( )1 1
2 2 : : ;T

V t t= ρ∂ ⋅∂ − ∇⊗ ∇⊗ +ρ ⋅u u u C u F u     (1.4) 

;
BV BM S M S±

∂ ± ∈ ∈
= ⋅ + ⋅q u q u        (1.5) 

ρ  – плотность, C  – симметрический тензор упругих постоянных, F  – главный 
вектор массовых сил, Bq , ±q  – главные векторы сил на боковой поверхности BS   
и лицевых поверхностях S± , «⊗ » обозначает прямое произведение. С учетом 
(1.1) определения скалярного произведения на [ ]2 1,1L −  (1.2), представления 
интегралов, входящих в (1.3), в виде (1.6), 

1 1

1 1

, ,
B

B
V S S S S

dV hdS d dS dS dS hd d
± Γ

±
− −

= ζ = = Γ ζ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫    (1.6) 

трехмерная задача динамики упругого тела (1.3) аппроксимируется двумерной 
моделью пластины N-го порядка (1.7) [45,46,65] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
0

0 00 ,0, L ; ,
t

k k
t

t

k k

t t
H dt t

=
δΗ = ∂ == =∫ u vu u    (1.7) 

где L : N +Ω →   – двумерное приближение функционала Лагранжа [45,46] 
( ) ( )( ) ( )( )L , , .k k k

S t S
S

dS d∂
Γ

= ∂ ∇⊗ + Γ∫ ∫u u u u      (1.8) 

Поверхностная S  и контурная Γ  плотности лагранжиана (1.8) теории N-го 
порядка неоднородных изотропных пластин имеют вид (1.9), (1.10) [65] 
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 (1.9) 
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Здесь введены следующие обозначения 
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           (1.11) 

Скалярные произведения, входящие в (1.11), могут быть вычислены 
аналитически с помощью систем компьютерной алгебры (в данном случае 
использован модуль Sympy языка Python). 
 

1.2. Постановка задачи о дисперсии нормальных волн на базе  
теории пластин N-го порядка. 

 
Рассмотрим плоский неоднородный изотропный слой, отнесенный  

к декартовой системе координат 1 2 3Ox x x : 1 2 2,x x ∈ , 3x h= ζ , [ ]1,1ζ∈ − . 

Массовые и поверхностные силы отсутствуют, т. е. 0F α ≡ , 3 0F ≡ , 0q±
α ≡ , 

3 0q± ≡ . Модель пластины N-го порядка определена на срединной поверхности 
слоя 0ζ = . Материал слоя – двухкомпонентный ФГМ с модулем ( )E ζ   

и плотностью ( )ρ ζ  

( ) ( ) ( ) ( ), ,

, 1 , , 1 ,
C C

M C M C

E E E q E q

E E E E E

 ζ = + ζ ∆ ρ ζ = ρ ρ+ ζ ∆ρ   
= ∆ = − ρ = ρ ρ ∆ρ = −ρ

 

 

  

  

          (1.12) 

ME , CE , Mρ , Cρ  – модули упругости и плотности структурных составляющих. 
Пусть в слое в направлении оси 1Ox  распространяется нормальная волна 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3exp , exp ,k k k ku hU i u hU iα α= κξ −ωτ = κξ −ωτ                 (1.13) 
( ) ( )1k kU h U−
α α= , ( ) ( )1

3 3
k kU h U−=  – безразмерные амплитуды, khκ =  – безразмерное 

волновое число, 2h cϖ = ω  – безразмерная фазовая частота (далее 
рассматриваются безразмерные величины, тильда условно опущена), 

1 1h x−ξ = , 1
2tc h−τ =  – безразмерные координата и время [50,57], 

( )2 2 1C Cc E ν= ρ +   – скорость волны сдвига в материале с модулем CE   

и плотностью Cρ , 1i = − . Условием H 0δ =  (1.7) являются обобщенные 
уравнения Лагранжа II рода двумерной континуальной системы [44-46], в случае 
(1.9) при учете (1.13) сводящиеся к однородному линейному алгебраическому 
уравнению 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 0 0
1 1 3 3, ,N NU U U U= = … …κ −ωA M U 0 U          (1.14) 
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A  (1.15) 
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, , , .
0
km E E

C C Ckm km km km km km
km

E E E D E D
ρ 

= ρ = ρ ρ = =  ρ 
M  (1.16) 

Решение 0≡/U  существует при условии ( ) 2 0κ −ω =A M . Собственными 

значениями являются фазовые частоты ( )nω κ , 0+κ∈ ∪ , [ ]1, 2 1Nn∈ + ∩ . 

Конкретный вид операторов ( )kmE , ( )kmρ , ( )
1,2E
kmD  определяется выбором базиса 

( ) ( )p k ζ ; ниже рассмотрены полиномы Лежандра и кусочно-линейные финитные 
функции «разбиение единицы» [48]. Заметим, что при введении кусочно-
линейных функций базиса постановка задачи  в смешанных компонентах 

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )1
p ,p m mn

k k km
m d

dD G D⋅
ζ⋅ = =  [50] неэффективна, так как матрица 

( ) ( )
( ) ( )

( ):km km k
nm nG G G = δ  заполнена и по мере роста N (и уменьшения носителя 

( ) ( )p k ζ ) плохо обусловлена, что приводит к ухудшению сходимости решения. 
Переход к ковариантным компонентам операторов (1.11) позволяет избежать 
данного эффекта и существенно сократить машинное время, требуемое  
для построения матриц при аналитическом вычислении скалярных произведений 
(1.2). 
 

2. СХОДИМОСТЬ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ НА ЧАСТОТАХ 
ЗАПИРАНИЯ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН В ВОЛНОВОДЕ  

С ЛОКАЛЬНОЙ НЕОДНОРОДНОСТЬЮ 
 

Пусть ( ) ( ) ( )0 1q q Cqζ = ζ + ζ , где ( ) ( ) [ ]0 1,1KCq ∈ −ζ , 1K >  – распределение 

объемной доли примесной фазы, ( ) ( ) [ ]0
1 1,1Cq −∈ζ  – отклонение от заданного 

распределения, моделирующее дефект структуры ФГМ, C – амплитуда дефекта. 
Рассмотрим степенное распределения объемных долей по толщине слоя 

( ) ( )1
0 2 1 .

p
q = ζ  ζ +          (2.1) 

Пусть модель локального дефекта ( )1q ζ  определяется следующим образом 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

2
1 1 1

2
1 1

1 1 1

1 1 1 .

p p

p p

q −

−

ζ = Θ ζ + −Θ ζ −ζ ζ + ζ + +  

+ Θ ζ −ζ −Θ ζ − −ζ −ζ  
    (2.2) 

Здесь 1ζ  – координата дефекта: ( )1 1 1q ζ = , ( )Θ ζ  – единичная ступенчатая 

функция. Зависимость ( )q ζ  при 3p = , 1 5p = , 0,2C = , 1 0,2ζ =  показана  
на рис.1. 
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Рис.1. Распределение объемных долей структурных составляющих ( )q ζ   

в функционально-градиентном слое со степенным законом (2.1)  
и дефектом (2.2). 

 
Пусть ФГМ образован двумя структурными составляющими: металлической 

Al : 107,0 10ME = ⋅  Па, 2700Mρ =  кг/м3 и керамической 2 3Al O : 113,8 10CE = ⋅  Па, 
4000Cρ =  кг/м3 [66]. Решение задачи построено на основе теорий пластин 

порядков 301N = …  с использованием в качестве базиса полиномов Лежандра  
и кусочно-линейных финитных функций, соответствующих ПА МКЭ. 
Дисперсионные кривые распространяющихся мод для слоя со степенным законом 
( )q ζ  и дефектом ( )1Cq ζ , полученные на базе теории 20 порядка  

при полиномиальном базисе ( )p ( )k ζ , показаны на рис.2. Безразмерные частоты 

запирания нормальных волн 2
0nπ κ=

ω , вычисленные на основе полиномиального 
базиса, приведены в таблице 1; частоты запирания, определенные на основе ПА 
МКЭ – в таблице 2. 
 

 
Рис.2. Фазовые частоты ( )nω κ распространяющихся мод нормальных волн  

в функционально-градиентном слое: 3p = , 1 5p = , 1 0,2ζ = . – сплошные 
линии: слой без дефекта ( )0C = ; -- пунктирные линии: слой с дефектом 

( )0,2C = . 
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Таблица 1. 
    n 
N 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1 0,79 1,51 – – – – – – – – – – 
2 0,69 1,31 1,93 3,67 – – – – – – – – 
3 0,65 1,24 1,56 2,97 3,43 6,54 – – – – – – 
4 0,63 1,20 1,39 2,56 2,65 4,87 5,35 10,19 – – – – 
5 0,63 1,20 1,32 2,20 2,52 3,76 4,20 7,17 7,63 14,54 – – 
6 0,63 1,19 1,32 1,97 2,51 3,16 3,75 5,14 6,02 9,79 10,75 19,72 
7 0,63 1,19 1,32 1,97 2,51 2,72 3,75 4,17 5,19 6,73 7,94 12,83 
8 0,63 1,19 1,32 1,95 2,51 2,71 3,46 3,71 5,17 5,36 6,59 8,53 
9 0,63 1,19 1,32 1,95 2,51 2,67 3,44 3,71 4,24 5,09 6,56 6,66 
10 0,63 1,19 1,31 1,94 2,50 2,65 3,36 3,71 4,20 5,04 5,14 6,41 
11 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,65 3,33 3,71 4,03 5,04 5,07 6,06 
12 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,33 3,70 3,96 4,82 5,03 5,96 
13 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,32 3,70 3,96 4,67 5,03 5,59 
14 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,32 3,70 3,94 4,67 5,03 5,39 
15 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,32 3,70 3,94 4,63 5,03 5,39 
16 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,31 3,70 3,94 4,62 5,03 5,34 
17 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,31 3,70 3,94 4,62 5,03 5,31 
18 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,31 3,70 3,94 4,61 5,03 5,31 
19 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,31 3,70 3,94 4,61 5,03 5,30 
20 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,31 3,70 3,94 4,61 5,03 5,30 
21 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,31 3,70 3,93 4,61 5,03 5,29 
22 0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,31 3,70 3,93 4,61 5,03 5,29 
 

Таблица 2. 
    n 
N 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1 0,79 1,51 – – – – – – – – – – 
2 0,69 1,32 1,61 3,08 – – – – – – – – 
3 0,68 1,29 1,48 2,51 2,83 4,78 – – – – – – 
4 0,65 1,23 1,48 2,21 2,81 3,50 4,21 6,67 – – – – 
5 0,64 1,22 1,41 2,27 2,68 2,97 4,33 4,49 5,66 8,55 – – 
6 0,64 1,21 1,38 2,16 2,64 3,08 3,77 4,12 5,51 5,87 7,19 10,50 
7 0,63 1,21 1,36 2,12 2,60 3,00 3,81 4,04 4,58 5,72 6,55 7,26 
8 0,63 1,20 1,35 2,07 2,58 2,95 3,82 3,95 4,50 5,49 5,63 7,28 
9 0,63 1,20 1,34 2,05 2,56 2,88 3,76 3,90 4,61 5,20 5,48 6,42 
10 0,63 1,20 1,34 2,03 2,55 2,84 3,67 3,87 4,54 5,41 5,41 5,95 
11 0,63 1,20 1,33 2,01 2,54 2,81 3,62 3,84 4,44 5,35 5,37 6,15 
12 0,63 1,20 1,33 2,00 2,54 2,78 3,57 3,82 4,38 5,27 5,29 6,17 
13 0,63 1,20 1,33 1,99 2,53 2,76 3,53 3,80 4,31 5,21 5,26 6,09 
14 0,63 1,19 1,33 1,99 2,53 2,74 3,50 3,79 4,27 5,13 5,22 6,03 
15 0,63 1,19 1,32 1,98 2,52 2,73 3,48 3,78 4,23 5,07 5,20 5,94 
16 0,63 1,19 1,32 1,98 2,52 2,72 3,46 3,77 4,19 5,02 5,18 5,88 
17 0,63 1,19 1,32 1,97 2,52 2,71 3,44 3,76 4,16 4,97 5,16 5,81 
18 0,63 1,19 1,32 1,97 2,52 2,70 3,43 3,75 4,14 4,94 5,15 5,76 
19 0,63 1,19 1,32 1,97 2,52 2,69 3,42 3,75 4,12 4,90 5,14 5,72 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 29, №4, 2023 г. 
 

547 

20 0,63 1,19 1,32 1,97 2,51 2,69 3,41 3,74 4,10 4,88 5,13 5,67 
21 0,63 1,19 1,32 1,96 2,51 2,68 3,40 3,74 4,08 4,85 5,12 5,64 
22 0,63 1,19 1,32 1,96 2,51 2,68 3,39 3,74 4,07 4,83 5,11 5,61 
…             
40 0,62 1,19 1,31 1,95 2,50 2,65 3,34 3,71 3,98 4,68 5,05 5,39 
 

Как и в случае однородного волновода, сходимость решения, построенного 
ПА МКЭ на основе кусочно-линейных базисных функций «разбиение единицы» 
заметно замедляется по сравнению с полиномиальным ортогональным базисом. 
Сравнение первых 12 ненулевых частот запирания нормальных волн  
для однородного Al  и 2 3Al O  волноводов, волновода со степенным 
распределением объемных долей структурных составляющих (2.1) ( )3p =   
и волновода с дефектом распределения объемных долей (2.2) при 1 5p = , 0,2C = , 

1 0,2ζ = , полученных на базе теории 20 порядка и полиномиального базиса, 
приведено в Таблице 3. 

Таблица 3. 
         n 

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Al2O3 1,00 1,91 2,00 3,00 3,81 4,00 5,00 5,72 6,00 7,00 7,62 8,00 
Al 0,52 1,00 1,04 1,57 1,99 2,09 2,61 2,99 3,13 3,66 3,98 4,18 

0C =  0,61 1,16 1,28 1,94 2,45 2,59 3,25 3,70 3,90 4,55 4,94 5,20 
0,2C =  0,62 1,19 1,31 1,94 2,50 2,64 3,31 3,70 3,94 4,61 5,03 5,30 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

На базе общей теории N-го порядка неоднородных пластин, основанной  
на лагранжевом вариационном формализме аналитической динамики 
континуальных систем, получена постановка задачи о дисперсии 
распространяющихся мод нормальных волн в плоском функционально-
градиентном волноводе. Известные конкурирующие методы ортогональных 
полиномов и полуаналитических конечных элементов следуют из постановки 
задачи стационарной динамики модели N-го порядка пластины как частные 
случаи при выборе системы функций безразмерной нормальной координаты, 
образующей базис в пространстве функций [ ]2 1,1L −  – ортогональных полиномов 
или финитных кусочно-линейных функций, соответственно. Задача о дисперсии 
волн приведена к обобщенной проблеме собственных значений двух 
симметрических матриц, причем компоненты матриц, содержащие обобщенные 
физические константы теории N-го порядка, вычисляются аналитически  
с помощью систем компьютерной алгебры. 

Анализ приближенного решения задачи о дисперсии нормальных волн  
в плоском функционально-градиентном слое с локальной неоднородностью, 
полученного на основе теории пластин N-го порядка, при использовании разных 
классов базисных функций при разложении компонентов вектора перемещения  
по нормальной координате приводит к следующим выводам: 

− кусочно-линейные базисные функции «разбиение единицы» приводят  
к худшей скорости сходимости по сравнению с полиномиальными базисными 
функциями, несмотря на разрыв первой производной зависимости массовой 
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плотности двухкомпонентного функционально-градиентного материала  
от нормальной координаты и высокие градиенты распределения объемных долей 
структурных составляющих вблизи точки разрыва первой производной; 

− при исследовании фазовых частот распространяющихся нормальных волн 
в случае неоднородного волновода, в том числе при наличии локальной 
неоднородности с высоким градиентом (модели дефекта структуры ФГМ) 
точность решения, обеспечиваемая методом ортогональных полиномов, является 
достаточной, что согласуется с выводами [23,24], основанными на исследовании 
дисперсии волн в слоистых волноводах с близкими значениями физических 
констант слоев; наличие дефекта структуры функционально-градиентного 
материала влияет на фазовые частоты нормальных волн в области волнового 
числа κ∈  незначительно; применение полуаналитического метода конечных 
элементов для волноводов такого класса представляется оправданным  
при введении в рассмотрение финитных базисных функций более высокого порядка; 

− повышение эффективности полуаналитического метода конечных 
элементов в задачах для неоднородных волноводов с локальными дефектами 
может быть достигнуто путем введения базисных функций с локальным 
уточнением в соответствии с концепцией глобально-локального (обобщенного) 
конечно-элементного подхода. 

Необходимо отметить, что применение стандартных конечно-элементных 
программных комплексов в классе задач о дисперсии нормальных волн  
в тонкостенных волноводах является допустимым, но весьма трудоемким,  
как показано в [66], причем решения, основанные на стандартных библиотеках 
конечных элементов (в большинстве случаев – с линейными функциями формы) 
проигрывают в точности специализированным методам. 
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