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АННОТАЦИЯ 
 

Для сплавов с памятью формы характерен эффект перекрестного упрочнения, 
сводящийся к тому, что упрочнить образец из этого материала в отношении 
деформирования в режиме мартенситной неупругости (структурный механизм,  
не меняющий тип кристаллической ячейки, а лишь увеличивающий степень 
ориентированности содержащихся в представительном объеме материала 
низкосимметричных мартенситных кристаллических ячеек) можно путем прямого 
термоупругого мартенситного превращения под действием постоянного напряжения,  
при котором тип кристаллической ячейки меняется от высокосимметричной аустенитной 
до низкосимметричной мартенситной, а степень ориентированности получающихся 
мартенситных ячеек представительного объема фиксирована. При этом, согласно 
экспериментальным данным, напряжение начала действия структурного механизма  
на этапе деформирования в режиме мартенситной неупругости может существенно 
превышать то напряжение, под действием которого происходил процесс накопления 
деформаций на предварительном этапе полного прямого превращения. Разницу между 
этими двумя напряжениями можно считать количественной характеристикой эффекта 
перекрестного упрочнения. 

Работа посвящена выяснению вопроса о том, какие свойства процессов, 
происходящих на различных структурных уровнях в сплавах с памятью формы, 
обеспечивают наличие эффекта перекрестного упрочнения. Для решения этой проблемы 
используется структурно-имитационная модель деформирования сплавов с памятью 
формы, непосредственно апеллирующая к процессам зарождения и развития 
мартенситных мезоэлементов при прямом термоупругом фазовом превращении  
и их деградации и исчезновении при обратном превращении, их доориентации  
или переориентации при структурном переходе. С помощью этой модели ранее 
аналогичные проблемы были решены для эффектов накопления деформаций прямого 
превращения, явления ориентированного превращения, монотонной и реверсивной 
памяти формы, эффекта мартенситной неупругости. 
 
Ключевые слова: сплавы с памятью формы; структурно-имитационная модель; 
перекрестное упрочнение 
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ABSTRACT 
 

Shape memory alloys are characterized by the effect of cross-hardening, which boils 
down to the fact that a sample made of this material can be hardened with respect  
to deformation in the martensitic inelasticity mode (a structural mechanism that does not change 
the type of crystal cell, but only increases the degree of orientation of low-symmetric 
martensitic crystal cells contained in a representative volume of the material) by direct thermo-
elastic martensitic transformation under the action of constant stress, in which the type of crystal 
cell changes from a highly symmetric austenitic to a low-symmetric martensitic crystal cell ,  
but the degree of orientation of the martensitic crystal remains constant. At the same time, 
according to experimental data, the stress of the onset of structural straining at the deformation 
stage in the martensitic inelasticity mode can significantly exceed the stress at which  
the deformation accumulation process took place at the preliminary stage of a complete direct 
transition. The difference between these two stresses can be considered a quantitative 
characteristic of the cross-hardening effect. 

The work is devoted to clarifying the question of what properties of processes occurring 
at various structural levels in shape memory alloys ensure the existence of the phenomenon  
of cross-hardening? To solve this problem, a structural simulation model of shape memory 
alloys straining is used, which directly appeals to the processes of martensitic mesoelements 
insipiation and development during direct thermo-elastic phase transformation and their 
degradation and disappearance during reverse phase transformation, their reorientation during 
structural transition. Using this model, similar problems have previously been solved to study 
the effects of direct transformation strain accumulation, the phenomenon of oriented 
transformation, monotonic and reversible shape memory, as well as the effect of martensitic 
inelasticity. 
 
Keywords: shape memory alloys; structural simulation model; cross-hardening effect 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Известны два основных механизма неупругого деформирования сплавов  
с памятью формы (СПФ) [1-4] – фазовый, связанный с изменением типа 
кристаллической решетки [5-11], и структурный [12-15], связанный с изменением 
степени ориентированности низкосимметричных кристаллических ячеек 
низкотемпературной фазы, входящих в представительный объем СПФ. Эти 
механизмы принципиально различаются (для фазового не характерен эффект 
деформационного упрочнения, а структурный явно демонстрирует этот эффект) 
[16]. При этом наблюдается взаимное влияние этих механизмов друг на друга [17-
20]. Одним из проявлений этого влияния является эффект перекрестного 
упрочнения, экспериментально исследованный на образцах из никелида титана  
в [21] для случая одноосного растяжения и в [22] для случая одноосного сжатия. 
Эффект сводится к тому, что накопление деформаций полного прямого 
превращения, происходящего под действием постоянного напряжения 0σ  
приводит к упрочнению СПФ для последующего нагружения в режиме 
мартенситной неупругости (структурный механизм). Качественно этот эффект 
сводится к тому, что диаграммы мартенситной неупругости образцов из СПФ 
после их предварительного полного прямого превращения под действием 
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напряжения 0σ  демонстрируют существенно более высокое упрочнение,  
чем диаграмма мартенситной неупругости исходного материала, причем степень 
этого упрочнения тем выше, чем выше напряжение 0σ . При этом напряжение 
начала неупругого деформирования при следующим за прямым превращением 
нагружении в режиме мартенситной неупругости ∗σ  может существенно 
превосходить величину 0σ  

0
∗σ > σ            (1) 

к чему и сводится количественно эффект перекрестного упрочнения. 
В [23] предложена структурно-имитационная модель деформирования СПФ 

по фазовому механизму, в рамках которой удалось описать эффекты накопления 
деформаций прямого превращения, ориентированного превращения [2,24-27], 
монотонной и реверсивной памяти формы [11,28-35]. В [36] модель 
распространена на случай описания структурного механизма деформирования 
СПФ, в частности получено описание диаграммы мартенситной неупругости 
(графика зависимости напряжений от структурных деформаций  
при изотермическом монотонном пропорциональном нагружении из состояния 
полностью сдвойникованного мартенсита). 

Данная работа посвящена описанию в рамках структурно-имитационной 
модели эффекта перекрестного упрочнения. В частности, необходимо было 
выяснить, какой из двух, рассмотренных в [36], вариантов определения 
собственной структурной деформации мартенситного мезоэлемента позволяет 
добиться выполнения неравенства (1). 
 
 

1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ СТРУКТУРНО-ИМИТАЦИОННОЙ МОДЕЛИ 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ СПФ 

 
Предполагается [23], что процесс полного прямого превращения в СПФ 

состоит из большого числа N  дискретных шагов, на каждом из которых  
в рассматриваемом представительном объеме СПФ зарождается один 
мартенситный мезоэлемент с начальным малым относительным объемом 0q .  
За каждый шаг процесса относительный объем каждого ранее зародившегося 
мезоэлемента увеличивается в соответствии с множителем ( )1+ λ , где λ  – малое 
положительное число. В результате образуется система N  мартенситных 
мезоэлементов с относительными размерами 

( ) ( )0 1 , 0,1,..., 1 .i
iq q i N= + λ = −       (2) 

Суммируя все слагаемые (2) и приравнивая результат 1, получаем 
( ) ( )1

0 1 , 1 .Nq C C−λ = − = + λ        (3) 
Величина C  считается постоянной материала [23]. 

Если мезоэлемент образовался при прямом превращении в отсутствии 
напряжений, то он является полностью сдвойникованным, т.е. его собственная 
деформация формоизменения равна нулю. Если в момент образования 
мезоэлемента действовало напряжение σ , то этот мезоэлемент обладает 
собственной деформацией формоизменения ε , которая не меняется в процессе 
развития мезоэлемента и равна 

( )1 1 .Dε = ρ ϕ σ           (4) 
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Здесь 1Dρ  и ( )1ϕ σ  – материальный параметр и материальная функция, входящие  
в уравнение диаграммы прямого превращения 

( )1 1 .ph
DΕ = ρ ϕ σ           (5) 

В (5) σ  – постоянное напряжение, действующее при прямом превращении, 
phΕ  – осредненная деформация представительного объема, накопленная  

при полном прямом превращении и равная сумме вкладов деформаций всех 
мезоэлементов (2). Каждый вклад равен qε , где q  – относительный объем 
мезоэлемента, ε  – его собственная деформация. 

Эффекты мартенситной неупругости [12-15,37] связаны с процессами 
раздвойникования (доориентации, переориентации) мартенситных элементов.  
В рамках структурно-имитационной модели сформулированы следующие 
предположения [36], касающиеся этих процессов. 

1. Предполагается, что раздвойникование (доориентация, переориентация) 
мартенситного элемента может произойти лишь в том случае, когда действующее 
в мезоэлементе напряжение превосходит значение напряжения, которое 
действовало в данном мезоэлементе за всю историю существования этого 
мезоэлемента, предшествующую рассматриваемому моменту. 

2. Предполагается, что напряжение, необходимое для раздвойникования 
(дооринтации, переориентации) мезоэлемента является возрастающей функцией 
его относительного объема: ( )0f q q∗σ > σ = . 
Здесь f  – монотонно возрастающая непрерывная функция, удовлетворяющая 
краевым условиям ( )1 0f = , ( ) Nf C = σ , Nσ  – последнее (наибольшее)  
из совокупности значений напряжения 

( )( ) ( )1 , 0,1,..., 1 ,k
k f k N Nσ = + λ = −       (6) 

такое, что при действии этого напряжения может произойти раздвойникование 
всех мезоэлементов из совокупности (2). 

3. Третье из условий структурно-имитационной модели, связанное  
с описанием эффектов мартенситной неупругости, может быть принято в двух 
вариантах [36]: 

a. Пусть для данного СПФ точная верхняя грань всех значений фазовых 
деформаций формоизменения 1Dρ , которые могут быть получены путем прямого 
фазового превращения под действием постоянного напряжения, равна точной 
верхней грани деформаций 2Dρ , которые могут быть получены путем 
монотонного нагружения СПФ в режиме мартенситной неупругости 

1 2.D Dρ = ρ            (7) 
В этом случае принимается гипотеза о том, что собственная деформация 

мезоэлемента в результате его раздвойникования (доориентации, переориентации) 
зависит только от действующего напряжения, причем по формуле (4). В рамках 
сделанных предположений в [36] установлено, что уравнение диаграммы 
мартенситной неупругости СПФ имеет вид 

( ) ( ) ( )1 1 ,st
DΕ σ = ρ ϕ σ ξ σ         (8) 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 при 0

1 при
N

N

f C− σ − − ≤ σ ≤ σξ σ = 
σ ≥ σ

    (9) 
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Для функции ( )ξ σ  при 0 N≤ σ ≤ σ  предложено выражение 

( ) sin ,
2

m

N

 π σ
ξ σ =  σ 

         (10) 

где для СПФ с диаграммой мартенситной неупругости, не обладающей аналогом 
площадки текучести, 0m >  является постоянной величиной, а для СПФ, 
диаграмма мартенситной неупругости которых имеет такую площадку – m  
является кусочно-постоянной функцией σ , имеющей для напряжения, 
соответствующего площадке текучести, разрыв первого рода 

1

2

при
при

s

s

m
m

m
σ < σ

=  σ > σ
 

Здесь sσ  – аналог предела текучести на диаграмме мартенситной неупругости, 

1 2m m>  – постоянные величины. 
b. Для СПФ, для которых равенство (7) не выполняется, а справедливо 

неравенство 1 2D Dρ > ρ , в [36] высказано предположение о том, что собственная 
деформация, связанная с раздвойникованием (доориентацией, переориентацией) 
мартенситного мезоэлемента, зависит не только от действующих напряжений (6), 
но монотонно убывает с ростом относительного размера q  мезоэлемента. Если 
эта зависимость является линейной, то собственная деформация мезоэлемента 
номер i k<  из последовательности (2) при приложении напряжения kσ  (6) будет 
равна [36] 

( )
( )( ) ( ) ( )1 2

2 1 1

2 1
, 0,1,..., 1 .

1

i N
D D

D k

C
i i k

С

 ρ −ρ −
 ε = ρ − ϕ σ = −

−  
 (11) 

Уравнение диаграммы мартенситной неупругости, получаемое путем 
суммирования собственных деформаций (11) для всех мезоэлементов, 
испытавших при kσ = σ  раздвойникование, умноженных на их относительный 
объем, имеет вид [36] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 .st
D D DΕ σ = ϕ σ ρ − ρ −ρ ξ σ ξ σ        (12) 

 
 
2. ОПИСАНИЕ ЭФФЕКТА ПЕРЕКРЕСТНОГО УПРОЧНЕНИЯ В РАМКАХ 

ВАРИАНТА 3а ПОЛОЖЕНИЯ 3 ПРЕДЫДУЩЕГО РАЗДЕЛА 
 

Пусть произошло полное прямое превращение под действием напряжения 
0 const.σ =  В результате образовалась система мезоэлементов (2), каждый  

из которых имеет собственную деформацию (4). Суммарная осредненная 
деформация в конце процесса прямого превращения также определяется по 
формуле (4). 

Если после окончания полного прямого превращения действующее 
напряжение σ  меняется произвольным образом, но, не превышает величину 0σ , 
которая является максимальным значением напряжения, испытанным каждым 
мезоэлементом, то, в соответствии с первым условием, сформулированным  
в предыдущем разделе, доориентация ни в одном мезоэлементе происходить  
не будет, т.е. собственная деформация каждого мезоэлемента, так же как  
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и осредненная деформация всего представительного объема меняться не будут,  
и останутся равными 0ε . 

Пусть теперь действующее в процессе нагружения в режиме мартенситной 
неупругости напряжение возросло до некоторого значения kσ  (6), такого, что 

0.N kσ ≥ σ > σ           (13) 
В этом случае, согласно положению 2 предыдущего раздела произойдет 

доориентация мартенситных мезоэлементов с относительными объемами 
( )0 1 iq + λ , 0,1,... 1i k= − , причем собственная деформация каждого из этих 

мезоэлементов станет, согласно варианту 3a положения 3, равной 
( )1 1 .i D kε = ρ ϕ σ           (14) 

Для остальных мезоэлементов с номерами , 1,..., 1i k k N= + −  доориентация 
не имеет места, и их собственная деформация останется прежней, т.е. будет равна 

( )1 1 0Dρ ϕ σ . В результате осредненная деформация представительного объема  
в рассматриваемый момент определяется формулой 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 0 1 1 0 0
0

1 1 .
k N

i i
k D k D

i i k
q q

− −

= =

Ε σ = ρ ϕ σ + λ +ρ ϕ σ + λ∑ ∑    (15) 

Проводя в (15) суммирование, с учетом (3), (6), (8) и (9) можно получить 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0 01 , .D D NE σ = ρ ϕ σ ξ σ +ρ ϕ σ −ξ σ σ ≥ σ ≥ σ     (16) 

Если 0σ ≤ σ , то ( ) ( )1 1 0Dε σ = ρ ϕ σ . Если Nσ ≥ σ , то ( ) ( )1 1Dε σ = ρ ϕ σ . Здесь и далее 
нижний индекс k  для «текущего» значения напряжения опускается. 

Для диаграмм прямого превращения и мартенситной неупругости 
справедливы в рамках рассматриваемого варианта модели соотношения (5) и (8). 
Следовательно, для функции ( )Ε σ  (16) справедливы равенства 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 0

1 1 0

1

1 .

ph
D

st
D

Ε σ = Ε σ −ρ ϕ σ −ϕ σ −ξ σ =      
= Ε σ +ρ ϕ σ −ξ σ  

    (17) 

Согласно (17) для 0 Nσ < σ < σ  диаграмма перекрестного упрочнения 
расположена ниже вдоль оси деформаций, чем диаграмма прямого превращения, 
но выше, чем диаграмма мартенситной неупругости, что соответствует 
экспериментальным данным [21,22]. При достижении величиной σ  значения Nσ  
диаграмма перекрестного упрочнения выходит одновременно, как на диаграмму 
мартенситной неупругости, так и на диаграмму прямого превращения, которые, 
начиная со значения Nσ = σ  в рамках рассматриваемой в данном пункте модели 
совпадают. В случае использование для функции ( )ξ σ  выражения (10), из (16) 
получается 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 1 0 0sin , .
2

m
D N

N

  π σ Ε σ = ρ ϕ σ + ϕ σ −ϕ σ σ ≤ σ ≤ σ     σ   
 (18) 

Свойства полученных зависимостей графически иллюстрируются на рис.1,2. 
Графики построены для значений материальных функций и материальных 
параметров никелида титана марки ТН-1 [38]. Для описания диаграммы прямого 
превращения используется интегральная функция Гамма – распределения [39,40]. 
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Рис.1. 

 

 
Рис.2. 

 

( ) ( )1 10 , ,ϕ σ = Φ σ σ α    где  ( ) ( ) ( )1

0

1, exp ,
x

x t t dtα−Φ α = −
Γ α ∫   (19) 

( )Γ α  – γ -функция, 1 8,95%Dρ = , 10 214,5σ =  МПа, 1,134α = , 101,5Nσ = σ , 2m = . 
Линия 1 на рис.1 представляет собой график диаграммы мартенситной 
неупругости, соответствующий уравнению (8) с учетом (10). Линия 2 – это 
диаграмма прямого превращения, соответствующая уравнению (5) с учетом (19). 
Линии 3, 4 и 5 это диаграммы перекрестного упрочнения (18), соответствующие 
значениям напряжения первого этапа, равным, соответственно 0 100, 25σ = σ , 

0 100,5σ = σ  и 0 10σ = σ . Горизонтальная линия 6 соответствует значению напряжения 

Nσ = σ , при котором все перечисленные выше линии объединяются  
в одну. 

Чтобы продемонстрировать степень перекрестного упрочнения, на рис.2 
показаны графики зависимости напряжений на втором этапе соответствующего 
опыта от параметра деформации, отсчитываемого для всех кривых от общего 
начала. Линия 1 соответствует 0 10σ = σ , линия 2 – 0 102 3σ = σ , линия 3 – 

0 10 2σ = σ , линия 4 – 0 10 3σ = σ . Линия 5 соответствует исходной диаграмме 
мартенситной неупругости. Как видно, перекрестное упрочнение тем выше, чем 
больше напряжение 0σ , при котором проводилось предварительное прямое 
превращение, как это наблюдается в экспериментах [21,22,41]. 
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3. ОПИСАНИЕ ПЕРЕКРЕСТНОГО УПРОЧНЕНИЯ В РАМКАХ 
ВАРИАНТА 3b ПОЛОЖЕНИЯ 3 СТРУКТУРНО-ИМИТАЦИОННОЙ 

МОДЕЛИ 
 

В опыте на перекрестное упрочнение в рамках рассмотренного  
в предыдущем пункте варианта модели, неупругое деформирование на втором 
этапе начинается сразу после того, как растущее напряжение превысит 
напряжение 0σ , при котором производилось предварительное полное прямое 
превращение. Однако, согласно экспериментальным данным [21,22,41], неупругое 
деформирование в режиме мартенситной неупругости после прямого 
превращения под действием постоянного напряжения 0σ  начинается со значения 

напряжения 0
∗σ > σ , причем разность 0

∗σ − σ  может быть весьма 
существенной. Структурно-имитационная модель, в которой используется 
положение a пункта 3 этот эффект не описывает. 

Получение уравнения диаграммы перекрестного упрочнения в рамках 
положения b пункта 3 модели отличается от процедуры, изложенной в разделе 2, 
тем, что после нагружении СПФ напряжением kσ  (6), (13) собственная 
деформация первых k  мезоэлементов из последовательности (2) будет 
определяться более сложной, чем (14) формулой, а именно зависимостью (11). 

Вклад в осредненную деформацию представительного объема такого 
мезоэлемента будет равен 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )

1 2
0 1 1

2 1
1 ,

1

0,1,..., 1 .

i N
i D D

D k

C
i q

C

i k

 ρ −ρ −
 Ε = + λ ρ − ϕ σ

−  
= −

   (20) 

Вклад всех мезоэлементов, в которых произошло раздвойникование,  
в осредненную деформацию представительного объема определяется путем 
суммирования выражений (20) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 2
0

.
k

k k D D D k k
i

i
−

=

Ε σ = Ε = ϕ σ ρ − ρ −ρ ξ σ ξ σ  ∑  

Для остальных мезоэлементов с номерами ( ) ( ), 1 ,..., 1i k k N= + −  
доориентация не имеет места, их собственная деформация останется прежней,  
а вклад в осредненную деформацию представительного объема будет равен 

( ) ( ) ( )( )2 1 1 0 1k D kΕ σ = ρ ϕ σ −ξ σ . В результате осредненная деформация 
представительного объема в рассматриваемый момент определяется формулой 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 1 1 0 1 .D D D D Ε σ = ϕ σ ρ − ρ −ρ ξ σ ξ σ +ρ ϕ σ −ξ σ   (21) 
Здесь и далее для сокращения записи индекс k  у обозначения напряжений 
опускается. Соотношение (21) можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1 1 1 0 1 2 11ph

D D DΕ σ = Ε σ − ρ ϕ σ −σ σ −ξ σ + ρ −ρ ϕ σ ξ σ      
              (22) 
или, с учетом (12) в форме 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 .st
DΕ σ = Ε σ +ρ ϕ σ −ξ σ         (23) 
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Поскольку 0σ ≥ σ , ( )1ϕ σ  – монотонно-возрастающая функция, ( )0 1≤ ξ σ ≤ , 

то из (22), (23) следует что для зависимости деформации от напряжения ( )Ε σ   
в опыте на перекрестное упрочнение при 0σ ≥ σ  выполняется неравенство 

( ) ( ) ( ) ,st phΕ σ ≤ Ε σ ≤ Ε σ  
то есть диаграмма перекрестного упрочнения расположена между диаграммами 
прямого превращения и мартенситной неупругости, как это наблюдается  
в соответствующих экспериментах. 

Если Nσ ≥ σ  то в (21) следует положить ( ) 1ξ σ = , в результате чего 
получается 

( ) ( )2 1 .DΕ σ = ρ ϕ σ          (24) 
Таким образом, для Nσ = σ  диаграмма перекрестного упрочнения выходит 

на диаграмму мартенситной неупругости (24), и для Nσ > σ  совпадает  
с диаграммой мартенситной неупругости, что соответствует экспериментальным 
данным [21,22,41]. 

При 0 Nσ = σ < σ  деформация, согласно (21) равна 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 0 1 1 2 0 1 1 0 .D D D D Ε σ = ϕ σ ρ − ρ −ρ ξ σ < ρ ϕ σ   

Таким образом, график функции (21) не проходит через точку 
( )( )0 1 1 0, Dσ ρ ϕ σ , в которой закончился процесс предварительного прямого 

превращения. Линию ( )1 0DΕ = ρ ϕ σ  он пересекает в точке, лежащей выше вдоль 

оси напряжений, при 0
∗σ = σ > σ . Этот факт можно трактовать следующим 

образом. При нагружении в режиме мартенситной неупругости после полного 
прямого превращения под действием напряжения 0σ  неупругое деформирование 
начинается при напряжении 0

∗σ > σ , а при нагружении от значения 0σ  до ∗σ = σ  
происходит только упругое деформирование, что и наблюдается в экспериментах 
[21,22,41]. Чтобы найти значение ∗σ  надо приравнять значение деформации, 
получаемое из правой части (21) для ∗σ = σ  величине деформации прямого 
превращения при 0σ = σ , т.е. значению ( )1 1 0Dρ ϕ σ . Соответствующее напряжение 

∗σ  можно найти путем численного решения трансцендентного уравнения 

( ) ( ) ( )2
1 1 0

1

1 1 D

D

∗ ∗  ρ
ϕ σ − − ξ σ = ϕ σ  ρ  

      (25) 

в случае, если это решение ∗σ  уравнения (25) не превосходит значение  
Nσ : N

∗σ ≤ σ , что равносильно, согласно (25) ограничению 

( )1 2
0 0 1 1

1

.D
N N

D

−  ρ
σ ≤ σ = ϕ ϕ σ ρ 

       (26) 

Величина 0Nσ  находится из уравнения ( ) ( )2 1 1 1 0D N D Nρ ϕ σ = ρ ϕ σ . Здесь 

введено обозначение 1
1
−ϕ  для функции, обратной 1ϕ , которая существует, 

однозначна, непрерывна и монотонно возрастает, поскольку аналогичными 
свойствами обладает сама функция 1ϕ . В силу монотонного возрастания функций 

1ϕ  и 1
1
−ϕ , а также неравенства 2 1D Dρ ≤ ρ  из (26) следует, что 0N Nσ ≤ σ . Согласно 
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(26) величина 0Nσ  не зависит от функции модели ( )ξ σ  и при использовании 
формулы (10) не зависит ни от значения параметра m  ни от того, зависит  
или не зависит эта величина от σ . В случае, если для описания диаграммы прямого 
превращения СПФ используется интегральная функция трехпараметрического 

распределения Вейбулла [39,40]: ( )( )( )1 101 expph
D

αΕ = ρ − − σ σ , для величины 0Nσ  

справедливо аналитическое выражение 
1

2
0 10

1 10

ln 1 1 exp .ND
N

D

α
α     σρ    σ = σ − − − −     ρ σ      

    (27) 

Если же 
0 0 ,Nσ > σ            (28) 

то величина ∗σ  находится из уравнения ( ) ( )2 1 1 1 0D D
∗ρ ϕ σ = ρ ϕ σ , т.е. 

( )1 1 01
1

2

D
N

D

∗ − ρ ϕ σ 
σ = ϕ > σ ρ 

        (29) 

и ∗σ  от функции ( )ξ σ  не зависит. Значение ∗σ  может быть найдено по формуле 
(27), в правую часть которой вместо Nσ  следует подставить 0σ . Если для 
аппроксимации диаграммы прямого превращения используется интегральная 
функция экспоненциального распределения [39,40], то для вычисления 0Nσ  и ∗σ   
в правой части (27) следует положить 1α = . Поскольку при выполнении 
неравенства (28) вся кривая перекрестного упрочнения строится для N

∗σ ≥ σ > σ , 
то для уравнения всей этой диаграммы (21) следует считать ( ) 1ξ σ = ,  
т.е. уравнение имеет вид (24). Таким образом, диаграммы перекрестного 
упрочнения при выполнении неравенства (28) находится на участке диаграммы 
мартенситной неупругости для Nσ ≥ σ . Точно такой же вывод получается  
и для случая 0 Nσ > σ , поскольку в этом случае 0 N

∗σ ≥ σ > σ > σ  и для любого σ  
на графике перекрестного упрочнения справедливо равенство ( ) 1ξ σ = ,  
т.е. справедливо соотношение (24). 

Необходимо отметить, что из-за выполнения неравенства 1 2D Dρ > ρ  и того 
обстоятельства, что функция 1ϕ  непрерывна и монотонно возрастает от 0 до 1  
при возрастании аргумента от 0 до ∞ , всегда существует такое значение 1σ ,  
для которого выполняется равенство ( )1 1 1 2D Dρ ϕ σ = ρ . Легко видеть, что при 

стремлении 0σ  к 1σ  слева: 0 1 0σ →σ − , для решения ∗σ  уравнения (29) 
выполняется ∗σ → +∞  и для 

0 1σ ≥ σ            (30) 
решение левого уравнения (29) отсутствует. Следовательно, после полного 
прямого превращения под действием постоянного напряжения 0σ , 
удовлетворяющего неравенству (30), доориентация мартенсита при нагружении  
в режиме мартенситной неупругости не возможна, рост напряжений свыше 
величины 0σ  приведет к росту только упругих деформаций. 
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На рис.3,4 изображены результаты вычисления величины ,∗σ  посчитанные 
по приведенным выше формулам, для плющинки из никелида титана ТН-1, 
отожженной при температуре 450oС, 30 мин, охлаждение вместе с печью. 
Параметры модели для этого материала равны [36,38] 1 7,83%Dρ = , 2 5,72%Dρ = , 

10 270σ =  МПа, 250Nσ =  МПа, для аппроксимации диаграммы прямого 
превращения используется интегральная функция экспоненциального 
распределения [39,40]. 
 

 
Рис.3. 

 

 
Рис.4. 

 

На рис.3 горизонтальная линия 1 имеет уравнение N
∗σ = σ , а вертикальная 

линия 2 имеет уравнение 0 0Nσ = σ . В точке пересечения этих линий все графики 
зависимости ∗σ  от 0σ  выходят на диаграмму мартенситной неупругости  
и продолжаются как единая линия 3, соответствующая участку этой диаграмм  
для Nσ > σ . Криволинейные линии являются графиками зависимости ∗σ  от 0σ   
и соответствуют справа налево значениям 6,4,3,2,1m = . Наклонная прямая линия 
4 имеет уравнение 0

∗σ = σ  и приведена, чтобы оценить разницу между значением 
напряжения 0σ , при котором проводилось предварительное прямое превращение 
и напряжением ∗σ , при котором начинается неупругое деформирование  
при последующем нагружении в режиме мартенситной неупругости. Эта разница 
монотонно возрастает с ростом 0σ  при фиксированном значении m  и монотонно 
убывает с ростом m  при фиксированном 0σ . Максимальное значение величины 
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этой разницы для рассматриваемых значений параметров материала достигается 
при 0 0Nσ = σ , причем оно равно 0N Nσ −σ , а максимальное значение отношения 

0
∗σ σ  составляет около 1,59, т.е. ∗σ  может превышать 0σ  почти на 60%. 

Согласно экспериментальным данным [22,41], это отношение имеет значения  
в диапазоне 1,26-1,52. 

Рис.4 иллюстрирует зависимости напряжения ∗σ  от фазовой деформации Ε , 
накопленной в процессе предварительного полного прямого превращения под 
действием постоянного напряжения 0σ . Кривая 1 является частью диаграммы 
прямого превращения (5), полученной с помощи аппроксимации 

( ) ( )( )1 101 expϕ σ = − −σ σ  интегральной функцией экспоненциального 
распределения [39,40] соответствующих экспериментальных данных [38] методом 
наименьших квадратов. Кривые 2, 3, 4 это диаграммы мартенситной неупругости 
для значений m , соответственно равных 4, 2 и 0,3; кривые 6,7 и 8 – графики 
зависимости ∗σ  от фазовой деформации phΕ , накопленной на предварительном 
этапе прямого превращения для тех же значений m . Криволинейный отрезок 5 
является общим продолжением всех линий 2-6 для значений Nσ ≥ σ . 

На рис.5,6 линии 1-6 представляют собой диаграммы перекрестного 
упрочнения, т.е. графики зависимости напряжений от деформаций для финальных 
процессов нагружения в режиме мартенситной неупругости после 
предварительного прямого превращения под действием напряжений 0 50σ =  МПа 
(линия 1), 75 МПа (линия 2), 100 МПа (линия 3), 125 МПа (линия 4), 135 МПа 
(линия 5) и 140 МПа (линия 6). Линия 7 представляет собой диаграмму 
мартенситной неупругости, линия 8 – фрагмент диаграммы прямого превращения. 
При расчетах используются те же значения параметров материала, кроме 
величины m , что и для рис.3,4. Для рис.5 – 2m = , для рис.6 – 4m = . 
 

 
Рис.5. 

 
Согласно данным рис.5 и 6 анализ, основанный на положении 3b модели 

мартенситной неупругости, в отличие от данных, основанных на положении 3а 
(рис.1) качественно правильно описывает эффект перекрестного упрочнения,  
т.е. соотношение (1). В рамках такого анализа разность 0

∗σ −σ  возрастает  
с ростом величины 0σ , что соответствует экспериментальным данным [21,22,41]. 
С ростом значения параметра m  эта разница уменьшается. 
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Рис.6. 

 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Установлено, что в рамках структурно-имитационной модели 

деформирования СПФ может быть качественно правильно описано явление 
перекрестного упрочнения. Нелинейная часть диаграммы перекрестного 
упрочнения располагается между диаграммами прямого превращения  
и мартенситной неупругости, начинается на первой из них и сливается со второй 
при достаточно больших напряжениях. Для достижения лучшего количественного 
соответствия предсказаний модели и экспериментальных данных следует выбрать 
вариант модели, в рамках которого собственная деформация, связанная  
с раздвойникованием (доориентацией, переориентацией) мартенситного 
мезоэлемента зависит не только от действующих напряжений, но монотонно 
убывает с ростом относительного размера q  мезоэлемента. Эффект 
перекрестного упрочнения уменьшается с ростом параметра модели m   
и увеличивается с уменьшением отношения 2 1D Dρ ρ . 
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