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АННОТАЦИЯ 
 

Исследованы резонансные колебания круговой симметричной по толщине 
трехслойной сэндвич-пластины под действием осесимметричной гармонической 
кольцевой нагрузки. Для тонких несущих слоев принимаются классические гипотезы 
Кирхгофа, согласно которым деформированная нормаль к срединной поверхности слоя 
несжимаема, остается прямолинейной и перпендикулярной к ней. Заполнитель считается 
легким, более толстым. При его деформировании нормаль также остается несжимаемой  
и прямолинейной, но перестает быть перпендикулярной срединной поверхности,  
т.е. подчиняется гипотезе Тимошенко. Температура пластины предполагается 
однородной и изменяющейся вместе с температурой окружающей среды. Учтено  
ее влияние на упругие параметры материалов слоев. 

Использована общая система дифференциальных уравнений поперечных 
изотермических колебаний несимметричной по толщине круглой трехслойной пластины, 
которая справедлива и в рассматриваемом случае. Для исследуемой сэндвич-пластины 
она упрощается и сводится к двум уравнениям относительно прогиба пластины  
и дополнительного сдвига в заполнителе. В качестве граничных условий рассмотрены 
защемление и шарнирное опирание контура. Начальные условия движения приняты 
однородными. Использована ограниченность решения в центре пластины. Решение 
начально-краевой задачи для сэндвич-пластины получено с помощью разложения 
искомых прогиба и относительного сдвига в ряд по системе собственных функций, 
которые для принятых граничных условий имеют одинаковый вид. Выписаны 
трансцендентные уравнения для нахождения соответствующих собственных чисел,  
их значения приведены в таблице. Построены графики изменения собственных частот 
основного тона в зависимости от температуры. Приведены расчетные формулы  
для прогиба и относительного сдвига. Результаты численного анализа представлены  
в виде графиков зависимости прогиба пластины от температуры и координаты 
внутреннего кольца силовой нагрузки. 
 
Ключевые слова: круговая трехслойная пластина, температура, кольцевая резонансная 
нагрузка, численные результаты 
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ABSTRACT 
 

Resonant vibrations of a circular three-layer sandwich plate symmetrical in thickness 
under the action of an axisymmetric harmonic ring load are investigated. Thin bearing layers  
are assumed to be high-strength, their deformation obeys Kirchhoff’s hypotheses. Consequently, 
after applying the load, the deformed normal is rectilinear, does not change its length  
and remains perpendicular to the deformed median surface of the layer. In a thicker lightweight 
filler, Timoshenko’s hypothesis about the straightness and incompressibility of the deformed 
normal, which rotates by some additional angle ψ to relative to the normal to the deformed 
median surface, is fulfilled. The temperature of the plate is assumed to be uniform and changing 
along with the ambient temperature. Its influence on the elastic parameters of the layer materials 
is taken into account. 

The general system of equations of transverse isothermal oscillations of a three-layer 
plate, obtained by the Lagrange variational method taking into account inertia forces, is used. 
For the sandwich plate under consideration, it is reduced to a system of two partial differential 
equations. Kinematic boundary and homogeneous initial conditions are formulated.  
The limitation of the solution in the center of the plate is used. The solution of the initial 
boundary value problem for a sandwich plate is obtained by decomposing the desired 
displacements in a series according to a system of proper orthonormal functions. Transcendental 
equations for finding eigenvalues are written out. The ratio of eigenvalues for pivotally 
supported and contour-sealed plates is tabulated. Graphs of changes in the natural frequencies  
of the fundamental tone depending on temperature are plotted. Calculation formulas  
for deflection and relative shear are given. The results of the numerical analysis are presented  
in the form of graphs of the dependence of the deflection of the plate on the temperature  
and the coordinates of the inner ring of the force load.  
 
Keywords: circular three-layer plate; temperature; ring resonant load; numerical results 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Исследование деформирования композитных элементов конструкций  
в тепловых полях является актуальной проблемой. В связи с этим возникает 
необходимость в разработке соответствующих методик расчета. Этой проблеме 
посвящен многочисленный ряд публикаций. Так в монографиях [1-5] приведены 
механико-математические модели исследования НДС слоистых стержней, 
пластин и оболочек при комплексном воздействии квазистатических силовых  
и температурных полей. В монографии [6] рассматриваются статические  
и динамические реакции в связанных и несвязанных термоупругих задачах, 
термическая потеря устойчивости и эффекты при флаттере панелей. В обзорной 
работе [7] изложена суть асимптотического метода решения сингулярно 
возмущенных дифференциальных уравнений и методика применения этого 
метода для решения задач статики и динамики элементов конструкций. 
Монография [8] посвящена разработке последовательной теории тонких 
анизотропных слоистых структур, основанной на асимптотическом анализе 
трехмерных уравнений линейной упругости.  

В статьях [9-15] описаны свободные и вынужденные колебания слоистых  
и трехслойных цилиндрических оболочек. Исследован спектр частот, 
рассмотрены локальные и резонансные нагрузки, предложена геометрически 
нелинейная теория трехслойных оболочек. Нестационарные нагружения 
тонкостенных элементов конструкций исследованы в работах [16-18]. 

Моногармоническое акустическое воздействие на слоистую пластину  
и моделирование динамической реакции пластины, армированной углеродным 
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волокном, при собственных и резонансных колебаниях рассмотрено  
в публикациях [19-21]. Рассеяние упругих волн в сильно неоднородной 
трехслойной пластине рассмотрено в статьях [22,23]. Реакция многослойной 
плиты на наклонный удар и характеристики сверхзвукового флаттера 
композитных пластин изучены в [24,25]. Осесимметричные локальные  
и импульсные динамические воздействия на трехслойные круговые пластины 
исследованы в работах [26,27]. Колебания пятислойных круговых пластин  
с жесткими заполнителями рассмотрены в [28]. Динамическое нагружение 
трехслойных стержней и круговых пластин, взаимодействующих с упругим 
основанием или вязкой жидкостью, исследовано в публикациях [29-34]. 

Статьи [35-38] посвящены квазистатическому деформированию 
многослойных балок и панелей. В работах [39-45] исследовано влияние 
температуры на НДС трехслойных пластин и стержней при изгибе, в том числе  
из сплава с памятью формы и внутренним вязкоупругим слоем. 

Здесь рассмотрена начально-краевая задачи о резонансных колебаниях 
круговой сэндвич-пластины с легким заполнителем, находящейся  
под воздействием кольцевой равномерно распределенной нагрузки с учетом 
температуры окружающей среды.  
 
 

1. ПОСТАНОВКА НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
 

Постановка рассматриваемой задачи проводится в цилиндрической системе 
координат, которая связана со срединной плоскостью заполнителя (рис.1).  
Для тонких высокопрочных несущих слоев, толщина которых 1 2h h h= = , 
выполняются гипотезы Кирхгофа о прямолинейности, несжимаемости  
и перпендикулярности нормали к деформированной срединной поверхности 
после приложения нагрузки. 

В легком (не учитывается работа касательных напряжений) более толстом 
заполнителе ( )3   2h c h=   деформированная нормаль к срединной поверхности 
прямолинейна, сохраняет длину, но поворачивается на некоторый 
дополнительный угол ψ  (относительный сдвиг). Напряжения и деформации  
в слоях связаны законом Гука с учетом температуры окружающей среды 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

0

3 3

2 , σ 3 ε , ,

2 ,

k k k k
k k k

rz k rz

s G э K T r

s G э

α α= = − α α = ϕ

=
   (1) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3, , ,k k
rz rzs s э эα α  – девиаторы тензоров напряжений (деформаций); 

( ) ( )( )σ , εk k  – среднее напряжение (деформация); ( ) ( ),k kG T K T  – модули 

упругости, совпадающие в несущих слоях 1 2G G G= = , 1 2K K K= = ;  
T  – усредненная по толщине пластины температура; 0kα  – коэффициент 
линейного температурного расширения материала; ( )1,  2,  3k =  – здесь и далее 
номер слоя, без суммирования по повторяющемуся индексу. 
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Рис.1. Схема нагружения сэндвич-пластины. 

 
В начальный момент пластина подвергается воздействию теплового потока 

tq , за счет которого повышается усредненная температура в пластине,  
и гармонической силовой нагрузки ( ),q r t , действующей внутри кольца a r b≤ ≤  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0, cos sin ,m mq r t q H b r H a r D t E t= − − − ω + ω   (2) 

где 0 constq = , ,D E  – параметры нагрузки; mω  – частота нагрузки, при резонансе 
совпадающая с одной из собственных частот колебаний пластины m nω = ω ; ( )0H r  
– функция Хэвисайда. 

Общая система уравнения вынужденных изотермических колебаний 
трехслойной круговой пластины несимметричной по толщине без учета 
воздействия температурного поля приведена в [2]. Эта система  
для рассматриваемой пластины сводится к двум дифференциальным уравнениям. 
В правой части второго из них появится резонансная нагрузка (2) 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 4 5

3 5 6 0

0 0 0

L , 0,

L ,

cos sin ,

r

r

m m

a a w

a a w M w

q H b r H a r D t E t

ψ − =

ψ − − =

= − − − ω + ω

  (3) 

где ( ) ( ), , ,w r t r tψ  – искомые прогиб и относительный сдвиг; 0M w  – инерционные 

силы, причем ( ) 2
0 1 1 2 2 3 3 0M h h h r= ρ +ρ +ρ , kρ  – плотность материала; 1r  – радиус 

пластины; точка вверху обозначает производную по времени, запятая в нижнем 
индексе – дифференцирование по радиальной координате; термозависимые 
коэффициенты ia  и дифференциальные операторы 2 3L ,  L  

( ) ( )

2 2
4 3 5 3

2 3
6 3 3 3 3

2 32 2 3

2 1 22 , 2 ,
3 2 3

1 2 4 42 , , ,
3 3 3 3

, 2 , ,L , , L , .r rr r
rr rrr

a c hK cK a c h c h K c K

a h c ch h K c K K K G K K G

g g g g gg g g g
r r r r r

+ + + +

+ + + +

    = + = + +        
 = + + + = + = + 
 

≡ + − ≡ + − +

 

Температурная зависимость упругих характеристик материалов описывается 
формулой, предложенной Беллом [36] 

( ) ( )}{ ( ) ( )}{ ( ), 0 , 0 ,G T K T G K T= ϕ  
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( ) ( )( )
1,
1,03 1 2 ,m

T
T T


ϕ =  −

 
0 0,06,

0,06 0,57,
m

m

T T
T T

< ≤
< ≤

    (4) 

где mT  – температура плавления материала; ( ) ( )0 00G G T= ϕ , ( ) ( )0 00K K T= ϕ , 

0 0,G K  – значения модулей при температуре 0T . 
Предполагается, что на контуре пластины находится жесткая диафрагма,  

не позволяющая сдвиг слоев ( )1, 0r tψ = . Граничные условия будут использованы 
следующие: 

– при заделке контура пластины 
( ) ( ) ( )1 1 1, , ,, 0;rr t r t w r twψ = = =        (5) 

– при шарнирном опирании 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1

0, 0,, , ,
k

k
r r

k h

r t r t r tw M zdz
=

ψ = = = σ =∑∫     (6) 

где ( )k
rσ  – радиальные напряжения, rM  – обобщенный радиальный изгибающий 

момент 

( )2 2 31
5 6 60 60 33

1

, 2, , , 2 ,
3

r
r r rr

wM a a w a a hK c ch h c K
r

− −= ψ − − = + + +  

где 3 3 3
4 2,
3 3

K K G K K G− −= + = − . 

Начальные прогиб и скорость отсутствуют 
( ) ( ), 0 0, , 0 0w r w r= =         (7) 

 
 

2. РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
 

Система (3) после элементарных преобразований приводится к виду 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

5 4
3

4
4

3

0 0 0

, ,

L ,

cos sin ,

r

r

m m

a Cw C r
a r
w M w

q H b r H a r D t E t

ψ = + +

+ =

= − − − ω + ω

  (8) 

где 4 4
02

6 4 5

aM M
a a a

=
−

. 

В (8) необходимо положить константу интегрирования 4 0C = ,  
т.к. относительный сдвиг ( ),r tψ  должен быть ограничен в центре пластины. 
Подставим первое уравнение (8) в граничные условия (6). Это позволит выразить 
оставшуюся константу интегрирования через значение производной от прогиба  
на контуре 

( )5
3 1

4 1

, , .r
aC w r t

a r
= −  

Используя это выражение, можно получить второе условие для прогиба  
на контуре ( )1r r= . В результате при шарнирном опирании будут требования 
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( )
1

60
1 6

1

, 0 , , , 0.rr r

r r

aw r t a w w
r

=

 
= + = 

 
      (9) 

Следовательно, прогиб рассматриваемой пластины должен удовлетворять 
дифференциальному уравнению (8), начальным и граничным условиям (9), (7). 

Искомые функции и нагрузку разложим в ряд по системе собственных 
функций ( )n n nv v r≡ β , полученной в [2] при изотермическом нагружении.  
В нашем случае ее вид не изменится 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

5
0

0 0 04

0 1
0 0

0 1

, , ψ , , , , ,

1 ,

n n r n n n
n n n

n
n n n n

n n

aw r t v T t r t v T t q r t M v q t
a

J r
v r J r I r

d I r

∞ ∞ ∞

= = =

= = =

 β
β ≡ β − β β 

∑ ∑ ∑
(10) 

где ( )nT t  – неизвестная (искомая) функция времени; nβ  – собственные числа;  

nd  – нормировочный коэффициент; ( ) ( )0 0,n nJ r I rβ β  – функции Бесселя 

нулевого порядка; nω  – частота собственных колебаний 2 4 4
n n Mω = β . 

Коэффициенты разложения нагрузки (2) в ряд ( )nq t  будут 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0

1 , cos sin ,
r

n n n k n kq t q r t v rd r D t E t
M

= = ω + ω∫    (11) 

где 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )00

1 1 1 1
0 0

, ,

.

n n n n

n
n n n n n

n n n

E Ef D Df

Jqf bJ b aJ a bI b aI a
M d I

= β = β

 β
β = β − β − β − β β β 

 

Трансцендентное уравнение для определения собственных чисел nβ   
при защемленном контуре следует из требований для прогиба в (5) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 1 1 0 1 0.I r J r J r I rβ β + β β =       (12) 
При шарнирно опертом контуре аналогичное уравнение получим  

из условий (9) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 8
0 1 7 0 1 1 1

1 1

1 1 8
0 1 7 0 1 1 1

1 1

0,

I r aJ r a I r I r
r r

J r aI r a J r J r
r r

 β 
β β β − + β +  

  
 β 

+ β β β − + β =  
  

   (13) 

где коэффициенты 2 2
7 6 5 4 8 60 5 4,a a a a a a a a= − = + . 

Если во второе уравнение системы (8) подставить выражения (10) с учетом 
коэффициентов (11), то, используя ортонормированность системы nv , получим 
дифференциальное уравнение второго порядка, которому удовлетворяет искомая 
функция ( )nT t  

( ) ( ) ( ) ( )2 cos sin .n n n n m n mT t T t D t E t+ ω = ω + ω      (14) 
Решение уравнения (14) можно принять в виде 

( ) ( ) ( ) ( )cos sin ,n n n n n nT t A t B t y t= ω + ω +      (15) 
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где ( )ny t  – частное решение, зависящее от частоты резонансной нагрузки kω , 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2sin cos , при ,

sin cos , если .
2 2

n n
m m

n m n m
n

k k
m m

m m

E Dt t n m
y t

D Et t t t n m

 ω + ω ≠ω −ω ω −ω= 
 ω − ω =
 ω ω

 

Подставив в начальные условия выражение для прогиба (10) и функцию (15) 
получим константы интегрирования 
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  (16) 

Таким образом, резонансные колебания рассматриваемой пластины, 
учитывающие окружающую температуру, описываются выражениями (10)  
с функцией времени (15) и константами интегрирования (16). 
 
 

3. ЧИСЛЕННАЯ АПРОБАЦИЯ РЕШЕНИЯ 
 

Численно исследованы параметры колебаний круговой сэндвич-пластины 
единичного радиуса. Слои набраны из материалов Д16-Т–фторопласт-4–Д16-Т 
( 50,8 10K = ⋅  МПа, 50,267 10G = ⋅  МПа, 3 345K =  МПа, 3 90G =  МПа,   0,01h= , 

3    0,05h = ). Амплитуда нагрузки 5
0 10q =  Па, 1D E= = , контур пластины заделан. 

Корни трансцендентных уравнений для собственных чисел (12), (13) 
определялись численно. При шарнирно опертом контуре значения собственных 
чисел несколько ниже, чем при жесткой заделке. Это объясняется большей 
жесткостью конструкции при защемлении. 

Численный анализ продемонстрировал практическую не зависимость 
собственных чисел от температуры в исследуемом диапазоне. Изменение 
собственных частот основного тона пластины с заделанным контуром при росте 
температуры показано на рис. 2: 1 – 0ω ; 2 – 1ω ; 3 – 2ω ; 4 – 3ω . При расчетах 
предполагалось, что температурное поле в пластине однородно. Его увеличение 
на 100о вызывает падение частот на 3,6%, нагревание на 200о дает уменьшение  
на 7%. 
 

 
Рис.2. Изменение собственных частот с ростом температуры. 
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Рис.3 иллюстрирует изменение во времени прогиба в центре пластины  
при различных положениях силового кольца, ширина которого – 0,25b a = :  
а)    0,25a= ; б) 0,75a = . Резонанс предполагается по частоте основного тона 

0   kω =ω . Кривые соответствуют различным значениям приращения температуры:  
1 –    0Т = , 2 – Т = 200оС. При силовом кольце, примыкающем к контуру пластины, 
прогиб уменьшается почти в 5 раз. 
 

 
а б 

Рис.3. Изменение во времени  максимального прогиба пластины. 
 

На рис.4 показана зависимость максимального прогиба в центре пластины  
от температуры при различных положениях силового кольца: 1 – 0a = ; 2 –    0,25a= ; 
3 –  0,5а = ; 4 – 0,75a = . Кривые рассчитаны в момент 0 0 t = π ω . 
 

 
Рис.4. Зависимость максимального прогиба пластины от температуры. 

 
С увеличением внутреннего радиуса кольца нагрузки прогиб максимальный 

при    0,25a= . За счет температуры происходит увеличение расчетного прогиба  
до 15%. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Предложенная математическая модель динамического деформирования 
трехслойной упругой круговой сэндвич-пластины позволяет учитывать влияние 
резонансной локальной кольцевой нагрузки и воздействие температуры 
окружающей среды на собственные частоты колебаний и параметры НДС. 
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